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Resumen

El presente escrito constituye una introduccién a la computacién cuantica, es mas bien un cursillo
“tutorial” y el tnico reclamo de originalidad es la de su presentacién. De hecho, ha sido grande la
tentacién de sutituir el adjetivo “cuéntica” en “computacién” por la frase adjetival “paralela basada en
algebra exterior”. Nuestra presentacion deja de lado la discusién sobre la plausibilidad de la computaciéon
cuédntica y las nociones inherentes de la fisica cudntica involucradas. Aqui s6lo nos concentraremos en
presentar este paradigma como uno abstracto de computo y en él presentamos sus funciones primitivas,
los esquemas de composicion y la codificaciéon de entradas y salidas. Nos basamos en planteamientos
ortodoxos de 4lgebra exterior y utilizamos una notacién més acorde con esta iltima.

Antes que nada presentamos las nociones basicas necesarias de dlgebra exterior. Al iniciar el concepto
de computacion cudntica propiamente presentamos a los espacios de Hilbert donde se realiza, la nocién
de qubit e ilustramos el mecanismo de computo con el algoritmo ya clasico de Deutsch-Josza. Luego pre-
sentamos un algoritmo para calcular transformaciones discretas de Fourier en tiempo lineal. Finalmente,
presentamos el célebre algoritmo de Shor para la factorizacién de enteros en tiempo polinomial.
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1 Productos tensoriales

1.1 Productos de vectores y espacios

Sea U un espacio vectorial sobre el campo C de los nimeros complejos. Denotemos por L£(U, V') al espacio
de transformaciones lineales de U en V. El dual del espacio U es U* = L(U, C). Si u* € U* escribimos, para
cada u € U, (u*|u) := u*(u). (:|) : U* x U — C es una transformacién bilineal.

Sea V otro espacio vectorial también sobre C. El producto tensorial de U con V es U @ V = L(V*,U).
Se tiene:

Propiedad 1.1 U x V se identifica con un subconjunto de U ® V.

En efecto, consideremos @ : U x V. — U ® V tal que Y(u,v) € U x V, ®(u,v) € L(V*,U) es la
transformacién ®(u,v) : w* — (w*|v)u. Claramente ® es bilineal. Se tiene que ®(uy,v1) = P(ug,vs) siy
s6lo si existe k € C tal que (uy,v1) = (kus, k~'vs). Esta tltima condicién define una relacién de equivalencia
=g en U x V. Asi pues, el espacio cociente (U x V')/ =¢ se identifica con un subespacio de U @ V. De hecho,
la aplicacién ®(u,v) € L(V*,U) se denota como u® v = ®(u,v) y se dice ser el producto tensorial del vector
u con el vector v. Debido a la linealidad de los operadores involucrados se tiene que valen las relaciones
siguientes:

(zu)@v = z(u®w)

u®(zv) = z(u®w)
(u1 +uz) @v = (u1 ®v) + (u2 @)
u® (v +v2) = (u®wv)+ (uvy)

Resulta claro que el producto tensorial de vectores no es conmutativo, ni siquiera cuando U = V.
Propiedad 1.2 SidimU =m y dimV = n entonces dim(U @ V') = mn.

En efecto, si V' es de dimension finita, entonces su dual V* es de la misma dimensién, n, y obviamente
dim(L(V*,U)) = nm.
Asi pues, si U = C™ y V = C" entonces, practicamente, U @ V = C™".

Propiedad 1.3 Si By = {ug,u1,...,Um_1} es una base de U y By = {vg,v1,...,0n—1} €$ una base
de V' entonces (u; ®Uj)i<mj<n es una base de U @ V', donde, para cada i,j, u; ® vj es la aplicacion

* __ n—1 oy ay. :
w* =) ;g wivi — wiu;. Esta base se dice ser la base producto.

En efecto, By« = {vg,v],...,v;_1} es una base del dual V*, donde (v, |vj,) = d;,j,. Ahora, respecto a

las bases By y By, la aplicacién u; ® v; se representa mediante la matriz D;; = (5i1j1ij)i1<m ji<n donde
0isjiij = 1 siy slo si (i1,51) = (4,4) ¥ 65145 = 0 siy sélo si (i1,51) # (4,5). De manera un poco mas

. _ m—1 _ n—1 s % *
general, escribamos cada u € U como u = 3,7, au; y v = Y i, bjvj, también cada w* € V* como

w* = Z;:()l ¢;v;. En consecuencia, (w*|v) = Z;:()l bici, y (u@v)(w*) =" a; (Z;:Ol bjcj) Ui

1.2 Productos de transformaciones lineales

Supongamos que Uy, Uy, Vi, Vs son espacios vectoriales, de dimensiones respectivas my, ms y n1,ng, y que

K :U — Uyy L :V; — V5 son sendas transformaciones lineales. Las transformaciones lineales duales
y

K*: Uy - Uy y L*: V¥ — V" estan definidas mediante las relaciones

(K" (u)|ur) = (ugK(u1))
(L¥(vz)[v1) = (va|L(v1))

Propiedad 1.4 Si K se representa, respecto a bases By, y Buy,, mediante una matriz Mg € Cm2*™
entonces K* se representa, respecto a las bases duales, mediante la matriz traspuesta M}; € Crmaxmz,



Ahora definamos una transformacién K®L : U; @V, — Ua®Vs haciendo (K®L)(u1®v1) = K(u1)®@L(vy).

Propiedad 1.5 Si K se representa, respecto a bases By, y By,, mediante la matriz My € C"™2*™ y L se
representa, respecto a bases By, y By,, mediante la matriz My € C"*™ entonces (K ® L) se representa,
respecto a las bases productos, mediante la matriz producto tensorial Mg @ My € C™2m2X™M" gigyjente:

mg){)ML m(()If)ML e m(()fin),l—lML
K K K
My © My — m(lo )ML m§1 )ML e mg,’rr)u'—lML
K) K) ' K
mgnQ)fl,oML mgng)fl,lML mgng)fl,mlflML

Ahora bien, si U es un espacio vectorial de dimensién my K : U — U es lineal, definimos recursivamente:
K® = K, K®" = K®~1) @ K. Naturalmente, K®" es la n-ésima potencia tensorial de K. Si My =
(mij)i,j <m ©8 la matriz cuadrada de orden m que representa a K respecto a una cierta base By, se tiene que
(n)
ij

Cada indice entero ¢ < m™ se escribe en base m como una palabra de n digitos 0,...,m — 1, i =

—1 .

Z?:o &Emt = (§n—1---&&0),, = &(i). Para una tal palabra § = &,_1---£&, definamos car(§) = & y
cdr(§) = &,—1---&. Evidentemente, vistas las palabras como representaciones de ndmeros en base m:

(&)m = m(cdr(§))m + car(§), car(§) = & mod m y cdr(§) = (§ — car(§))/m.

Debido a la propiedad 1.5, se tiene la recurrencia

(n) _ . (n-1)
Mei) ) = Medr(g(d)),cdr(g()) ~ Mhear(€(4)),car(€(4)) (1)

K®m" quedara representada por la matriz Myen = (m ) determinada como sigue:
7,j<mn

con la cual es posible calcular las entradas de la matriz Me~ siguiendo las representaciones en base m de
los indices correspondientes.

2 Nociones basicas de Computaciéon Cuantica

2.1 Postulado de medicion

En [2] se presentd la base de la computacién cuédntica.

Sea C el campo de los niimeros complejos, y para cada m,n sea C™*"™ el espacio de matrices de orden
m X n, es decir, de matrices con m renglones y n columnas, con entradas nimeros complejos. Para cada
matriz M = (mij)i,j € C™*" su transpuesta hermitiana es MY = (mﬁ)ﬂZ € C™"*™ donde para cada pareja
de indices (4, j) € [0,m —1] x [0,n— 1], m}} =m;; (si z = a+ib € C es un niimero complejo, naturalmente
Z = a—ib € C es su conjugado). Una matriz M = (mij)m. € C™*" se dice ser unitaria si MM = 1,
donde 1,,, denota a la matriz identidad de orden n X n.

Al subconjunto consistente de los vectores columnas unitarias en C™*! (es decir, el espacio de vectores
columnas de dimensién m) se le llama conjunto de estados de un sistema fisico cerrado, y la dimensién m
se conoce como el grado de libertad del sistema. En C™*! se tiene que cada estado es un vector en la esfera
euclidiana unitaria de C™. Sea pues E,, = {v € C™|1 = vlv =: (v|v)} el conjunto de estados.

Sea e; = (dij),,, €l j-ésimo vector de la base canénica de C™. Se tiene que todo vector de la base
candnica es un estado. Se dice que un estado v = (v;1),,,, produce la salida i con una probabilidad
|vi1)? = Re(vi1)? + Im(v;1)2. Se tiene el siguiente

Postulado de Medicién: Si el estado actual es v = (v;1),_,,, entonces, para cada i < m, con probabilidad
|vi1|? se realiza lo siguiente: Se emite la respuesta i y se transita al estado e;; es decir este 1ltimo serd
el estado actual en el paso siguiente.

De hecho el proceso de medicién se realiza al final de cualquier algoritmo cudntico, asi que el ultimo estado
actual al que se refiere en su enunciado es el estado final.

Ahora, sea U € C"™*™ una matriz unitaria cuadrada de orden m x m. U determina una transformacién
ortogonal C™ — C™: v +— Uv. De hecho, al restringirla a F,, se tiene una transformaciéon E,, — F,,.
U se dice ser una compuerta cudntica. Un algoritmo cudntico es la composicién de un numero finito de
compuertas cuanticas.



2.2 qubits y palabras de longitud finita

En particular, para m = 2, la base candnica del espacio H; = C?2

consta de los vectores g = [1 0] y
e = [0 1]T. Si zp,21 € C son complejos tales que |2]? + |21|> = 1, entonces zpey + z1€1 es un estado,
llamado qubit, ap6cope inglés de bit cudntico (quantum bit).

Identificamos al primer vector basico ey con el valor de verdad falso, o cero, y al segundo e; con el valor
de verdad verdadero, o uno. Asi pues, cada estado es una “superposicién” de ambos valores cero y uno.

Para cada n > 1, definimos recursivamente H,, = H,,_; ® H;. De aqui resulta que dim(H,) = 2"
y una base de este espacio es By, = (egwl...6150)En_17.__,61750€{()71}7 donde, puesto de manera recursiva,
€, yere0 = €cp_yoe; @ €. Aqui queremos llamar la atencién del lector para que tome en cuenta el
cambio de nuestra notacién respecto a la asumida de manera convencional en el mundo de la Fisica y de la

Computacién Cudntica. En general se suele escribir
|5n—1 T 5150> =€, ye150 =€, 1 B Q€ Qe =t |€n—1> e |€1> ‘€0> (2)

Evidentemente, cada indice ¢ € [0,2™ — 1] puede escribirse en binario como una cadena de bits de longitud
n: i = (€p—1---€1€0)5. Asi pues identificaremos a cada indice con la cadena que lo representa: i < & =
En—1-+-€160. Mediante esta identificacién: [0,2™ — 1] ~ {0, 1}"™.

Si z € Eon es un vector en la esfera unitaria euclidiana en H,, entonces Zse{o,l}" ze€e €s un estado
correspondiente a una palabra de informacion de longitud n, y es también la concatenacion de n qubits.

2.3 Compuertas cuanticas

Para n = 1, consideraremos las siguientes compuertas bdsicas, llamadas también operadores cudnticos:

Identidad. I = [ é (1) ] I : H; — Hj es el operador identidad.
o s 0 1 . 20 z1 . . . . s
Negacion. N = 10 Se tiene N : . =L | N es unitaria y tiene como funcién permutar
1 0

¢

seniales, es de hecho “una reflexién a lo largo de la diagonal principal”.

V2|1 —1 21 V2 | zo— 2
funcién “reflejar el plano respecto al eje z y rotar luego un dngulo de 7 radianes, en sentido opuesto
a las manecillas del reloj”.

Hadamard. H = % { ! ! ] Se tiene H : [ 0 ] — [ 0+ 21 ] H es unitaria y tiene como

Naturalmente, N®¥" y H®" son sendas compuertas en H,,. Las matrices que las representan, respecto a la
base producto By, , pueden ser calculadas mediante la relacién (1).

Observamos aqui, primeramente, que N®" acttia como el “complemento a 2" —1”, es decir, en los vectores
bésicos se tiene

NE™ (e5n71"'€1€0) = €5, 16150 (3)
donde (ep—1---€1€0)y + (Op—1---01d0)y =2" — 1.
Observamos también que

H®1(e0) = (eo +e€1)

1
V2
H®2(eoo) = (eoo + €01 + €10 +€11)

V2)?

—_

—~

y de manera general

®n(e = L e
H®"(eo...0) V2) se{;l}” = (4)

es decir, el operador H®™ aplicado al primer vector basico e...g produce el estado que
los deméds con pesos uniformes”.

[1343
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Negacion controlada. Sea C' : Hy — H, la transformacion lineal que sobre los vectores basicos actia
e; ®ey — e; @ eyq, (recuerdo una vez mas que @ es la disyuncién excluyente, o més bien la adicién
médulo 2). Esta transformacién se llama negacidn controlada debido a que en su salida, el segundo
qubit es la negacién del primero sélo si en la entrada el segundo qubit “estaba prendido”. Esto puede
verse como que el segundo qubit de entrada sirve de “control” para aplicar el operador de negacion al
primero, el cual hace las veces de “argumento”.

C no es el producto tensorial de dos transformaciones unitarias en H;. Se tiene que C' queda represen-
tado, respecto a la base candnica de Hy por la matriz

10

0 0

0 0
¢= 0 1
1

o O O
O O =

0

Negacién controlada cambiada. Sea D : Hy — Hy la transformacion lineal tal que (x,y) — D(x,y) =
C(y,x) que tan sélo cambia los roles de variable de control y variable de argumento. Se tiene

0 010
01 00
DilOOO
0 0 01

En el espacio de transformaciones unitarias, C' y D generan un subgrupo con la operacién de com-
posicién. La tabla de multiplicacion del subgrupo es de la forma:

o I C D CD DC CDC

1 1 C D CD DC CDC

C C I CD D CDC DC

D D DC 1 CDC ¢ CD
CD| CD CDC ¢ DC I D
DC| DC D CDC I CD c
c¢pCc|cbc  CD  DC C D 1

Alternativamente, podemos decir que este grupo queda presentado por su unidad I, dos generadores
C,D y la relacion CDC = DCD. De hecho este grupo es isomorfo al grupo de permutaciones de 3
elementos, S3. En efecto, si p = (1,2) es la reflexidn y ¢ = (1,2,3) es el ciclo de orden 3, entonces se
puede identificar C' < p, D < po ¢.

Reversos. Entre los elementos que aparecen en el ejemplo anterior, Ry, = CDC' : Hy; — Hs queda represen-
tado, respecto a la base candnica, mediante la matriz

10 0 0
0010
Bo=1y4 1 0 0
00 0 1

es decir, es tal que Ry(e; @ e;) = e; ® ;. De hecho, para cada n > 2, actuando sobre la base canénica,
se tiene:

— pen _
R, =R, (esn_r--slso) = €cpeqepn_t (5)
es decir, el efecto de este operador es revertir el orden de la “palabra de entrada”, por lo cual, R,, se
dice ser el operador reverso.

Un estado en H,, digamos o(z) = Ese{o,l}" zc€c esta determinado por las 2™ coordenadas del vector
z € Fon. SiU : H,, — H,, es una compuerta cudntica, el estado o (Uz) al que arriba al aplicdrsele el operador
U consta también de 2™ coordenadas. De esta manera, un calculo que involucra un nimero exponencial de
términos se hace en “un paso” de cémputo cudntico y es posible asi acelerar el proceso de corrida.

Toda combinacion lineal de elementos en la base cuyos coeficientes formen un punto en la esfera euclidiana
unitaria de C?" es un estado, o(z). Se dice que el estado es descomponible, o factorizable, si es de la forma
Z1 Q- ®2zy, = 0(z), con z; € H;. Un estado que no es descomponible se dice ser revuelto (entangled state).



Recuadro 1: Accién de la matriz unitaria Uy en el algoritmo de Deutsch-Jozsa.

2.4 FEvaluacién de funciones booleanas

Sea V = {0,1} el conjunto de valores de verdad clésicos. Obviamente hay 22" funciones booleanas V" — V
y hay 2" funciones V" — V™. Cada una de las 2" asignaciones & = (en—1,...,€1,€0) € V™ se puede poner
en correspondencia con el vector e, € H,, de la base “candnica”’ de H,,. Sea U una matriz permutacién de
orden 2% x 2"*1 tal que U(ec ® eg) = (€ ® €(c)). U es pues unitaria. Sea A C V™ un conjunto no-vacfo
de asignaciones y sea a = card(A) su cardinalidad. Al considerar el estado us = ﬁ > ce €e @ g se tiene

U(uy) = %l Y cca€ @ ef) y asi en un solo paso de computo se calcula a un promedio ponderado de la
imagen de las asignaciones con indice en A. El proceso final de medicién consiste en la seleccién de una

pareja e @ ey (), € € A, cada una con probabilidad %

2.5 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Sea V = {0,1} el conjunto de valores de verdad cldsicos. De las 22 = 4 funciones booleanas f : V — V dos
son constantes y las otras dos son equilibradas. Al nombrarlas

0 — 0 0 0 0 — 1 0 — 1
1 — 0 ) fl 1 1 ) f2 1 = 0 ) f3 S I |

—
fo: .
se tiene que las funciones constantes son fy y f3, y las equilibradas son fi y fs.

El propésito del algoritmo de Deutsch-Jozsa es decidir, para una f dada, si acaso es constante o equilibrada
“utilizando un solo paso de computo”.

Sea Uy una matriz permutacién de orden 2% x 22 tal que Us(e, ® e,) = (e, ® €(z4 f(z)) mod 2)- Uy €s
pues unitaria. De hecho es muy similar al funcionamiento de la compuerta “negacion controlada”, salvo que
en aquella, la funcién f es propiamente la identidad. En la tabla 1 ilustramos la accién de Uy refiriéndonos
solamente a los indices de vectores basicos.

Considerando el operador de Hadamard H, hagamos Hy = H ® H. Primero se tiene, H(ep) = x¢ =
%(eo—kel) y H(ep) =x1 = %(eo —e1) € Hy yluego Ha(eg®er) = H(eg) @ H(e1) = xo®@x;. Claramente,
Xg Q@ X1 = %(eoo —e€eg1 + e — 911) S HQ. Por tanto,

(eo,f(0) — €7@ T e1r) el,m)
1 1 1 1
= 5% ® E(ef(o) _ef(O))] + Nohe ® {\/ﬁ(eﬂl) ~erm)
%e()@xl—i-%m ® X1 S%fzfo
?80®X1_?e1 R X3 S?f:fl
—?e0®x1—|—?e1 ® X1 S?f=f2
—ﬁe()@xl—ﬁm ®x1 sif=/fs
Xo®x, sif=fo
x1®x1 sif=fi
—x1 Q%1 sif=fo
X0 ®x1 sif=f3

N | =

Up(xo @ x1) =




En consecuencia,

Hxyo® Hxy, sif=fo
Hxy @ Hx; sif=fi
—HX1 ®HX1 Sif:fg
—Hxqo® Hxy sif=f3

e ®er sif=fo
eg®e; sif=fi
—e1®e1 Sifzfg
—ey®er sif=/f3

HgUng(eo ® el) = HQUf(XO ®X1) =

vale decir, al aplicar el algoritmo cudntico HoUy Ho (ndtese que utilizamos notacién algebraica: los operadores
se aplican de derecha a izquierda), partiendo del vector bésico eg®e; se obtiene un vector de la forma ceg®e;
donde € € {—1,1} es un signo y S es una senal que indica si acaso f es o no equilibrada. En otras palabras,
la respuesta S coincide con f(0) @ f(1), donde & es la disyuncidon excluyente, XOR. La auscultacién del valor
S se realiza siguiendo el postulado de medicién, y su valor estd apareciendo leyendo sélo el primer qubit. Al
efectuar la medicién se elige al vector bésico eg ® e; con probabilidad €2 = 1.

3 Algoritmo para el calculo de la Transformada Discreta de Fourier

Sea f : [0,n—1] — C una funcién. La tmnsformada discreta de Fourier de f es la funcién f : [0,n—1] — C
tal que para cada j € [0,n —1]: f(j) = f Zk o €Xp (%”k) f(k). Aqui i es la raiz cuadrada de -1.

En C" consideremos la base canénica formada por los vectores e; = (51']')?:_017 j=0,...,n—1. Para cada
vector f = Zjl:_ol f(j)e; € C, su transformada discreta de Fourier es TDF(f) = f = 27;01 f(j)e; € C". Es
claro que TDF es una transformacion lineal y, respecto a la base candnica de C™, se representa por la matriz

TDF = % (exp (M>) , la cual es en efecto unitaria, de hecho la matriz hermitiana de TDF, TDF?,

tiene la misma estructura que TDF salvo que los exponentes en cada entrada tienen el signo
En particular, se tiene

“_»

Vj € [0,n— 1] : TDF(e;) \FZ exp (27”‘7k> er. (6)

y, por supuesto,

TDF(f Z f(j) TDF(e;). (7)

Ahora, supongamos que n = 2” es una potencia de 2. En este caso, la TDF puede calcularse mediante el
procedimiento de la llamada transformada rdpida de Fourier TRF (o si se quiere, FFT por sus siglas en
inglés: Fast Fourier Transform). Este procedimiento es de complejidad en tiempo O(v2¥) = O(nlogn). Mas
utilizando el paralelismo inherente a la computacién cuédntica, se le calculard aqui en un tiempo O(v).

Observamos, por un lado, que H, = C™, y por otro lado, de la ecuacién (6), que para los primeros valores
de v se tiene:

v=1
TDF(eo) = %(eo + el)
TDF(el) = %(eo — e1)
v=2
1 1
TDF(eoo) = 72(60 +e)® ﬁ(eo +e1)



TDF(eOl) = %(eo — e1) & %(eo + iel)
TDF(e10) = %(eo +e1)® %(eo —e1)
TDF(ell) = L(eo — e1) X L(e() - iel)

S

V2

De manera general, a cada indice j € [0,2” — 1] lo identificaremos con la palabra €; = €;,-1---€j1€;.0
que lo representa en base 2. Asi, el vector bésico e.; € H, es el producto tensorial de los vectores basicos

e, , € H;. Tendremos entonces, en H,, que para cada j =0,...,2" —1:
1 mij
TDF(e.,) = — |legt+exp| = | e
) = @ (wren(3)e)
= Jg(cotexp(5 )er)® J5 (cotexp( 5t Jer) @& J5 (eotexp(55tr e ) (8)

La forma de los factores en este producto tensorial sugiere considerar los operadores Qi : Hy — H; con
< - . . N 10
representacion, respecto a la base candnica, dada mediante la matriz unitaria Qp = [ 0 exp (m-) } De
2k
hecho, como en (8) la potencia en la exponenciacién va cambiando, podemos considerar més bien un corres-
10
. . Asi, por ejemplo, si j = 1 entonces Qf, =
0 exp (7”2]?) ] p Jemp J Qi = Qk
en tanto que si j = 0 entonces @)f, = I coincide con la identidad.
, 1 . 1 . g
Observamos ademés que para xg = ﬁ(eo +e1) = H(ep) se tiene Qf;(xo) = 7 (eo +exp (migs) er).
Ahora, a cada j € [0,2” — 1] representémoslo en base-2 mediante la palabra e;. Se tiene que para

. 22 X L i u:lsv 22
cada £ € [0,v — 1], == = 525, Por tanto, exp (mwigr) = exp mZ“"T”

pondiente operador “controlado”: W= [

= H;f:_ol exp (i ;j;ﬂ) y en

consecuencia, sz = Qz*”‘Fl’E‘j,u—l 0---0 Qiilﬁau ) Qz’ej,o. Como k ha de variar entre 0 y ¥ — 1 vemos que
se ha de disponer de 2(2v — 1) compuertas de la forma Q¢,, k € [-(v — 1),v — 1], € € {0, 1}.

Observamos también que si j < 2¥*, con v; < v entonces todos los digitos, en su representacién binaria,
con indices entre ;1 — 1y v — 1 son 0, y por tanto las correspondientes compuertas controladas actuaran

como la identidad. Definamos pues para cada (j,k) € [0,2” — 1] x [0,v — 1],

ij = Qz—ul—s—l,s_j,,,l_l ©:--0 Qi—l,st © Qz,e‘“p (9)

donde 11 = [log, j] + 1. Tenemos pues: Pjx(x¢) = % (eo + exp (mQJ—k) ey).

Fijo j € [0,2” —1] para k =0,...,v — 1 los términos Pji(X¢) van dando los de la derecha de la ec. (8) y
éstos van apareciendo de izquierda a derecha segiin se les muestra ahif. Sin embargo, para cada k € [0, —1]
observamos que en la definicién (9) se estd utilizando una notacién algebraica, es decir, los operadores
Qi%w se aplican en orden inverso: de derecha a izquierda. De hecho, haciendo un poco mas explicita la
definicién (9) se tiene:

Qfe,0(X0) = Pjo(xo)
Qiajp © Qg,aj,l (x0) = le(Xo)
Q5 ,°Q,, °Q0, ,(%0) Pja(x0)
lclfl,éij,o ©---0 Qg,(i]‘,yfg © Qi,{fj,,,72 © QS,ELU71 (XO) = P]yl’71<x0)
es decir, para cada k € [0, v—1] se han de aplicar consecutivamente las compuertas Q?,a,- wpconl=0,...k,

la cual selecciona a los digitos en la representacién binaria de j yendo del maés significativo hacia el menos
significativo.

Asi pues, serd necesario utilizar los operadores reverso para intercambiar el orden de los bits de cada
indice j € [0,2" —1].



Ahora bien, cada bit € se representa por el vector bésico e.. Asi que cada operador controlado Qf ., cuyo
dominio es H; puede identificarse con el operador x — Q°?(x, e.) donde

Q?=(I®Qx)oCo(I®Qy)oCo(Qral). (10)
El algoritmo para calcular la transformada de Fourier es entonces el siguiente:
Entrada. n =2, fe¢ C" =H,.
Salida. f = TDF(f) € H,,.
Procedimiento TDF(n,f)

1. Sea x¢ := H(eg).

2. Para cada j € [0,2” — 1], o equivalentemente, para cada (gj,,—1---€j1€5,0) € {0,1}", hégase en
paralelo:

(a) Para cada k € [0, — 1] hdgase en paralelo:
i. Sea d := Ry, (&;],) el reverso de la cadena formada por los (k+1) bits menos significativos
(véase la ec. (5)).
ii. Seay 1= Xo.
iii. Para ¢ =0 hasta k hagase { y;; := Q*(y,1.es,,) (véase la ec. (10)) }
(b) Seay; :==y;p® - ®y;,_1 (véase la ec. (8)).

3. Dése como resultado f = Z?;Bl 1iy;-

El célculo de la transformada inversa discreta de Fourier, TIDF(n, f) se hace de manera similar cambiando la
matriz @ por su hermitiana QkH que sélo involucra el cambio de signo en la potencia de su elemento (2, 2).

4 Algoritmo de Shor

Este algoritmo es de tipo cuantico y tiene el propdsito de factorizar a un nimero entero dado n como el
producto de dos enteros menores, si esto es posible, o bien indicar que n es primo, en otro caso.

4.1 Pequeno recordatorio de Teoria de Numeros

Dados dos enteros n,m, su mdzimo comin divisor es d = med(n,m) tal que d divide a ambos n y m, es
decir es un divisor comun de n y m, y cualquier otro divisor comtn divide a d también. Se puede ver que
d es el menor entero positivo que se puede escribir como una combinacién lineal de n y m con coeficientes
enteros. El Algoritmo de Euclides calcula, para dos enteros n y m dados, d = med(n,m) y lo expresa de la
forma d = an 4 bm, con a,b € Z.

Los enteros n y m son primos relativos si med(n,m) = 1, es decir, si no poseen un divisor comun que
no sea trivial. Sea ®(n) = {m € [1,n]|mcd(n,m) = 1} el conjunto de enteros positivos primos relativos
con n, menores que n. Se tiene que el nimero de elementos en ®(n) es el valor de la funcién de Euler ¢
en n. Con la multiplicacién médulo n, ®(n) es un grupo de orden ¢(n). Asi pues, si m € ®(n) entonces
m?™ =1 mod n. Por tanto, para cada entero m € ®(n) existe un minimo elemento r, divisor de ¢(n), tal
que m” =1 mod n. Tal r se dice ser el orden de m en el grupo multiplicativo de residuos médulo n.

Sea n un entero para el cual se ha de buscar un factor entero no trivial. Elijamos un entero m tal que
1 <m < n. Simed(n,m) =d > 1, entonces d es un factor no-trivial de n. En otro caso, mecd(n, m) = 1,
y se tiene que m quedard en el grupo multiplicativo de residuos de n, i.e. m € ®(n). Si acaso m tuviera
ahf un orden par r, entonces k = m? es tal que k> = 1 mod n. En consecuencia, (k — 1)(k + 1) = 0 mod n,
es decir n divide al producto de dos niimeros menores que él. Por tanto, los factores primos de n han de
aparecer como factores de esos numeros. Asi pues al calcular med(n, k — 1) y med(n, k 4+ 1) obtendremos
factores no-triviales de n.

Un primer problema en este procedimiento de decisién consiste entonces en encontrar un elemento de
orden par en el grupo multiplicativo de residuos médulo n. Si se elige m al azar, la probabilidad de que m



sea de orden par es 1 — 2—1[ donde £ es el numero de factores primos en n. Asi pues, la probabilidad de que al
cabo de k intentos no se haya localizado un tal m es 2% y obviamente esto tiende a cero muy rapidamente
al incrementar k. Asi pues, bien vale la pena repetir pruebas arbitrarias de seleccién de un elemento (impar)
menor que n para localizar uno de orden par en el grupo multiplicativo de residuos médulo n.

Sin embargo, desde el punto de vista computacional, el mayor problema que presenta el algoritmo descrito
radica en el cdlculo del orden del elemento actual m en ®(n): el nimero de potencias de m a calcular es del
orden de ¢(n) que a su vez es de orden n.

Sea v = [logy n] el nimero de bits necesarios para escribir a n, es decir, sea v el tamano de n. Resulta
claro que O(n) = O(2") lo cual indica que el procedimiento anterior es de complejidad exponencial respecto
al tamano de la entrada. El algoritmo de Shor se fundamenta en un procedimiento polinomial en v para
realizar la tarea de calcular el orden de un elemento.

4.2 Algoritmo cuantico para el calculo de 6rdenes

Supongamos dado n € N. Sea v = [log, n] su tamano. Sea k tal que n? < 2% < 2n?, es decir, k = [2logy n].
Se considerard k + v qubits y se trabajara en el espacio H,, = H, ® H,,, de dimensién 25T = 2% . 2V,
Para cada m € ®(n) definimos un operador lineal unitario V,, : Hy4, — H,, haciéndolo actuar en los
vectores basicos como
Vintec; @ee, €, ®ec,, . (11)

donde f(i,§,m) = (j +m?) mod n.

4.2.1 Elementos con orden potencia de 2

Supongamos dado m € ®(n) y que éste es tal que su orden r es una potencia de 2.
Sea P, = H®*®I® donde H, I : ]HI1 — H; son los operadores de Hadamard e identidad respectivamente.
Por la ec. (4) se tiene Pi(eg®eg) = fﬁ 256{0,1}” ec ® eg. Escribamos s; = P;(eg ® eg). Ahora, aplicando

el operador V,,, resulta V,,,(s1) = W 222;81 €c; ® €cy(; o - Escribamos so = Vin(s1)-
Ya que f(i,0,m) = m'modn, f es una funcién periédica de periodo r respecto a i. Sea J; = {i|0 <
i <27 —1: 4= jmodr} la clase de indices que dejan residuo j al dividirseles entre r. Claramente

[0,2F — 1] = U; é Jj, v la cardinalidad de cada conjunto J; es s = 7N7 el cual nimero, para este caso, es
entero. Por tanto, es posible reescribir

Z Ze& ®ec ; (12)

= ieJ;

Si aqui se aplica el postulado de medicién, entonces se elegird a un vector de la forma ee, ® e , 1 € Jj,,
para una potencia fija jo < 7, con probabilidad 5. El estado correspondiente a esta situacién es de la forma

271
S3 = Z g(z)e€7 X egmjg . (13)
i=0
. o sii€J;
donde g : i — 2" L e
0 sii & Jj,

La funcién g también es periddica, de periodo r. Ahora, se tiene que la transformada de Fourier de g, §
serd también peridédica pero de periodo proporcional a %
Calculemos la transformada inversa discreta de Fourier de ss:

s3 = TDF¥ (s3) = \/27“;@2—: (\/127 221 exp ( (kr+jo)> ) ®ec

y al intercambiar el orden de las sumatorias se obtiene:

Sy =83 = \1[ Cz_; ( Ze ( 27”%)) exp (— 27;?“) eg) ©ee . (14)

10




A , ;. . . —1 1 , .,
2”“) es una raiz s-ésima de la unidad, se tiene 1 > i €exp (*M) serd 1 o 0 en funcién de

Ya que exp (f . .
que £ sea o no un miltiplo entero de s, es decir un niimero de la forma ¢ =ts, cont =0,...,r — 1. Aqui es

esencial el hecho de que s es entero. Asf pues, de (14),

1 (3 2it]

0
S4=— g exp (— ) ezw> Qee ;- (15)
\/,F (t() r " JO

Las relaciones (13) y (15), que expresan a s3 y sS4 = S3, involucran ambas al orden r. Pero hay una diferencia
esencial entre ellas: En (13) los indices 4, en el primer qubit, correspondientes a coeficientes no-nulos dependen
de la potencia “aleatoria” jo, en tanto que en (15) no dependen de ésa, e involucran sin embargo, a 7.

Si ahora se aplica el postulado de medicién se obtendra un valor de la forma 2?0, con ty € [0,r — 1],
cada uno con probabilidad r~1. Si tq = 0, entonces no es posible obtener ninguna informacién acerca de r y
se ha de repetir el procedimiento otra vez. En otro caso, al dividir entre 2" se tiene el valor racional :—[1’ = t7°
Se conoce a ry y r; mas aun no se conoce tg ni r. Sin embargo, necesariamente 1 divide a r. Asi pues, se
puede aplicar de nuevo el algoritmo cuéntico a partir de m; = m'*. Procediendo recursivamente se obtiene
una factorizacién r = riry - - - 1, conteniendo a lo mas log, r factores.

En resumen, el algoritmo para localizar divisores de érdenes de elementos es el siguiente:

Entrada. n € N, m € ®(n) de orden potencia de 2.
Salida. r tal que r|o(m).

Procedimiento DivisorOrdenPotencia2(n,m)

1. Sea v := [logy n], Kk := 2v.

2. Definase V,,, : H, 4, — Hy4, como en la ec. (11).

3. Sea s := (H®" @ I®")(ep ® ).

4. Sea s9 1= Vi (s1).

5. Sea s3 := 212:81 gli)ee, ® ec ,, el estado equivalente a “tomar una medicién” en s;. Entonces g
queda determinada como en la ec. (13).

6. Sea s, := TIDF(2",s3) la transformada inversa discreta de Fourier de s;.

7. Sea e., @ e. j, una medicién de sq.
8. Si k == 0 repitase desde el paso 3. En otro caso sea :—‘1) = 2% y dése como resultado ry.
El algoritmo para calcular 6rdenes de elementos es el siguiente:
Entrada. n € N, m € ®(n) de orden potencia de 2.
Salida. r tal que r = o(m).
Procedimiento OrdenPotencia2(n,m)
1. Sean inicialmente r := 1y mqy := m.
2. Repitase
(a) sea 1 := DivisorOrdenPotencia2(n,my);
(b) actualicese r :=r - ry;
(c) actualicese m; := mi* mod n.
hasta tener r; == 1.

3. Dése como resultado r.

11



4.2.2 Elementos con orden arbitrario

Dejemos de suponer que el orden r de m sea una potencia de 2 en ®(n). Siguiendo la misma linea que
en el caso anterior, sea V,, definido como en la ec. (11). Sea s; = (H®" @ I®")(ep ® €9) y S2 = Vin(s1).
Reagrupando los términos segin se hizo en la ec. (12) se puede escribir

r—1
So = \/15,; Z Z e, | ®ec ;. (16)

j=0 \ieJ;

donde los conjuntos J; son clases de equivalencia, congruentes con j, médulo r, pero ahora no son de la
misma cardinalidad. Si u = 2" mod r y s = (2" — u)/r entonces u clases tendran s + 1 elementos y las
restantes tendran s elementos. Definamos s; =s+1paraj=1,...,uys;=sparaj=u+1,...,7r—1,0.
Entonces el estado que representa el tomar una medicién, como en la ec. (13), es, para algtn jo € [0,r — 1]:

281
Sg = Z g(i)ec, ®ec ; . (17)
i=0
L siieJ;
donde g : i — < Vo 70
0 siigJj

Calculando la transformada inversa discreta de Fourier y reagrupando términos, como en la ec. (14), se

obtiene
I A A e U omilkr il
- 0
s=s= | L Ze"p(‘ o ) e"p(‘ 7" )ef ® e, (18)

£=0 k=0

)]

pero en este caso el coeficiente que involucra a la suma interior nunca se anula (como 7 no necesariamente
divide a 2", aqui no se estd sumando un “juego completo” de raices s;,-ésimas de la unidad). Al tomar una
medicion del primer qubit, la probabilidad de que se elija a e, ® e, es entonces

me

(I O orithr |
milkr
Pll) = —— exp | ———
0= 5= | 2 e (75
k=0
y los méximos de esos valores corresponden a enteros ¢ = EnteroMasPréximo (%), k=20,...,7m—1.
Supongamos que tras una medicién se haya elegido ey, ®ee ;. ,con {), = EnteroMasPréximo (g) Entonces,

al dividir ese indice entre 2° se obtiene & ~ %, y de aqui se quiere conocer r. Para esto hay que recordar

Qh
la nocién de fracciones continuadas.
Si % es un numero racional no-negativo, su fraccion continuada es

1
Pt t ————— =la,an,..., 0, (19)
q aq + e L

ay

donde ag, ay,...,a, son enteros no-negativos. Para cada w < v, la fraccién continuada [ag, a1, ..., ay)] se
dice ser el w-ésimo convergente de g, y, en efecto, cada convergente es una aproximacion racional a g. El

algoritmo para calcular fracciones continuadas es directo:

Entrada. % € Q.

Salida. [ag,aq,...,a,]: fraccién continuada que representa a g € Q.
Procedimiento FracciénContinuada(g)
1. Sean inicialmente Ist := [| (la lista vacfa) y zact := £.

2. Mientras el denominador de zact sea mayor que 1 hagase
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) sea i := ParteEntera(zact);
b) escribase EL = zact;
q1

)

o .
Pl*lith ’
(d) actualicese Ist := st [i].

actualicese zact :=

3. Actualicese Ist := Ist x [zact].

4. Dése como resultado Ist.
Asi pues, luego de haber realizado una medicién y haber obtenido el valor g—ﬁ < 1, se calcula su fraccion
continuada [ag, a1, ...,a,] (ap = 0) y los correspondientes convergentes [co,c1,...,Cy] (también ¢g = 0),
y entre éstos se selecciona a aquellos cuyos denominadores r; sean menores que n, los cuales han de ser
divisores del orden r de m.

En resumen, esta vez el algoritmo para localizar divisores de érdenes de elementos es el siguiente:

Entrada. n € N, m € ®(n).

Salida. r tal que r|o(m).

Procedimiento DivisorOrden(n,m)

Sea v := [logyn], k = [2log, n].

Definase V,,, : H, 4, — Hy4, como en la ec. (11).
Sea s1 := (H®" ® I®")(ep ® eo).

Sea s9 1= Vi, (s1).

21 . . .
Seasg:=> . o gli)es, @ec i el estado equivalente a “tomar una medicién” en so. Entonces g
- me
queda determinada como en la ec. (17).

G W e

o

Sea s, := TIDF(2",s3) la transformada inversa discreta de Fourier de sg.

7. Sea €, ®ee , una medicion de sy.

8. Si £, == 0 repitase desde el paso 3. En otro caso
(a) sea [ag,a1,...,a,] := FracciénContinuada (4£);
(b) sea [cg,c1,...,¢y) la lista de convergentes; y

(c) dése como resultado la lista de denominadores, de los convergentes, que sean menores que 7.

Habiendo obtenido divisores de érdenes, se puede proceder a obtener los 6rdenes de manera similar a como
se bosquejé en el procedimiento OrdenPotencia2, mas en este caso hay que llevar un recuento de las varias
posibilidades de divisores que arroja el procedimiento DivisorOrden descrito arriba.
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