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Resumen

El presente pretende ser un curso introductorio a la Mecdnica Cudntica, en general, desde un enfoque
puramente matemdtico y quiere, en tltima instancia, servir de apoyo a estudiantes de Cémputo Cuantico
interesados en conocer sus fundamentos fisicos.

Por el momento, sélo consta de un primer capitulo donde se presenta las bases de la geometria diferencial
necesaria para presentar posteriormente la teoria general de la relatividad.

El curso pues esta en estado de permanente construccion y se ird anadiendo sus diversas partes gradual-
mente.



Capitulo 1

Geometria Diferencial y Relatividad

Seguiremos aqui la presentacién de Carroll [1].

1.1 Transformaciones de Lorentz

El espacio-tiempo es el espacio real de 4 dimensiones, R*. Si x = (zg, 21, 72, 73) € R*, diremos que las tres
primeras coordenadas son espaciales y la cuarta x3 =t es temporal. Ahi consideramos la forma cuadrética
G. : R* — R* dada por la matriz

1 00 O
01 0 O
—d; 21 —
G.=diag[l 1 1 )= 001 0 (1.1)
00 0 —c
con ¢ € R™ (usualmente c es la velocidad de la luz). Se tiene pues:
Vx € R*: Go(x) =xTGex.
Ahora bien: 1
G.(x) <0 < g (x5 +a7+23) < <= v?* <
3
donde )
1 ) )
v? = — (Ig + 22 + x%) = —”(IO l“12 z2)| (1.2)
T3 t
Asf el espacio R* queda dividido en tres conjuntos:
G, = {xeRYai+a2?+23<c?3
GY = {xeR* 23+2}+23%=c%3} (1.3)

Q
+
|

{x € RY 2% + 2% + 23 > ?2%

llamadas respectivamente de puntos temporales, luminicos y espaciales.

Con fines de normalizacién, consideremos ¢ = 1 y G = G;. La pareja (R*, G) se dice ser el espacio de
Minkowski. Sea Qg : R* x R* = R, (x,y) — Qg(x,y) = (x —y)TGe(x — y).

Para un punto z € R*, la traslacion T, : x — x — z, es tal que Qg (T, (x), Tx(y)) = Qc(x,y), es decir, es
una isometria. Para una transformacioén lineal L : R* — R* se tendra

[vx,y € R*: Qa(L(x),L(y)) = Qa(x, y)] = L'GL =G.

Sea L = {L € R**| LTGL = G}. Claramente, £ es un subgrupo del grupo multiplicativo (R**%,.) de
matrices de orden 4 x 4, y se llama grupo de transformaciones de Lorentz. Al escribir una matriz L € R**4



como L = ( Lf et ), se tiene
bie it

LT ¢, Id. O L. 4,
vor = (i) (o )0 )
_ (LeT lie >< L, ley >
B 4ty 0, —ly
_ <LZLe—eteez; Lzeet—ett&e)

- (TL, — 0,0 1Tt — 03

por tanto L € L si y sélo si se cumplen las condiciones siguientes:

LTL. -t .01, = 1d.
LIl = lyplye (1.4)

Lt — 02, = —1
En particular, valen las relaciones (1.4) si ey = £ = [0 0 0]7, [y] = 1y L. € O(3) es una matriz
unitaria de orden 3 x 3. Tenemos asi que el grupo O(3) se identifica con un subgrupo del grupo de Lorentz
mediante el monomorfismo u : L, +— < gf (1) > Si se considera el grupo especial SO(3) que consta de

las transformaciones unitarias que preservan orientacién, es decir aquellas con determinante 1, su imagen
1(SO(3)) es el grupo especial de Lorentz. De hecho, es usual escribir (0O(3)) = O(3,1) y u(SO(3)) =
SO(3,1).

Por ejemplo, una rotacion

0 0
coss  sens
—sens coss

0 0

L =

oS oo
_ o O O

con s € [—m, 7], es un elemento de SO(3,1).
Como otro ejemplo, una rotacién espacio-temporal (llamada en inglés boost (empugjdn)) es de la forma

1 0 0 0
0 1 0 0
Ls = 0 0 coshs —senhs (1.5)

0 0 —senhs coshs

con s € R. La transformaciéon Ly satisface las relaciones (1.4), por lo que estd en el grupo de Lorentz.
Dado un sistema de referencia con coordenadas x = (zg,z1,%2,t), sea (ug,u1,us, ty) = u = Lg(x) el
vector de coordenadas de un nuevo sistema al aplicar Ls. Se tiene que cuando uy = 0, se ha de tener
zocoshs —tsenh s =0, o sea

To senh s

V= — =
t cosh s

= tanh s por lo cual s = tanh™! v.

de donde, en general se tendra

x9 — vt ; t —vxs (16)
Uy = ——— , by = —. .
? Vv1—0? V1—02?

Las relaciones (1.6) determinan el estrechamiento de la distancia y la dilatacidn del tiempo. El eje uy (en
el espacio imagen) es Us = {(ug, u1,uz,t,) € R* ug = uy =t, = 0} y el eje t,, es T, = {(ug,u1,us2,t,) €
R*| up = u; = uz = 0}. Sus imdgenes inversas bajo la rotacién espacio-temporal son respectivamente

LY (Us) = {(wo,71,72,t) ERY 29 =21 =0 & 9 = ttanh s}

L;NT,) = {(zo,z1,22,t) €ERY 29 =21 =0 & t = 25 tanh s}

[ (1))

de donde se ve que “tiempo” y “distancia” en el marco “x” se intercambian en el marco “u”. Ahora bien

v=tanhs — +1yv=tanhs — -1,

s——+o0 §— —00

asi que al “acercarse a la velocidad de la luz”, L;1(Us) y L }(T,) tienden a las rectas zo = +t, similarmente,
en el marco “u”, Us y T, tienden a las rectas us = +t,,.



1.2 Marcos de referencia

Sea E = (ej)izo una base de R*. Naturalmente, ¥x € R* Jlzg, z1, 22,23 € R: x = Z?:o zje;, la cuarteta
x = (wg, 1,22, 73)T se dice ser de coordenadas del punto x respecto a la base E (es evidente que cometemos
un abuso de notacién al denotar de igual manera al punto x y a la cuarteta x).

La base E es ortonormal respecto a la métrica de Minkowski G = (gij)i,je[[o,?,]] si ETGE = G, es decir
Vi, j € [0, 3]: e;?FGej = gi;. Por ejemplo, la base canénica es ortonormal respecto a G.

Dada otra base F = (fi)?zo, sea u = (ug, u1,uz,u3)” la cuarteta de coordenadas del punto x respecto a
esta nueva base. Si hubiese una transformacién lineal L tal que u = Lx, es decir para cada i, u; = Z?:o Lijxy,

entonces 5 5
Zx]e] =X = Zulf = ZZ&]%J i = ijz&jfi,

i=0 j=0 j=0  i=0

y por tanto Vj € [0,3] : e; = Zi:o 4;;f;. Asi, si E'y F denotan también a las matrices cuyas columnas son
los correspondientes vectores basicos, se ha de tener E = F'L. Asi pues, en concordancia con la férmula de
cambio de bases:

E=FL < [vxeR': u=Lx] (2.1)

Por tanto, si L es una transformacién de Lorentz, y E es ortonormal respecto a GG, se tiene
FTGF = (ELY'GEL™ = (LHT(ET"GE)L' =L HYT'GaL ' =G

(pues L~ es de Lorentz). Por tanto F' también ha de ser ortonormal.

Recordamos que el espacio dual (R*)* consta de todas las funcionales lineales R* — R y es en sf isomorfo
a R* mismo. Si F = (ej)?:o es una base de R* la base dual E* = (e;‘)g’zo de (R*)* queda determinada por
las relaciones

Vi,j €[0,3]: (e]lej) =i, (2.2)
y en consecuencia vale la implicacién siguiente:
3 3
vy = Zyie;‘ e ®RYHY, x= ijej R = (y*|x) = Zylxl (2.3)
i=0 §=0

Sea E* la matriz cuyas columnas son los funcionales e} de la base dual de E. Entonces, de acuerdo con (2.2),
E* = (E~HT. Por tanto, si F = (fi)fzo es otra base y L es la matriz de cambio de base segin (2.1), se ha
de tener
Er=F(LH & [Vy* e®RY*: v= (Lfl)Ty] . (2.4)

donde y es la cuarteta de componentes del funcional y* respecto a la base dual E* y v es la cuarteta de
componentes de y* respecto a F'*.

En resumen, si L es una transformacién de Lorentz en el espacio-tiempo, entonces (L~1)T es la corres-
pondiente transformacién de Lorentz en el espacio dual.

Por ejemplo, sea E = (ej) o la base canénica de R*. Vista como matriz, F coincide con la matriz

identidad Idy4 de orden 4 x 4. La base dual E* = (e ;‘);‘.5:0 de (R*)* consiste de las funciones proyecciones:

Vi€ [0,3]: e :z— (e]|z) = 2.

Sea f: R* — R una funcién diferenciable. Para cada punto x € R* la derivada f'(x) = (0;f(x )) _o €s un
punto de R%. De hecho f/(x) = Z?ZO(ij(X)) e;. La diferencial df (x) de f en x es la transformacién lineal
cuya matriz es la derivada f’(x):

3

df(x) : 2= df (x)(2) = f'(x)"2 =Y (0 f(x))z,

=0

es una funcional lineal, vale decir, es un elemento del dual (R*)*. Asf pues, df (x) = Z?:o (0;f(x)) ef € (R*)*.
Sea L € £ una transformacién de Lorentz invertible y sea F' = L~!. La matriz F' determina pues una base



de R* y el cambio de base estd dado por la relacién (2.1). La base dual E* es también la canénica y la
dual de F es F* = LT (segtin (2.4)) y asi, la diferencial se representa respecto a ésta mediante la cuarteta

(LY ().

1.3 Tensores
Sean k, ¢ € Z* dos enteros positivos. Una (k, £)-forma multilineal es una transformacién
T: (RH)* x R - R

tal que para cada i € [0,k + ¢ — 1], fijos los k + ¢ — 1 argumentos Zo, ..., 2Z;—1,%i41, - - -, Zk+¢—1, la aplicacién
seccional z; — T(2zq, ..., 2%i—1,%i, Zi+1,- - -, Zp+o—1) €8 lineal.

Una (k, ¢)-forma multilineal se dice ser también un (k, ¢)-tensor y la pareja (k,£) el orden del tensor.

De manera natural, un escalar se identifica con un (0,0)-tensor, r : nil + 7, un vector en R* con un
(1,0)-tensor, x : y* — (y*|x), y una funcional lineal con un (0, 1)-tensor, y* : x — (y*|x).

Sea 7*:9) 1a coleccién de (k, £)-tensores. Evidentemente, T (0 es un espacio vectorial real.

Para dos tensores cualesquiera T', S, de 6rdenes respectivos (ko, o), (k1,¢1), su producto tensorial T ® S
es el (ko + k1, Lo + ¢1)-tensor

. * * * * .
T® S (yO’ s 7yk0717yk05 s ay1g0+k1717X07' s Xpg—15 Xy e - 7X50+€1—1) =
* * . * * .
T(}’oa s Ykg—13 %05 - - axéofl) S(yk07 s Yotk —1 Xegs - - - 7XZ0+Z171)

(k£

Se ve entonces que una base de 7' estd constituida por los (k, £)-tensores

—_— . DY . * DRI *
eji = €, ® Kej | €, ® Y €1

con (j;i) € [0,3]* x [0, 3]*, por lo que la dimensién de 7% es 4¥+¢, De hecho para todo T € T*:0):

* * . _
T=3 T(€ € i€ reip) e =y Tii e, (3.1)
i i

y de esta expresiéon puede verse que vale también

T(Y5, - s ¥ie1i%0s s %e-1) = O Thii Y00+~ Yjy (k1) Tio0 " Tiy_y (6-1) (3:2)
i

Los coeficientes Tj;; son las componentes de la (k, £)-forma multilineal T' respecto a la base (ej;;);;. De manera
puramente ideal, el (k, £)-tensor T' puede ser visto como la matriz, de dimensién (k +€), (Tj;);;-

Si L es una transformacién de Lorentz y F' = L™! es la nueva base determinada por el cambio L, entonces
las componentes de T respecto a la base F' son

Tyw = Gogy Gy, bioig ieriy_, T (3.3)
Jsi
donde L = Mij]i,je[[o,sﬂ y (L7HT = V;‘kj]i,je[[o,s]]'
Evidentemente, si 1 < {y Xg,...,X¢,—1 € R* estan fijos entonces la forma seccional
(Vs V15X =153 Xeg—1) = T(YGs ooy VE—15X0s -« X0—1)
esun (k,£—/;)-tensor. Similarmente, si by <keyg,...,y5, 1 € (R*)* estan fijos entonces la forma seccional
(Fhys - Yho13 %05 -5 Xe-1) = T(¥g, -+ Vi 15 %0, -+ Xe-1)

es un (k — kq, ¢)-tensor.
Como ejemplos de tensores estan los siguientes:



Productos escalares Todo (0,2)-tensor se dice ser un producto escalary, respecto a una base fija, queda
determinado por una matriz T € R**4.

Norma de Minkowski Naturalmente, la matriz M = diag[l 1 1 — 1] definida por (1.1) es un producto
escalar.

Inversa de Minkowski La matriz M !, que de hecho coincide con M, determina un (2, 0)-tensor, llamado
inverso de M.

Producto interno Un (1,1)-tensor queda determinado por la matriz identidad Id, = diag[l 1 1 1]
(y*,x) — Z?:o y;xi, es el producto interno usual, con el Teorema de Representacién de Riesz de por
medio.

Tensor de Levi-Civita Sea LC = [Eijkz]ijkleﬂo 3] € R4X4X4X47 donde Eijke = 0 si a]gunos dos de los
indices i, j, k, £ coinciden o bien es el signo de la permutacién ijk¢ en otro caso. Entonces LC determina
un (0, 4)-tensor, llamado de Levi- Civitd.

De manera méas general para una lista de k-indices i = (ig,...,4k—1) sea &g = 0 si i no es una per-
mutacién y sea e; = sgn(i) en otro caso; y para una pareja de listas de indices (j;i) € [0,3]*** sea
€j;i = €j€i. Entonces LCyp = [Ejéi](j-i)e[[o g]h+e determina un (k, ¢)-tensor, llamado también de Levi-
Civitd.

Intensidad de campo electromagnético Para 6 valores reales 1,¢2,¢3, 01, 32,03 € R sea

0 B3 =B &
Ja —03 0 B e
B2 —ph1 0 e3

—&1 —E&9 —E3 0
F' es una matriz antisimétrica y define un (0, 4)-tensor.
Un operador que actiia sobre tensores es el siguiente.
Contraccién 70 — 71D Sean k) < ky £, < £. Paraj € [0,3]*' vy j € [0,3] sea ¢, (j, ) €

[0,3]* el arreglo que se obtiene de insertar j en la posicién k; dentro de j. Fija una base de R*, para un
(k,€)-tensor T' € T al representarlo como T' = (ﬂ;i)(j;i)e[[073ﬂkx[[0’3]]g se define

4
V(j;i) € [0,3]" " x [0,3] "+ Sy = ZTml(j,L);ml(i,Ly (3.4)
=0

S = B¢, (T) es la contraccion de T respecto a los indices ki/4;.

Sea T € T un (k, £)-tensor y sean ko, k; dos indices distintos en el intervalo [0, k—1]. Paraj € [0, 3]*~2
¥y jo, 71 € [0,3] sea ¢ryr, (j, jo, 71) € [0, 3]* el arreglo que se obtiene de insertar jo y ji en las posiciones kg
v k1, respectivamente, dentro de j.

T es simétrico respecto a kg, k1 si las entradas de T' no cambian al intercambiar los indices en las posiciones
k‘o y k‘li

Vje [[07 3}]]672’]-0’]'1 € [[0’ 3]]7i € [[07 3H£ : T¢k0k1(jvj0:j1)§i = T¢k0k1 (J,91,50);1

Similarmente, dados £, ¢; € [0,£ — 1], T es simétrico respecto a £y, {1 si:
. . —2 . .
vj € [o, 3]]k’ ie[o,3] 25 io, 41 € [0,3] : Tj;(ﬁeozl (i,i0,41) = TJ’;Wozl (i,i1,30)"

T es antisimétrico, o alternante, respecto a ko, k1 si las entradas de T' cambian de signo al intercambiar
los indices en las posiciones ko y k1:

Vj e [[073]]k_27j0aj1 €[0,3],ie [[073]]£ : T¢k0k1(j7j0,j1)§i = _T¢k0k1(j7j1-,j0);i'



Similarmente, T es alternante respecto a g, {1 si:

Vje [[0’3]]k’i € [[053]]@_277’.072'1 € [[073]] : 1};¢2021(i7i07i1) = _Ti;c/)eozl(i’il,io)'
T es simétrico (a secas) si es simétrico respecto a cualquier par de indices y es alternante si lo es respecto a
cualquier par de indices.

M y su inversa, al estar dados por matrices diagonales, son simétricos. Los tensores de Levi-Civita y
de intensidad de campo electromagnético son alternantes. El producto interno, al ser un (1, 1)-tensor, es
simétrico y alternante a la vez, por mera vacuidad.

Para un conjunto K de k; indices en [0,k — 1], una ki-ada (jo, - . . ,jk,—1) € [0,3]¥* y una (k — k1)-ada
j €[0,3]F % sea ¢ (3; (jo, - - -, Jr,—1)) la k-ada obtenida al colocar (intercalar) cada indice j, en la posicién
k, dentro de j.

Sea T € T % un (k, £)-tensor arbitrario. La simetrizacion y la antisimetrizacion de T se definen haciendo
para cada j € [0,3]*7*1, (jo,...,jk,) € [0,3]% e i€ [0,3]%

) 1
T;;(m(j;(jo,...,jkl,l));i = ?1' Z T¢K(j;(jo(0)7~--ajo-(k171)));i
.O'ESlcl
1
1t _
TaK(j?(j07~v-vjk171))§i - k71| Z Sgn(o) T¢K(j;(jo(0)7“'7ja(k171)));i
.UESkl

donde Sy, es el grupo de permutaciones de k;-indices. Se tiene pues que T5™ y T?!* son, respectivamente,
simétrica y alternante respecto a parejas de indices en K. Procedimientos similares de simetrizacién y
antisimetrizacién valen cuando se considera el segundo bloque de argumentos i y se deja fijo el primero j.

1.4 Formas diferenciales

Sea n € Z% un entero positivo. R™ es un espacio vectorial real de dimensién n. Los tensores en R™
se construyen como en la seccién 1.3 sustituyendo R* por R™ y las dimensiones 4 y 3 por n y n — 1
respectivamente.

Una k-forma diferencial es un (0, k)-tensor alternante. Sea A¥(R™) la coleccién de k-formas diferenciales
sobre R". Entonces puede verse que A*(R™) es un espacio vectorial real y una base de él es (er) g0, 170
donde

I= {Z‘(),...,’L'kfl} — e =€, ---Qe;, ,.

Por tanto dim (A*(R")) = (}).

Si T es una k-forma diferencial y S es una ¢-forma diferencial entonces el producto exterior T A S es el
antisimetrizador del producto tensorial T'® S y es una (k + ¢)-forma diferencial.

Especificamente, si I € [0,n — 1]](k) es un conjunto de k indices y J € [0,n — 1]](4) es uno de ¢, entonces
definimos p(I,J) = 0si INJ = 0 o bien como el signo de la permutacién I * J en otro caso. Pues
bien, si T = ZIG[[O,nflﬂ(k’) Trery S = ZKG[[O,n—l]]“) Sje; entonces T'A S = ZKG[[O,nfl]](k“f) Ukex donde
Uk = juj—x P, J)T1S ;. Resulta entonces:

T e AFRY) , Se A R") = TAS=(-1FSAT.

Un vector es propiamente una 1-forma diferencial. Por esto, las k-formas diferenciales se dicen ser k-vectores.
Viendo al operador “derivada” como un vector abstracto [Jy ... 0,_1]7, dada una k-forma diferencial
T= Zle[[o ne1j Trer, su derivada exterior es la (k + 1)-forma diferencial

dT = Z Z p({i}, 1) 0iTreriy- (4.1)

i€[0,n—1] I€[0,n—1]*)

Si las componentes 77 son de clase C?, entonces cualesquiera que sean 4,5, 8;0;Tr = 8;0;T; y, debido a la
alternancia, se ha de tener ddT = 0. Es decir, d* = 0.



Una k-forma T se dice ser cerrada si dT = 0y ezxacta si existe una (k —1)-forma S tal que T' = dS. Como
d? = 0, toda forma exacta es cerrada. Sea C*(R") el espacio vectorial de k-formas cerradas y sea B (R") el
de k-formas exactas. El cociente H*(R") = C*¥(R™)/B*(R") se dice ser de la k-ésima cohomologia de Rham.

El operador “estrella” de Hodge es una aplicacién que transforma k-tensores en (n — k)-formas. Para un
k-tensor 1" se define

. ek sgn(M)
Ve [o,n— 1" S == S el
jelo,n—1]*
donde j;; es el simbolo de Levi-Civitd, y entonces se hace (xT') = (Si);ejo,n—1jen—n -
Si T es una k-forma diferencial y consideramos a (*¥1') como una (n — k)-forma diferencial se tiene

M
VI € [0,n—1]"" : (T = Sgn}il ) (16, DTy
Se tiene que para toda k-forma diferencial 7" se cumple
*xx T = (—1)*"=Fsgn(det M) T. (4.2)

Si T y S son formas diferenciales de érdenes respectivos k y n — k, entonces T'A S es una n-forma diferencial
y, en consecuencia (7' A S) es una 0-forma diferencial, o sea es una constante.

Para n = 3 la funcién (7,5) — %(T A S) definida sobre las 1-formas diferenciales, es decir sobre los
vectores, coincide propiamente con el producto vectorial o cruz de los vectores.

Ejemplo: Ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell. Sean B, E,J : R?> — R3 campos vectori-
ales magnético, eléctrico, y de corriente, respectivamente y sea p : R® — R el campo escalar de densidad de
carga. Las ecuaciones de Mazwell son

VxB—-0FE = 4nJ VxE+0B = 0

V-E = Admp V-B = 0 (4.3)

donde V = [0, 9, 0.]T. Asi, Vx, V- son los operadores rotacional y divergencia respectivamente. Como
acordamos desde un principio usemos (zg,z1,z2) = (z,y,2) para nombrar a las coordenadas espaciales y
r3 =t a la temporal.

Al hacer F; = [£iji]; e (0.1.2) S€ tiene V x B = [VTF,B]

e V=1[0 01 0, 05T,
e B= [bo bl bg O]T,

) . Ampliemos I T m
ie{0.1,2) pliemos los vectores como

o F = [O‘ijkf]i,j,k,ée{o,l,Q,S}7 donde ke = €5k si 4,7,k € {0,1,2} ¥ ayjke = 0 en otro caso, por tanto
V x B se expresa como un tensor (V, B) — F(V,B),
e E=[eg e1 ey 0],
e se tiene VI[0 0 0 1]=0; y VI[1 1 1 0] =0, + 9, + 0. es el operador divergencia V-,
o J=[jo j1 j2 P,
y en consecuencia las dos ecuaciones a la izquierda de (4.3) se plantean como un sistema de la forma
Vi e [0,3] : G¥YV;B, E) = 4nJ; (4.4)
Similarmente las dos ecuaciones a la derecha de (4.3) como un sistema
Vi€ [0,3] : GY"(V;B,E) =0. (4.5)

Ahora bien, el sistema (4.5) puede plantearse como una ecuacién de la forma dG = 0 para un cierto
tensor G que, en consecuencia, ha de ser cerrado. En el espacio de Minkowski, todo tensor cerrado es exacto,
por tanto, ha de existir un tensor H tal que G = dH. El tensor H se llama potencia vectorial, en particular,
su componente temporal es la potencia escalar.

Las ecuaciones (4.4) pueden ser planteadas de la forma d(xG) = 4 (xJ).

Debido a (4.2), se tiene que las ecuaciones tensoriales son invariantes bajo las transformaciones T' — +T
y*xT +— —T.



1.5 Longitudes

Sean G, G, G las regiones temporal, luminica y espacial, respectivamente, definidas por las relaciones (1.3),
del espacio-tiempo R*.

Sea x : R — R* la parametrizacién de una curva I' de clase C'. Sea x’ la derivada de x, es decir, el
vector tangente a la curva x en cada punto. Se define el elemento de linea:

—x'()TGx'(t) six/(t)e G,
ds:tr ds(t) =
(X (t)TGx'(t) six/(t) e GOUGT.

Si la curva x estd en la region temporal G, su tiempo propio es T (t,to) = ftfo ds(t)dr € R, y si estd en la
luminica o espacial, su longitud es S(t,t9) = f:u ds(t)dr € R.

Supongamos en lo sucesivo que x es una curva en la region temporal G~ y que, fijo ty € R la funcién
t— T(t,to) es inyectiva. Sea 7 : R — R su funcién inversa: [u =T (¢,to) = 7(u) =t] y T(7(u),to) = u. Por
la Regla de la Cadena:

I () = (‘Z(t))l - —(x/(t))TGx’(t))17 con t = 7(u).

En consecuencia, también por la Regla de la Cadena:

d(xoT) Yl d—Tu _ 1 <
2 ) =) 1) = ), 5

El vector u(u) = 47)

du
x(t). Por (5.1) resulta

(u) se dice ser la velocidad tangencial de una particula que se mueve con posicién

(u(u))TGu(u) = —1, (5.2)

asi que la velocidad tangencial estd propiamente normalizada.

Si la particula en movimiento tiene masa m, entonces el vector energia-momento es p = mu (omitimos
aqui el argumento u), donde la energia es propiamente la coordenada temporal, y por tanto e = m12, que
corresponde a la famosa ecuacién de Einstein e = mc?, pues hemos considerado ¢ = 1 en este contexto. En
una situacién en reposo, la velocidad tangencial es u = [0 0 0 1]7. Supongamos que la curva x es el eje
z, parametrizada a una velocidad v. Aplicando una transformaciéon de Lorentz L,, que sea una rotacién
espacio-temporal de la forma (1.5), se ha de tener

7 !

L,p=1[0 0 s(v)vm s(v)m]*, con s(v) = Wit

Ahora
ds 1 d?s 1+ 202

— W)= ——— — (V) = ———=,
dv( ) (1—02)3 Y dv2( ) (1—0v2)3
por tanto, para velocidades pequenas, alrededor de v = 0, el desarrollo de Taylor hasta segundo orden es
s(v) =14+ %vz + 0(v?), y en consecuencia la energfa en el marco transformado es e ~ m + %vzm, o sea la
suma de la energia en reposo mas la energia cinética.
En la mecanica de Newton, se tiene f = ma = fl—lt’. El andlogo relativista es
d*(xoT) _dp
du?  du

f=m (w),
o sea, la fuerza (propiamente la gravedad) es una distorsién del espacio-tiempo.

Considerando campos electromagnéticos, la fuerza queda dada por una expresién f = g(E+v x B), donde
q es la carga de la particula sujeta a los campos. De manera similar a como se hizo al final de la seccién
anterior se puede obtener una expresién f = [¢F;u], , donde cada Fj es un tensor.



1.6 Variedades diferenciables

Sea M un espacio topoldgico separado. Un mapa es una pareja (U, ¢) donde U C M es un conjunto abierto
no-vacio y ¢ : U — R™ es un homeomorfismo U — ¢(U) C R™, del cual se dice que determina un sistemas
de coordenadas en U. Un atlas es una coleccién de mapas U = {(Ua, @a)} o4 con las propiededes siguientes:

® {Ua}yea s un recubrimiento de M: M C J,c 4 Ua-

e Los mapas son compatibles en intersecciones:

Va,€A: |UsNUsg#0 = ¢a O(b,gl 203 (UaNUg) = ¢o (Us NUg) es un homeomorﬁsmo} )

Si los homomorfismos son de clase C*, el atlas se dice de clase C*.

La pareja (M,U), donde U es un atlas maximal de clase C* se dice ser una C*-variedad (diferenciable de
orden k), de dimensién n.

Aunque los mapas determinan inclusiones locales en R"™, se tiene:

Teorema 1.6.1 (de inmersién (Whitney)) Toda C*-variedad de dimension n se puede incluir (conti-
nuamente) en R?".

Como ejemplos de variedades estan las siguientes:
El espacio euclidiano R" es una C'*°-variedad de dimensién n.

Esfera S" = {x € R""!| |x|| = 1} (los hemisferios determinan mapas, o bien las proyecciones estereo-
graficas suprimiendo “polos”).

Toro T™ =R"/Z™ (los mapas son relativos a la topologia cociente).

Superficies de Riemann de diverso género Asf como el toro bidimensional 72 tiene un hoyo (es una
dona) una superficie de Riemann de género g es una superficie con g hoyos.

Grupos de Lie Sea U(R",R") el grupo de automorfismos lineales R" — R™. Entonces U(R",R™) es un
espacio topoldgico, de hecho metrizable con la norma espectral, por ejemplo, y es ademds un grupo.
Un grupo de Lie es un grupo topoldgico dotado de una estructura de variedad.

Productos de variedades Si M, y M; son variedades, su producto My x M; puede ser dotado de una
estructura de variedad.

Una funcién f : M — R es de clase C* si para cada punto p € M y mapa (U, ) que contenga a p, se
tiene que fo @~ : R” — R es de clase C* en una vecindad abierta de ¢~!(p). Sea C*(M) la coleccién de
funciones M — R de clase C*. Claramente, C*(M) es un espacio vectorial real.

En cada punto p € M, supongamos que v : R — M es una curva en M tal que pasa por p, digamos
¥(to) = p. Consideremos la transformacién 9. - (p) : C*(M) — R definida como

P 0t () = D(f o5 00 (D47 ). (6.1

Puede verse que 9, - (p) es independiente de ¢ y es lineal sobre C*(M), asf pues, es un funcional lineal y es
un elemento del espacio dual C*(M)*. Esta transformacion es la derivada direccional en p seqiin la curva 7.
Sea T}, C C*(M)* la coleccién de derivadas direccionales sobre curvas que pasen por p € M. La familia T
es un espacio vectorial real y se llama espacio tangente a M en p € M.

Escribiendo ¢ = (20, ...,2,—1), usando la regla de la cadena, se tiene de la expresién (6.1):
n—1 n—1
0-f () =Y 0, (fo 6™ )(B(p)) ($07) (to) = 04(p) Ou, f(p) (6.2)
§=0 §=0



asi pues, la derivada direccional en p se expresa como una combinacién lineal de las derivadas parciales
(0, f (p));:O1 . Se tiene pues que la coleccién de funcionales (8, - (p))?:_o1 es una base de T}, llamada de
coordenadas, y por tanto T}, es de dimensién n.

Ahora bien, si se cambia de coordenadas en el mapa, digamos a ¥ = (yo, ..., Yn—1), entonces por (6.2):

n—1
Vie[0,n—1]: 0y, f(p) =Y 0yx;(p) O, f(p)-
=0

n—1

En consecuencia para todo f* € T),: Z?:_Ol bi Oy, - (p) = [*=>_ig aj Ox; - (p) siy solo si:

n—1 n—1 n—1
S hidy ) = Db Y 0yi(p) 0, (D)
1=0 i=0 j=0

n—1 n—1

I
g
<
<
&
.

S
N——
&
S

Se ha de tener entonces a = J,b, donde J, = [0y, 2;(P)]y<; j<,,_, s la llamada matriz jacobiana del cambio
del sistema de coordenadas. Por el Teorema de la Funcién Inversa:

b= Jp_la donde Jp_1 = [&iji(p)]ogi,jgnq (6.3)

El espacio cotangente en el punto p € M es el dual T} del espacio tangente T),.
Por ejemplo, si f € C*(M) es una funcién, el funcional

df 20y - (p) = df(9y - (p) = 0, f(p)

es un elemento del espacio cotangente T,. df se dice ser el gradiente de f en p.
Si (U, ¢ = (zg,...,%n—1)) €8 un mapa en p, entonces

Vi, j € [0,n—1]: dzi(9s, - (p)) = Oz, 7:(p) = 045,

por tanto (dxi)?;ol es la base de T dual de la base de coordenadas (9, - (p));:()1 de T,.
Los vectores tangentes son (0, 1)-tensores y los funcionales son (1,0)-tensores. En general el espacio de

los (k,¢)-tensores tiene como base

{0,050

Tig—1

® d$io®"'®dxig,l} .
j€lo,n—1]k ie[0,n—1]*

Por tanto, todo (k, £)-tensor puede escribirse de la forma

T= Z Tiai awjo ®...®8$jk—l ® dl‘i0®---®d$i£71.
jelo,n—1]*%,ie[0,n—1]*
Si se cambia de coordenadas en el mapa, digamos a ¥ = (yo,...,yn—1), entonces respecto a las bases
(s, - (p))j;ol, (O, - (p))?;ol y a sus duales (dz;)!—, (dy;)!"—,, el cambio de coordenadas del (k, £)-tensor se
hace segin (6.3), (2.1), (2.4) v (3.3).
Sea G = [gi]; ; c[0,n—1] Una matriz simétrica no-singular. G determina un (0, 2)-tensor
n—1
To =Y gij do; @ da; = (dg)" G dg, (6.4)
4,5=0

el cual se dice ser una métrica. La raiz cuadrada de éste es el elemento de superficie: ds = \/|Tc]|.
Si se tiene un nuevo sistema de coordenadas ¥ = (yo,...,yn—1) en un punto p € M, de acuerdo con las
férmulas de cambio de variables,
Te = ()" (J, 1)TGJ, " dy. (6.5)
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Por ejemplo, para n = 3, la matriz G = Id;s determina el elemento de superficie

ds = \/daco ® drg +dzy ® dry; + dze ® das.
Al hacer el cambio a coordenadas esféricas:
o = YosSenyy Cosyz , T2 = YpsSenyisenys , T2 = Yo COSY1

(yo es el radio, y1 es el dngulo cenital e yo es el dngulo azimutal), se tiene que el elemento de superficie se
expresa como

ds = \/dyo ® dyo + y2 dyr @ dy1 + y3(senyr)? dys @ dys.

Las matrices semiunitarias (reales) son aquellas con valores propios +1, 0, —1. Al ser diagonalizadas adquieren
la forma G = diag[+1 --- +1 —1 --- —1 0 --- 0] (lamada forma canénica). Si s es la multiplicidad
de +1 y t la de —1, entonces s — t es la signatura 'y s+t el rango de G. Sit = 0, G se dice ser euclidiana
o positiva. La matriz es pues una métrica si su rango es n. Una métrica euclidiana es positiva definida. Si
t =1 (es decir la multiplicidad de —1 es 1), la métrica se dice ser lorentziana. En relatividad, en particular
en el espacio-tiempo, las métricas lorentzianas son de gran relevancia. (R™,G), donde G es una métrica
euclidiana, se dice ser el espacio plano. (R™,G), donde G es una métrica lorentziana, se dice ser un espacio
curvo.

Sea M una C*-variedad diferenciable de dimensién n. Sea G : M — R™ ™ un campo que a cada punto
p € M le asocia una métrica en el espacio tangente 7,,. Puede verse que en cada punto p € M existe un
sistema de coordenadas ¢, = (zo,...,Zn—1) tal que G(p) queda en forma canédnica, las primeras derivadas
0¢gi; (p) se anulan todas pero las segundas derivadas g, ¢, gi; (p) no se anulan todas. Tal sistema ¢,, se dice ser
un sistema riemanniano normal o bien un marco local lorentziano. La existencia de sistemas riemannianos
normales se prueba considerando las férmulas de cambios de base, expansiones de Taylor y cambios de
orientacién mediante el tensor de Levi-Civitd [2].

Precisamente al considerar el tensor de Levi-Civitd (€i);co ,—1» (€1 = sgn(i) si i es una permutacién y
g; = 0 en otro caso) se tiene que cualquiera que sea la matriz A € R™*"™:

Vie[0,n—1]": e;det(A) Z €5 H Wiy -

JESK =
En particular, si se tiene un nuevo sistema de coordenadas ) = (yo,...,yn—1) €n un punto p € M se tiene
Vie[0,n—1]": e;det(J Z £j H Dy, Tj,-
JESH =

Por tanto
Vie [0,n—1]": (det(J Z €j H Oy, T, = det(J, Z £j H Ay, Ty (6.6)
jeSn JjeSnH

es decir, el tensor de Levi-Civitd se afecta por un factor (det(J,))~! con el cambio de base.
Ahora bien, si G es una métrica, de acuerdo con la relacién (6.5), se tiene

)
det G' = det ((J,; )" GJ, ") = (det Jp) "> det G,

donde G’ es la matriz que representa a la métrica respecto al nuevo sistema de coordenadas.

1.7 Derivadas covariantes

Sea T8 la coleccién de (k, £)-tensores. La derivada covariante es una aplicacién V : 76 — 7641 de
manera que
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sea aditiva V(T'+S)=VT +VS,y

cumpla la regla de Leibniz V(T ® S) =

Por ejemplo, para (k,{) =

(0,1
n—1

PRy

=0

(i

V(u)

Para cada i € [0,n —

De hecho, de (7.2

V(dx;)(zjr, xr)

Asi pues,

Vi, j.k € [o,

y éstos se llaman coeficientes de conexion

; i
Cijk =L = {jk

conexion. Al sustituir (7.2) en

1], V(dz;) es un “bifuncional”

(VT)® S+T & (VS).

. . —1
), los (0, 1)-tensores son funcionales. Siu = )_." " u; dz; entonces:

- n—1
dz;) = Z Vu;) dz; + Z u; V(dz; (7.1)
i=0 i=0

. Expresémoslo como

n—1ln—1

= Z Z Ci ik dl‘j ® drg.

=0 k=0

(7.2)

), para dos indices j/, k" € [0,n — 1]:

n—1ln—1

Z Z Cijk dz; @ deg(zjr, zh)
=0 k=0

n—1n—1

SO cigrdaj(zye) dag(aw)
j=0 k=0

n—1ln—1

Z Z Ci,jk 6jj’5kk’

7=0 k=0
Ci, k! -

(7.3)

(En muchos textos se les suele denotar como

n—1]: ¢ 5 = V(dz;)(z;, zx),
o de Christoffel.

.) Al (1,2)-tensor cuyas componentes son los coeficientes de Christoffel se le llama de

(7.1), se obtiene

n—1n—1
V(u) = Z (Vu;) d:vlJrZuZ Zcmkdz]@)dzk

1=0 7=0 k=0
n—1n— n—1n—-1 /n—-1

= ZZ dx]®dxl+zz<2uq]k> dz; ® dog
=0 j=0 7=0 k=0
n—1ln—1 —1n—-1 1

= ZZ jdr; ® dz; + Z (Z UL CE ”> dz; ® dz;
=0 j=0 i=0 j=0 \k=0
n—1ln—1 n—1

= j+Zukck7ij‘| dIZ®de
i=0 j=0 k=0

(en la tercera igualdad hemos hecho varios renombramientos de {ndices).

tiene como arreglo de componentes a
Con =

Para cada i € [0,n — 1] definamos el (0,1)

-5

Por tanto, el (0,2)-tensor V(u)

n—1
u; + Z ukck,ij] (7.4)
k=0 0<i,j<n—1
-tensor
— n—1
[8inj + Z ukck’ij] dx;. (7.5)
=0 k=0
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De manera un poco mas general, para £ > 1 e i€ [0,n — 1]¢ sea dz; = dz;, ® --- ® dx;,_,. Si se expresa
n—1
V(o) = Y > ey, doy @ day, (7.6)
je[0,n—1]¢ je=0

entonces para cualquier 7 € 79 donde T = Zje[[07n_1ﬂg u; dzj, el arreglo de componentes de V1 es

C(O,Z) = |u;+ Z UkCk j,jo . (7.7)
ke[0,n—1]¢ Gioje)€[0,n—1]¢ X [0,n—1]

Para cada i € [0,n — 1]¢ definamos el (0, 1)-tensor

n—1

Vi(u) = Z 8xi’u,j + Z UkCk,ij dl‘j. (7.8)

j=0 ke[0,n—1]¢
Supongamos ahora que J, = [0y,2;(p)]<; j<,_; s la matriz jacobiana de un cambio de coordenadas a
¥ = (Yo,-..,Yn—1). Consideremos, para aligerar la notacién, £ = 1. De manera similar a (6.4), V(u) =

(d¢)TC0,1)de, y como en (6.5), ( ) = (d)" (I, 1) Co,1yJ, *dip. Por tanto, necesariamente
Clo) = (Jp_l)TC(O,l)Jp_17 (7.9)

donde Céo 1) €8 el arreglo de componentes de V(u) respecto al sistema de coordenadas 1, lo cual concuerda
también con la relacién de cambio de variables (3.3). De manera equivalente, (7.9) se escribe,

n—1ln—1
Vi',j € [0,n = 1] uj + Z Ups Chrgrjr = Z Z@ (yi) (u] + Zukck ”> e, (Y1)
=0 j=0
1.8 Transporte paralelo
Sea T una curva en una C*-variedad M y sea v : R — M una parametrizacién de I'. Sea ¢ = (z0,...,Zn_1)

un sistema de coordenadas en un mapa en M que contenga a la curva I'. Entonces ¥ = ¢ovy: R — R" es una
curva en R™. Sea T': M — R una funcién diferenciable. Esta funcién puede identificarse con T : R” — R,
tal que T =T o ¢.

T es de transporte paralelo a I si sus curvas de nivel son paralelas a I'. Es decir, si ocurre que orT = 0.
Asi pues, se ha de tener Vt € R:

- )
0= BFT Z 7] (t)
=0
donde ¥ = (70, .- -,Vn_1)- La derivada covariante se define como el operador:
n—1 ,
DF:ZDF(’VJ)VjZTl—)DF(T) donde DF tHZaT,? ’7‘]()
=0

En particular si T € 7*9 es un (k, 0)-tensor, T es de transporte paralelo si

n—1

Vie[o,n—1]%i€0,n—1]": 0= (Dr(T));; = > (Dr(w,) Vi, D) - (8.1)
1¢=0
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Siu= Z:‘L:_Ol u; dz; es un vector, la ecuacion de transporte paralelo (8.1) queda, atendiendo (7.5):

0 = X_:DF(%)V@(U)
i=0

n—1 n—1 n—1
= ZDF(%‘) Z laxiuj + Zukck,ij] dx;
=0 7=0 k=0
n—1 [n—1 n—1ln—1
= > [Z Dr(yi) Ot + > Y ukck,iij(%)] da;
j=0 Li=0 i=0 k=0
y por tanto
n—1 n—1
Vj e [[0, n — 1]] : DF(’LLj) + Z U Z Ck,ijDF('Yi) =0. (82)
k=0 i=0

Ahora, supongamos que la curva I' sea compatible con el tensor de métrica G = (g,;) es decir

i,j€[0,n—1]°
n—1

0=Dr(G) =Y _ Dr(w)ViG.
=0

. -1 -1 , .
Entonces, siu= > 1" u;dz; y v = Z?:o v; dz; son dos vectores de transporte paralelo segin I', se tiene

Dr(u” Gv) = (Dr(u)" Gv+u” (Dr(@)v+ul G(Dr(v)) =0+0+0=0,

o sea, el producto escalar (u,v) — u? Gv (y cualquier otra nocién geométrica asociada a él) es de transporte
paralelo a T'.

Supongamos ahora que u: I' — |J . T, es un campo de vectores que satisfagan la ecuacién de transporte

pel’
paralelo (8.2). Supongamos asimismo que fijo ¢y € R existe un campo de matrices P, : R — R™*™ tal que

VieR: u(t) = P, (t)u(to) (8.3)

por lo que el campo P, se llama propagador de paralelismo. Observando (8.2) definamos

Vi, ke [0,n—1]: ajx(t) = — z_: ck,i Dr (i) (u(t)).
i=0

Entonces (8.2) se replantea como (Dr(u))(t) = A(t) u(t). O sea
Dr(Fy, )(t) = A(t) Py, (1), (8.4)

la cual se conoce como ecuacidn de Dyson 'y es similar a la de onda de Schridinger. Equivalentemente

P, (t) =1d, + t A(T) Py (1) dr. (8.5)

to

La ecuacién integral (8.5) tiene solucién de la forma

Py (t) = B(t) exp ( /t t A(t) dT> . (8.6)

Asi pues, (8.3) y (8.6) dan un vector de transporte paralelo a T
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®(du+dv)

Figura 1.1: Transporte paralelo en un paralelogramo.

1.9 Geodésicas

Una linea recta en el espacio euclidiano es tal que cualquier vector tangente en ella se transporta de manera
paralela en ella. Generalizando esta propiedad se define: Sea I' una curva en una CF-variedad M, con
parametrizaciéon v : R — M. Se dice que 7 es una geodésica si su vector tangente a I', o sea su derivada
covariante respecto a I', satisface la ecuacién de transporte paralelo (8.2), que renombrando indices queda:

n—1

Vk € [0,n—1]: DE(w) + > cijeDr(v)Dr(y;) =0. (9.1)
,7=0

llamada ésta la ecuacion geodésica. Puede verse que si v es una geodésica, lo serd también cualquier
parametrizacién de la forma ¢ — v(at +b), con a € R — {0}, b € R.

Las geodésicas pueden ser utilizadas para poner en correspondencia al espacio tangente 7}, en un punto
p € M con una vecindad de p. En efecto, dado u € T, sea v : R — M una solucién de la ecuacién
geodésica (9.1) que cumpla con la condicién inicial Dr(y)(0) = u. Entonces se define ®(u) = v(1). La
aplicacién ® : T, — M estd bien definida y realiza a dom(®) como una vecindad ®(dom(®)) de p. Los
puntos en T, que no estén en dom(®) son singularidades.

De manera similar a la ecuacién geodésica (9.1), un vector de Killing es un elemento v tal que

Z (ij + Vj’Ui) =0.

,j€[0,n—1]

Para un tal vector, a lo largo de una geodésica - se ha de tener que (Dr(v)|v) = Z;:Ol Dr(v;)v; es constante.

1.10 Curvatura

Sea M una C*-variedad y sea p € M un punto en ella. Sea ® la aplicacién descrita al final de la seccién
anterior que identifica al espacio tangente 7}, con una vecindad de p. Dados dos vectores u,v € T},, consi-
deremos el “paralelogramo” con aristas paralelas a los vectores u, v, cuyas longitudes estdn dadas por una
razén ¢, y hagamos que un vector z se transporte de manera paralela a lo largo de su perimetro en un sentido
antihorario (véase la figura 1.1)

Cuando 6 — 0, la posicién final del vector z se puede poner como un vector, es decir un (1, 0)-tensor,
cuyas componentes son propiamente (0, 3)-tensores, es decir

Zfin = R(z,du,dv) = Z T4 jke 25 duy dvg dx;. (10.1)
4,5,k £€[0,n—1]
Como el transporte es paralelo debe satisfacerse la ecuacién de transporte paralelo (8.2), y por tanto

n—1
Vi gk, € [0,n =11 7 gk = Vicio — Vicini+ Y [0y kg — CiutiCiki] - (10.2)
j1=0
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El (1,3)-tensor (¢;z,u,v) — R(¢;z,u,v) cuyas componentes estdn dadas por (10.2) se llama el tensor
de Riemann. De (10.2) se ve inmediatamente que el tensor R es alternante respecto a sus dos iltimos
argumentos: R(¢;z,u,v) = —R(¢;z,v,u) (en la figura 1.1 se ve que intercambiar esos argumentos es
equivalente a intercambiar el sentido del recorrido en el perimetro del paralelogramo). Si R es idénticamente
cero, entonces la variedad M se dice ser plana.

El tensor de torsidn es de orden (2,1) y tiene como componentes

V’i,j, ke [[O,TL — 1]] U Tijk = Cijk — Cjik- (103)

Por otro lado, puede verse que las derivadas covariantes pueden dejar de ser conmutativas: ViV, # Vi V.
De hecho, puede verse que el conmutador de tales derivadas esta dado por el tensor de Riemann y el de torsion:

n—1 n—1
Yu e Ty, Vi, k, 0 : (ViVe—ViVi)u; = [Vi, Vi]u; = Z T4 jkels — Z Tht,jy V gy Ui (10.4)
j=0 Jj1=0

El tensor de Riemann también puede presentarse como un (0, 4)-tensor definiendo como nuevas componentes

n—1
Vi, g, k, £ € [0,n = 1]+ Tijpe = Z Giiy Tiy jke (10.5)

i1=0

donde G = (g45), <ij<n—1 €S el tensor que define la métrica. Puede verse que valen las siguientes relaciones
de simetria y alternancia:

Tijkt = Theij = —Tijtk = —Tjike

Vi gk le0,n—1]: ¢ - ~ (10.6)
Tijke + Tikej + Tigje =0

Calculando las derivadas covariantes de las componentes del tensor de Riemann se comprueba que valen las

identidades de Bianchi:

Vi7j, k7£7m S [[O,n — 1]] : eri’jkg + Vkri,jgm + vz""i,jmk =0 (10.7)

(obsérvese que se aplica una rotacién a los tres tltimos indices k, £, m). Las identidades de Bianchi son muy
similares a las identidades de Jacobi:

[[vﬂw vkL vf] + [[vk:7 VZL vm} + [[Vz, vm]7 Vk] =0

donde [V, Vi] = Vi Vi — Vi Vi, es el conmutador de las derivadas covariantes.
El tensor de Ricci es el (0,2)-tensor con componentes

n—1

V],E S [[O,TL — 1]] DS = ZTZ‘JM. (108)
1=0

Asf pues, de acuerdo con la relacién (3.4) el tensor de Ricci es la contraccién del de Riemann respecto a los
indices 7 y k. Por las relaciones de simetria y alternancia (10.6) se tiene

Vil € [0,n—1]: sj0 = s¢5.

Por las mismas relaciones (10.6), cualquier otra contraccién del de Riemann o bien se anula o bien coincide
con el tensor de Ricci salvo por un signo. Por tanto, el de Ricci es esencialmente la tinica contraccion del de
Riemann.

. _1 _ —

S1G™ = (9i) o<yt
entonces el escalar de Ricci es s = 22:01 Z?;Ol Gje8je- La curvatura de la variedad estd definida como este
escalar.

Al realizar una doble contraccién a las identidades de Bianchi (10.7) se tiene Vk € [0,n — 1]:

es la inversa de la matriz G de componentes del tensor que define la métrica,

0= > TimTie VmTigre + Virijom + Verigmel = > Visie—Vis+ > Vs
4,J,£,me[0,n—1] i€[0,n—1] j€[0,n—1]
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O sea

1
> Visi = 5 Vis. (10.9)
i€[0,n—1]
El (0,2)-tensor E con componentes
, 1 _
Vi,k e [0,n—1]: e = sik — 359k

se llama tensor de Einstein. Claramente, las identidades contraidas de Bianchi (10.9) son equivalentes a

Z Vieik =0.

i€[0,n—1]

Ejemplo: La esfera S? En R3 consideremos la esfera S? de radio a € RT,
S2 = {x € R?| 2f + 2 + 23 = a®}.

Una parametrizacién de la esfera esta dada por las coordenadas esféricas en términos de los dngulos cenital
y azimutal
xrog =asenbycosfy, , xy =asenfpsenf; , xo = acosby.

52 es pues una O*®-variedad de dimensién n = 2. El elemento de superficie, o métrica, satisface:

(d8)2 = az((dQO)Q + sen 20(]((191)2) = [dgo d91] aQ 0 d00 = [d00 dgl]G d90

0 CL2 sen 290 d91 d91
Atendiendo a las relaciones (7.3) se tiene, por ejemplo, c1190 = —senfgcosfy y co11 = c101 = cotfy. Por
tanto, de la relacién (10.2) se ha de tener

1
ro,100 = Vociio — Vicoo + Z [coji0€115, — €1510C015,]
j1=0
= (sen?@y — cos®f) — 0+ [0 — 0] 4+ [0 — (—sen B cos By cot b)]

= sen26p.

Entonces, de (10.5), Fo101 = gooTo101 + go171101 = @ sen 26y. De hecho todas las componentes del tensor de

Riemann o bien se anulan, o bien coinciden con rg101 (salvo un signo). El tensor de Ricci, tiene componentes,
de acuerdo con (10.8),
1 0
§= { 0 senZ6, } :

Por tanto, el escalar de Ricci es s = Z;:o Z;:O GjeSjt = %, y es positivo y constante en la esfera. Esto da

cuenta, precisamente, de la regularidad de la esfera. O

1.11 Conmutadores y desviaciones geodésicas

Sea v € R* un vector de welocidad y sea p € R* uno de momento. Entonces, la energia estd dada como
e = —v - p. Consideremos el (2,0)-tensor h = G~ + v ® v con componentes h;; = g;; +vivj. Al considerar
Sl (0, 2)-tensor h con componentes h;; = 22%:0 grigejhie, se tiene Z?:o hijuvi =0 = Z?:o hijv;. Por tanto
hy h tienen como arreglo de componentes a diag[l 1 1 0]. Se tendra entonces p = ev + Gh(p), y ésta es

una descomposicién del momento p como una suma de una componente paralela a v y otra ortogonal a v.
3 . s . .
Sea F = (ej)j:O la base canénica de R*, que es ortonormal respecto a la métrica de Minkowski G =

Gii): : . Sea F = (£,)%_ otra base ortonormal respecto a G tal que el cuarto vector f3 coincida con
1/4,5€[0,3] 3)j=0

el cuarto de la base canénica (0,0,0,1). Entonces £ Gf; = —1 y los primeros tres vectores constituyen
una base ortonormal en el espacio de tres dimensiones. La base F' es una cuarteta de observador. Sea

17



¢ = (w9, 21,22, 73) el sistema de coordenadas respecto a la base E. Entonces ¥x € R*: x = Z?:o z;e;. En
consecuencia, el elemento de longitud es dx = Z?:o dzjej, y el de superficie es tal que (ds)? = (dz)T Gdx =
ijzo gij dz;dzj. De acuerdo con la férmula de cambio de bases (2.1), si E = FL entonces ¥x € R*,

u = Lx donde u son las coordenadas respecto a F. El producto escalar (xg,x1) — (Xo|x1) = x2 Gx; es
independiente de las coordenadas: ul Gu; = x} LT GLx; = x} Gx;.
Generalizando la relacién (10.4), para dos vectores u,v € T, definamos

[Vu, V] = (VuVy — ViVy)
o equivalentemente, utilizando (7.5),
[Vu, Vi] = Z (uZ ol — v, aiuj) dz; = Vu(v) — Vy(u) + Z (i jk — Cjik)uivj dog. (11.1)
i,j€[0,3] i,5,k€[0,3]
De aqui se sigue que respecto a vectores en la base candnica, los conmutadores se anulan:
i#j,u=¢e ,v=e; = [V, V=0,

pero respecto a cualquier otra base ortonormal F":

i#j,u=f, v=1f;, = [V, V= Z Wijk ATy,
ke[0,3]

donde
VLj, ke IIO,?)]] D Wik = Z Eii1€jj1 ((“)ilﬁkjl — 8j1€;m-1)
i17j1€[[073]]
y L = (L), jelo,3) € la matriz de cambio de base, E' = F'L.
De manera similar a (11.1), se define

[u,v] = Z (u; O v — v; Ou) . (11.2)

i€[0,3]

Viendo en cada punto p € M al tensor de torsién, definido por (10.3), como una aplicacién T : T, x T, — T,
entonces se ha de tener
T(u,v) = Vyv — Vyu—[u,v] (11.3)

y el tensor de Riemann visto como una aplicacién R : T, x T}, x T}, — T}, queda:
R(u,v,w) = VuVyw = V VW — Vi | W. (11.4)

Sea M una C*-variedad de dimensién n, con sistema de coordenadas ¢ = x = (x¢,...,Tn_1), y Sea
(7s)ser una familia de geodésicas tales que

e 1o se cruzan: [so # 1 = Yt €R: 7, (t) # 75, ()], ¥y
e la transformacién v : R? — M, (s,t) — 7(s,t) = 7s(t) es diferenciable.

La imagen de v es naturalmente una variedad de dimensién 2 y los pardmetros s y ¢ forman propiamente
un sistema de coordenadas en ella. Se tiene que t = 0;x es el campo de vectores tangentes y s = 0sx el
de wvectores de desviacion. La velocidad relativa de las geodésicas se define como v = Z?;(} Oix; Vis y la
aceleracion relativa de las geodésicas como a = Z?;Ol Owx; Viv = Z?;:lo O0yxi0yx ViV 8.

Por un lado, al ser t y s ortonormales, [t,s] = 0. Supongamos que la torsién de t y s es nula. De (11.3)
se tiene Vs = Vst. Entonces:

a = Vv

= Vt (VtS)
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= Vt < 6S£Ei Vﬂ])
=0

n—1
= Z (Vt(asxz) Vit + 0sx; Vt(Vlt))
=0

—1 n—1
= Z 8S(Vtxl) Vit + Z 0sx; VZ(Vtt)
=0 =0
n—1

= ) 0u(Vewi) Vit + Vs Vit
=0
n—1

= ) 0:(Ver:) Vit + (VeVa + [Vs, Vi) £
=0

n—1

= Y 0s(Vemi) Vit + Ve Vst + R(s, t,t)
=0

= R(s,t,t)

pues, en efecto, ViVt = — Z?;ol 0s(Viz;) Vit (hay que aplicar la Regla de Leibniz para comprobarlo),
donde R es el tensor de Riemann. La ecuacion de desviacion geodésica es pues

a= R(s,t,t) (11.5)

y asevera que la aceleracion es proporcional a la curvatura del espacio.

1.12 Ecuaciones estructurales

Sea p € M un punto en la variedad, y sea G una métrica en el espacio tangente T,,. En éste, consideraremos
la base dada por las derivadas direccionales D = (9;) ie[o,n—1] ¥ e el cotangente T la base dada por las

diferenciales D* = (da;); e[0,n—1]> que es la base dual de la base de derivadas direccionales considerada en
T,. Se tiene que la base D en T, es ortonormal en el sentido de que

Vi,j € [0,n—1] : (9i|9;)¢ = gij>

donde (-|)5 : (u,v) — uTGv. Sea E = (€i);e[0,n—17 Otra base de T),. Expresemos a los elementos de la base
inicial en términos de los de la nueva: 9; = >,y ,_1] €ij€i- Por la ortonormalidad de D:

V’i,j S [[O,TL — 1]] G = <81‘8]>G
= < Yo emienl Y €k1jek1>
ko€[0,n—1] k1€[0,n—1] a

= Z Z ChoiCkij (€kol€ky ) -

koE[O,nfl]] k1€[[0,n71]]
Por tanto, si denotamos por €; al vector columna de componentes e;; de J; respecto a la base E se tiene
Vi,j € [0,n—1]: g;j = &l H&; (12.1)

donde
H = ((erol€k1) )i pr 0,17 -

Por la relacién (12.1) se dice que H es el tensor raiz cuadrada de la métrica G.
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Sea E = [&) --- &,_1] la matriz cuyas columnas son los vectores columna &;. Sea ahora E* =
(€});c[o,n—17 1a base de T, dual de la base E. Entonces

Vi,j € [0,n—1]: (ejle;) = d;;

por tanto la matriz Ex = (Eij)i,jeﬂo,n—l]] que expresa a la base D* en términos de E* es tal que Ex=E-1.
Si un vector u € T, se expresa por los vectores columna X e y respecto a las bases D y E respectivamente,
se tiene y = EX, en concordancia con (2.1). SiT € T™Y es un tensor, entonces sus componentes se cambian,
respecto a las bases iniciales y a las nuevas, similarmente a (3.3).
De manera general se puede suponer que los cambios de base estan dados por transformaciones de Lorentz,
E=1L,osea LTGL =G.

Sea T un (2,2)-tensor. Supongamos que el arreglo de componentes (T}, ke) lo representa

i,4,k,£€[0,n—1]
respecto a la base D* ® E* @ D ® E (es pues un tensor representado en una base mixta). Al representarlo

respecto a B* @ D* ® E ® D, las componentes se transforman, segin (3.3), como:

Tyjrwe = E €iri €505 Op, Yk Oy, o Tij ke (12.2)
1,5,k,¢

Ahora bien, si u = Z?:_Ol u;j 0j es un vector en T),, de manera similar a (7.4) y (7.5), su derivada covariante
es el (1,1)-tensor

n—1n—1
V(u) = Z (Vzuj) dx; ® 8j
i=0 j=0
n—1ln—1 n—1
= 8iuj + Z ukck,ij] dz; ® 6j
i=0 j=0 k=0
o
= [dl’o e dl’n_l] M :
an—l
= (dx)" M 8, (12.3)
donde M = [Mij]i,j,k‘e[[o,n—l]] con
n—1
Wij = 8iuj + Z U Ck,ij = 61‘Uj + Cz;»ll. (124)
k=0

Sea (wi,jk); jke[0n—1] el arreglo de componentes del tensor de conexién respecto a la base D* @ E ® E. Sea
v el vector columna que representa a u € T), respecto a la base E. Al hacer el cambio de bases, resulta
v = Fu, y (12.4) queda:

n—1 n—1
130 = Dy,vj + wiv = By, (Z ejkuk> +whEu =" ((0y,ejr)ur + ejr(0y,ur)) + wi; Eu. (12.5)
k=0 k=0
Como E = E~'8y el andlogo a (12.3) queda:
v(u) — (dX)T M™Wo B — (dX)T MRvo Eflax (126)

donde M™° = [uzyo]i,j,ke[[om—lﬂ' Comparando (12.6) con (12.3) se tiene M = M™° E~!, y al com-

parar (12.5) con (12.4) se obtiene

n—1 n—1
Cijk = E ( €4, Ojei, i + E eiilekkle,i1k1>7 (12.7)

i1=0 k1=0
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0 equivalentemente
n—1 n—1
wijk = Y |~k Oi€iji + D €k Chjs Chyviy | - (12.8)
71=0 k1=0

Se tiene de aqui que vale el postulado de la cuarteta (debido a que fue planteado inicialmente en un espacio-
tiempo de dimensién 4):
Vi,j,k € [[0,71 — ].]] : Viejk = 0.

Si se pasa a una segunda base E’, al componer (12.8) (yendo de la base E’ a D) con (12.7) (yendo de la base

D a FE) se tiene que el arreglo (w: ik de componentes del tensor de conexioén respecto a la base
5] 4,5,k€[0,n—1]
D* ® E' ® E' queda
n—1 n—1
! p— p—
Wik == D Cuk O+ ) €5 Bk Wik (12.9)
i1=0 Jj1,k1=0

Por otro lado, si A es un (1,1)-tensor y el arreglo de coeficientes (a;, ;) lo representa respecto a

i,j€l0,n—1]
una base E* @ E, entonces sus derivadas covariantes quedan expresadas como

n—1
Vi, j, k € [[O,n — 1]] : Vi(aj,k) = (’“)iamk + Z [wi’ﬂae’k — wi’zkaj’g] (12.10)
£=0
El (1,1)-tensor A puede ser visto como una funcién lineal:
T, —» THO | x i A(x) donde A(x) : y* > A(y*;x). (12.11)

Como 710 ~ T, mediante una identificacién natural, se tiene que (12.11) determina de hecho una aplicacién
lineal T}, — T}, una 1-forma vectorial. También A puede ser visto como la aplicacién lineal:

T, — 7O | y* s A(y*) donde A(y*) : x — A(y*;x), (12.12)

y ésta es de hecho una aplicacién lineal T,y — T}, una 1-forma funcional o covectorial.
Similamente, si A = (aijkl)@j,k,ee[[o,n—l]] es un arreglo que representa a un (3, 1)-tensor A respecto a una
base D* ® D* ® E* ® E entonces éste determina una transformacion lineal

A (T = TOY | (ys,y7) v Alys.yi) donde A(ys,y1) : v3 — Alyp,yi.y3i%). (12.13)

Sea A € T un (1,1)-tensor representado en la base D* @ E por el arreglo A = (ajk)j,keﬂo,nfl]] y
vedmoslo como una 1-forma vectorial segin (12.11). Su derivada exterior, un (2,1)-tensor, deberia tener
componentes

Vi, j, k € [[0,77, — 1]] : (dA)ij’k = aiajk — @-aik.
Por razones de homogeneidad en los tensores involucrados, consideremos para cada k € [0,n — 1] el (2,0)-
tensor By, = (dA)r +wi A A, con wy, = (w; i5) De manera similar a (12.10), sus componentes han

i,5€[0,n—1]"
de ser )
Vi, j € [[O,n - 1]] : bij,k = 8iajk — 8jaik + Z [wi’kgaj’g — wj,kgai’g] . (12.14)
=0

En particular, cuando A = E estd dado por la matriz de cambio de base, By ha de coincidir con el tensor
de torsion T4 = (7j,x); jefo,n—1) definido por (10.3):
T = (dB); + wi, A E. (12.15)

Y si A = wy entonces By va a coincidir con el tensor de Riemann cuyas componentes estan definidas
por (10.2):
Ry = (dwy)y + wi A wy. (12.16)

Las relaciones (12.15) y (12.17) se llaman ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan.
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También de (12.14) puede obtenerse las relaciones siguientes:

dre +wpe AT¢ = Rpe A E (12.17)
dRis +wip AN Ry — Ry ANwy = 0 (12.18)

la dltima de las cuales es una generalizacién de las identidades de Bianchi (10.7).
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