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Resumen

Estas notas pretenden ser un recordatorio de conceptos fundamentales de Geometria Algebraica y
ser también las de un curso introductorio a la Geometria Algebraica. La presente revisién ha de dar
un panorama del tema enumerando sus nociones y resultados de mayor relevancia. Las demostraciones
formales fueron omitidas y se las refiere a la bibliografia al final de estas notas.
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1 Preliminares

1.1 Resultantes

Seguiremos aqui la presentacién en [1].
Sea C el campo de los nimeros complejos y sean

P(X)=)Y aX", QX)=> bX eClX] (1)
i=0 j=0
dos polinomios de grados m y n respectivamente. Sea Mp(x) q(x) € Clrtm)x(m+n) 13 matriz con entrada
general m;;, i,j € [0,m +n — 1], donde
Mmij =19 bn(i—jan) sin<j<nt+m-1&j-—n<i<jy
en cualquier otro caso

es decir, si se define

[ am 0 0 0 T
Am—1 G, 0 - 0
Um—2 Am—-1 Qm " 0
Mp(x)n= | @0 a1 o am e Kimtn)xn
0 Am—1
0 0 0 Lo
L0 0 0 - a |

entonces Mp(xy,q(x) = [MP(X),,Z MQ(X)’,,J . El resultante de P(X) y Q(X) es
ReS(P(X),Q(X)) = det MP(X),Q(X) e C. (2)
Proposicion 1.1 Las siguientes propiedades son verdaderas:

Conmutatividad signada. Res(P(X),Q(X)) = (—1)""Res(Q(X), P(X)).



En términos de las raices. Si xq,...,Tm—1 son las raices de P(X) y yo,...,Yn—1 son las de Q(X)
entonces

m—1 n—1
Res(P(X), Q(X)) = ambn (@i — ;) = am [] Qi) = (=1)""by [[ P(wj)-
; i=0 J=0

Forma polinomial entera. Res(P(X),Q(X)) estd dado mediante un polinomio de coeficientes enteros
respecto a los coeficientes de P(X) y Q(X).

Factor comin. Res(P(X),Q(X)) =0 cuando y sdlo cuando P(X) y Q(X) poseen un factor comin no-
trivial en K[X].

Eliminacion. Res(P(X),Q(X)), visto como un polinomio constante, es una combinacion lineal de P(X) y
Q(X) con coeficientes en C[X] dados como polinomios de coeficientes enteros respecto a los coeficientes

de P(X) y Q(X).

Otra caracterizacién del resultante es la siguiente: Para un polinomio P(X) € C[X] sea C[X]/(P(X))
su anillo de residuos. Sea hg(x) : C[X]/(P(X)) — C[X]/(P(X)) la homotecia [R(X)] — [Q(X) R(X)].
Entonces:

Res(P(X), Q(X)) = am det(hq(x))- (3)
Ahora, sean
Fp(X,Y)=> a; XY™ | Fo(X,Y)=)Y bX/Y" 7 €C[X,Y] (4)
i=0 j=0

dos polinomios homogéneos en C[X,Y]. Si P(X) y Q(X) estan definidos como en (1), entonces se tiene

X X
FoX,Y)=Y"P (%) | Fox,v)=v"Q (=), (5)
Y Y
por lo que se dice que Fp(X,Y) y Fo(X,Y) se obtienen por homogenizacion a partir de P(X) y Q(X)
mediante (5). En este caso, se define

ReS(Fp(X, Y), FQ(X7 Y)) = Res(P(X), Q(X)) = det MP(X),Q(X) (6)
(véase la ec. (5)). De acuerdo con la relaciéon nombrada “Factor comin” en la proposicién 1.1, se tiene:

Observacién 1.1 Res(Fp(X,Y), Fo(X,Y)) = 0 cuando y sdlo cuando el sistema de ecuaciones Fp(X,Y) =
0, Fo(X,Y) = 0 tiene soluciones no-triviales, es decir, en C — {(0,0)}.

Ahora, para cada n € N sea X,,41 = (Xo, -+, X,) una coleccién de n + 1 indeterminadas. Sea
(F;(Xpn41))i una coleccién de (n + 1) polinomios homogéneos en C[X,,41], cada uno F;(X,4+1) de grado
total, digamos, d;, escribamos F(Xn41) = Y ocs @ieX®, con [; = {e € [0,n]| Y7 ge; = di} y X°® =
| X;j. Consideremos el sistema de (n + 1) ecuaciones con (n + 1) incdgnitas:

Vi € [[O,n]] : Fi(Xn+1) =0 (7)

y veamos bajo cudles condiciones éste posee una solucién no-trivial x € C"*! — {0}.

Por supuesto, si Vi € [0,n], d; = 1, entonces la Regla de Cramer da condiciones para que el sistema (7)
posea soluciones no-triviales: det [aiv{j}]i,je[[o,n-i-l]] # 0.

Para cada i € [0,n] y cada e € I; remplacemos el coeficiente a;e por una indeterminada A; . y sea
A = U,epo,n{Aiel e € Ii}. Para un polinomio P(A) € Z[A] denotemos por P ((Fi(Xn41))ig)) el valor
que se obtiene mediante la sustitucién A; e = a;e, para todos i € [0,n] y e € I,;. Se dice, por todo esto, que
P(A) es un polinomio entero respecto a los coeficientos de los polinomios homogéneos (F;(X,41));,-

Proposicién 1.2 Fijo un vector de gradosd = (do, . .., d,) € (ZT)" ! existe un tinico polinomio Resq(A) €
Z[A] tal que:



o Si (Fi(Xy41))ig C C[Xy41] es una coleccion de polinomios homogéneos, cada uno de grado d;, en-
tonces el sistema (7) posee soluciones no-triviales cuando y sélo cuando Resq ((Fi(Xn41))ig)) = 0.

o SiVic[0,n], Fi(Xui1) = X%, entonces Resa (Fi(Xns1))ig)) = 1.
e Resq(A) es un polinomio irreducible ain cuando se le ve como uno en C[A].

El valor Resq ((F;(Xn41))iy)) se dice ser el resultante multipolinomial de los polinomios homogéneos
(Fi(Xn41))i_o- Se tiene:

e Paran =1, Resq(Fp(X,Y), F1(X,Y)) coincide con Res(Fo(X,Y), F1(X,Y)) definido por la ec. (6).

e Por la regla de Cramer, si d = (1,...,1) € (Z7)""! entonces Resq(A) = det [a; (;}]

i,j€[0,n+1]"
e Paran=2yd=(222) € (Z")3, considerando las formas cuadriticas
Fo(Xo, X1,X2) = aooXg + a1 X7 + aoe X3 + aos XoX1 + a0 X0 X2 + ags X1X2
Fi(Xo0,X1,X2) = a10X3 + a1 X7+ a12X3 + a13X0 X1 + a14 X0 Xa + a15X1 Xo
Fy(Xo, X1, X2) = asoXg + anX? + a2X3 + aXoX1 + a2 XoXa + a5 X1 Xo

el resultante tripolinomial Res s 2 2y(Fo(Xo, X1, X2), F1(Xo, X1, X2), F2(Xo, X1, X2)) posee 18 varia-
bles (los coeficientes a;j, (i,7) € [0,2] x [0,5]), grado 12 e involucra 21894 monomios. De hecho, al
considerar el jacobiano

OF;
0X;

J(X07X17X2)2d6t< )
(X0.X1,X2) / ; ie[0,2]

éste determina un polinomio homogéneo de grado 3, y en consecuencia sus derivadas parciales también
lo son, pero de grado 2. Al escribir

OF

TXZ(XO, X1,X3) = booX{ 4 bor X + bo2 X3 + bosXoX1 + boaXo X2 + bos X1.X2

OF;

ﬁ(xo, X1,X2) = bioXg+ b1 X7 4+ b12X5 4+ 13X X1 + 14 X0 X2 + b5 X1 Xo
1

OF, 2 2 2

TXQ(XO, X1,X2) = baoXy + 021 X7 + boo X5 + b23 X0 X1 + b2s Xo X + bas X1Xo

y hacer A = (aij)(i,j)e[[o,z]]xﬂo,s]]’ B= (bij)(i,j)e[[o,z]]x[[o,s]] se tendra:

_ A
Res(a,2,2)(Fo(Xo, X1, X2), F1 (Xo, X1, X2), Fo(Xo, X1, X2)) = —27 7 det { B ]
Enlistemos algunas propiedades de los resultantes multipolinomiales. Sean n € Z*, d = (do,...,d,) €
ZH) L={ec[0,n]| 3j_ge; =di}, Aj={Aiel e € Li} y A =Uicpo,n Ai-

Proposicién 1.3 Para cada i € [0,n], el polinomio Res; 4,(A;) = Resa (A) € (Z]A — A;]) [A;] es ho-
mogéneo de grado Hj# dj. En consecuencia, el grado total de Resq es Y Hj# d;.

Para una (n + 1)-ada (&,...,&;,...,&j, .., &) cualquiera definamos las siguientes operaciones:

e Para una transposicién 7 = (4,5) € S,+1 denotemos por

T(€07"'7£i7"'7§j7"'7£n):(50;-~-7€j7"'a§i7"'a5’n)

a la (n 4 1)-ada que resulta de intercambiar de posicién las entradas i y j.



e Para un indice ¢ y un valor n denotemos por

Tin(€0- -+ &is- - &n) = (€0y -5 M5 -+, &n)
a la (n 4 1)-ada que resulta de remplazar la entrada i-ésima por el valor 1.
Proposicion 1.4 Las siguientes aseveraciones son verdaderas:
o Vi,j:[i<j = Resa(Fo, - ,F,) = (=1)% " "Res,qa(r(Fp, -, F,))] .
o Si F; = FygF;1 es el producto de dos polinomios homogéneos de grados respectivos d;g y d;1 entonces

Resa(Fo, -+, Fi, -+, Fn) = Resy,, (a)(0im (Fo, -, Fn) - Reso,, () (0im, (Fo, -+, Fr).

Para un polinomio homogéneo F(X,,+1) € Cy4[X,,+1] de grado d se define los polinomios:
FOX,) = F(on0(Xnt1)) = F(Xo,..., Xn_1,0)
FY(X,) = F(on1(Xni1)) = F(Xoy--os Xn_1,1).

Es claro que FY(X,,) € C4[X,,] es homogéneo de grado d con una variable menos.
Un andlogo a la relacién (3) se enuncia como sigue:

Proposicién 1.5 Si Resq(Fo,---, Fn) # 0 entonces el cociente C[X,]/ ((F}(Xn))?:_ol), visto como un

espacio vectorial sobre C, es de dimension dy---dp_1 y

Resq(Fy, -, F,) = (11{65(6107___7%71)(Fol7 . Fl

n—1

))d" det hp: (Férmula de Poisson ),

donde hiy - C[Xa])/ ((F} (X)) ) = CIXa)/ ((FL (X)) s fa homotecia [P(X,)] = [F}(X) P(X,)]

1.2 Productos tensoriales

Seguiremos aquf la presentacién en [6].

1.2.1 Producto tensorial de mdédulos

Sean R un anillo y M, N dos R-médulos. Un R-médulo T, junto con una transformacién bilineal [ :
M x N — T, es un producto tensorial de M, N sobre R si satisface la siguiente Propiedad Universal del
Producto Tensorial:

Para cualquier R-médulo S, si 8 : M x N — S es una transformacién bilineal entonces existe un
tnico homomorfismo de R-médulos ¢ : T'— S tal que 8’ = ¢ o 3, es decir, que hace conmutativo
el diagrama

MxNZ—T (8)
\ r
p v
S
Una construccién directa consiste del R-médulo libre RM*N | con la base natural (e(r,y)) () EMX N reducido
por el submédulo L de RM*N generado por los elementos de las formas:
C(zota1,y) ~ C(wo.y) T C(z1y) o C(myoty) T C(myo) T C(wyr) 5 C(ray) T C(ary) 5 TC(zy) T C(ray)

con x,x9,71 € M, y,90,51 € Nyr € R. T = (RM*N)/L. La transformaciéon 3 es la composicién
de funciones (z,y) — e@y) — T(€(zy)) = [€(x,y)]- Se denota, usualmente, al producto tensorial como
H = M ®gr N (por lo general la transformacién 3 en general queda supuesta), y a los elementos en la
base canénica se les escribe e(; ) = €, ® ey, por lo que cualquier elemento de M ®r N se expresa como
Z(m,y)el T(z,y)€zx @ €y, con coeficientes r(, ,) € R en el anillo R, para un conjunto finito / C M x N.



Proposiciéon 1.6 Para cualquier R-mddulo M se tiene M @r R = M.

En efecto, consideremos la transformacion bilineal dada por el producto por escalares, §: M x R — M,
(z,7) — B(x,r) = rz. Si S es un R-médulo cualquiera y 8 : M x R — S es una transformacién bilineal,
entonces ¢ : z — ¢(z) = B(z, 1) es el tinico R-homomorfismo M — S tal que 8’ = ¢ o S.

2

Proposicion 1.7 FEl producto tensorial “es
lesquiera R-maodulos:

conmutativo, asociativo y distributivo. Es decir, para cua-

« M®z N =NogM,
¢ (LOrM)®r N =L®r(M®gN),
o (Pic; M) ®r N =8,;c; (M; @r N).

En efecto, estas relaciones se siguen de la propiedad universal (8).
Se dice que un complejo de R-médulos es una sucesién ((Mj, f;));c;, donde f; : M; — M;yq es un
homomorfismo de R-médulos, tal que Vi, fi11 o f; = 0. Tal complejo se escribe mas bien

- M; —>Mz+1fl—+1>Mz+2—>"'

y se dice que es exacto si img(f;) = ker(f;11).

Asi, se tiene que 0 — M I, N es exacta si y sélo si f es inyectiva y M SN — 0 lo es si y s6lo si
f es suprayectiva.

Proposicién 1.8 (Exactitud derecha del producto tensorial) Si se tiene una sucesion exacta
fo f1
MO — M1 — Mg —0
de R-modulos, entonces para cualquier R-mddulo N, es exacta la sucesion

Mo ®r N L% My @p N % My @ N — 0,
donde, para i = 0,1, fin es el homomorfismo que hace conmutativo al diagrama

i»id
Myx NI w N

ﬁil iBHl

M; ®r N 7 M1 ®r N
1N

1.2.2 Producto tensorial de algebras

Sea R un anillo. Una R-dlgebra es un anillo A junto con un homomorfismo de anillos o : R — A. En tal
caso, A es también un R-médulo con el producto por escalares (r, x) — «(r) .
Sean Ay, A; dos R-dlgebras. Una R-algebra B, junto con dos homomorfismos de R-algebras py : Ag — B,
1 : A1 — B, es un producto tensorial de Ag, A1 si satisface la siguiente Propiedad Universal del Producto
Tensorial:

Para cualquier R-algebra C', y para cualesquiera dos homomorfismos de R-algebras qp : A9 — C,
: Ay — C, existe un tnico homomorfismo de R-dlgebras ¢ : B — C tal que g9 = ¢opg y
ql = ¢ o p1, es decir, que hace conmutativo el diagrama

A04>B<;A1 (9)

RNV



Consideremos por un momento a las R-algebras Ag, A; como R-mdédulos. Sea B = Ag ®g A1 su producto
tensorial de médulos. La transformacion g : Agx 41 X Agx A1 — B, (ago, @10, @01, a11) — (@00 @01)®(a10 a11)
es multilineal, por lo cual puede factorizarse mediante una transformacién bilineal § : B @z B — B. Con
este producto, B es una R-dlgebra, y junto con las funciones py : Ag — Ag ®r A1 v p1: A1 — Ay Qg A1,
Do :To = To®1la, yp1 11— 1a, ®r1 que son homomorfismos de R-élgebras, cumple con la propiedad
universal (9). Asi pues, el producto tensorial de R-dlgebras es Ag @p A;.

2 Variedades algebraicas

Presentamos aqui los conceptos basicos de variedades algebraicas, siguiendo textos convencionales tales
como [2, 3, 5].

2.1 Variedades afines
2.1.1 Topologia de Zariski

Sea K un campo. Sean € Ny X = (Xi);:ol una coleccién de n indeterminadas. Sea K[X] el anillo de
polinomios de n variables. Sea ev,, : K[X] x K" — K la funcién de evaluacién, (P(X),x) — P(x). Para cada
polinomio P(X) € K[X] su conjunto de ceros es Z(P(X)) = {x € K"| P(x) = 0}, y para un conjunto de
polinomios P C K[X] se define Z(P) = "{Z(P(X))| P(X) € P}. Naturalmente, si Z(P) = (P) es el ideal
generado por P, entonces Z(Z(P)) = Z(P). Ya que K[X] es noetheriano, todo ideal es generado finitamente,
por tanto existe un conjunto finito de polinomios {Pj(X)}f;é tal que Z(P) = ﬂ?;ol Z(P;(X)).

Un conjunto A C K" es algebraico si existe un conjunto de polinomios P C K[X] tal que A = Z(P).

Observacion 2.1 La coleccion de conjuntos algebraicos en K™ es cerrada bajo las operaciones conjuntistas
y contiene a todo el espacio K™.

La topologia de Zariski de K™ es la que tiene como conjuntos abiertos a los complementos de conjuntos
algebraicos.

Por ejemplo, para n = 1, se tiene que todo ideal de K[X] es principal, por tanto todo conjunto algebraico
es el conjunto de raices de algin polinomio. La topologia de Zariski tiene como conjuntos abiertos a los
conjuntos cofinitos y al conjunto vacio. El espacio resultante no es de Hausdorff.

Un conjunto A C K" es irreducible si no se puede expresar como la unién de dos subconjuntos propios,
ambos cerrados en A.

Por ejemplo, para n = 1, K es irreducible.

Una wariedad afin algebraica, o de manera sencilla variedad afin, es un conjunto cerrado irreducible de
K". Un subconjunto abierto de una variedad afin es una casi-variedad afin.

Para un conjunto A C K", su ideal es T(A) = {P(X) e K[X]| Vx € A: P(x) = 0}.

Proposicion 2.1 Las siguientes aseveraciones son verdaderas:
o Py, P1 CK[X] & Po CP1 = Z(Py) D Z(P1).
o Ag, A1 CK" & Ag C A1 = I(Ao) DI(A).
o Ap, Ay CK" = T(AgU A1) =Z(Ag) NI(4y).

o [ CK[X] ideal = Z(Z(I)) =rad(I), donde rad(I) = {P(X) e K[X]| Im e N: P(X)™ € I} es el
radical de I.

e ACK" = Z(Z(A)) = A que es la cerradura de A.

Teorema 2.1 (Nullstellensatz de Hilbert) Sea K un campo algebraicamente cerrado e I < K[X] un
ideal. St P(X) € K[X] se anula en Z(I) entonces P(X) € rad(I).

Un ideal I es radical si I = rad(I).



Corolario 2.1 Eziste una correspondencia biyectiva entre los conjuntos algebraicos en K™ y los ideales
radicales de K[X].

Se sigue que K™ es irreducible pues corresponde al ideal nulo, que es primo.

Si P(X) € K[X] es irreducible, entonces I = Z(P(X)) es un ideal primo y por tanto Z(I) es irreducible.
Z(I) se dice ser la curva afin determinada por P(X), cuyo grado es el grado de P(X).

Un ideal maximal I < K[X] corresponde a un punto en K". Por tanto los ideales maximales son de la
forma I = (X; — ai)?;ol, con a = (ag,...,a,_1) € K"

Si A C K" es un conjunto afin algebraico, su anillo de coordenadas es K[A] = K[X]/Z(A).

Si A es una variedad afin, entonces K[A] es un dominio entero y es de hecho una K-algebra generada
finitamente. Reciprocamente, todo dominio entero que es una K-dlgebra generada finitamente es el anillo de
coordenadas de una variedad afin.

Observaciéon 2.2 Si Ay, A; C K™ son dos variedades afines y o : Ag — Ay es una funcién polinomial
entonces se puede definir la transformacion o* : K[A1] — K[Ap], mediante [Q(X)] — [P(X)] = [Q o o(X)],
la cual es de hecho un K-homomorfismo de dlgebras.

Lema 2.1 Se tiene que valen las relaciones siguientes:

e Un punto x € A en una variedad determina un ideal maximal My = {[P(X)] € K[A]| P(x) =0}, y
todos los ideales mazximales son de esta forma.

e Dos variedades afines son isomorfas si y solo si los correspondientes anillos de coordenadas son iso-
morfos, vistos éstos como K-dlgebras.

Sea Spec(K[A]) la coleccién de ideales maximales en el anillo de coordenadas K[A]. Se tiene por el primer
punto del lema anterior que A & Spec(K[A4]).

Cada elemento [P(X)] € K[A] del anillo de coordenadas determina una funcién P : A — K, por lo que
en lo sucesivo denotaremos a los elementos del anillo de coordenadas como si fuesen meras funciones.

Para una f € K[A] sea Ay = {x € A| f(x) # 0}. Entonces A; es un abierto en la topologia de Zariski.
Sea K(A) el campo de fracciones de K[A] y sea K[A]; = {%| g € K(A) & ¢ € N}. Se tiene también que
As ~ Spec(K[A]f). Esta construccion es del tipo de localizacion.

Un espacio topoldgico X se dice ser noetheriano si se satisface en él la condicidn de cadenas descendientes:
Toda cadena descendiente de conjuntos cerrados se estaciona a partir de un indice.

K™ es pues noetheriano con la topologia de Zariski.

Proposicién 2.2 Si el espacio topoldgico X es noetheriano todo conjunto cerrado no vacio Y puede expre-

la unién finita de conjunt dos irreducibles (Y;)"2), v = U2l y; inica bajo 1
sarse como la unidn finita de conjuntos cerrados irreducibles (Y;);_, Y = U;_ Y, que es dnica bajo la
condicion de que éstos no se contengan a pares: [jo # j1 = Yj, ¢ Y;,]. En tal caso, los conjuntos Y; se
dicen ser las componentes cerradas irreducibles de Y.

Corolario 2.2 Todo conjunto algebraico de K™ se expresa de manera dnica como una union de variedades
que no se contienen a pares.

La dimension de un espacio topoldgico es la longitud de cualquier cadena maximal creciente de conjuntos
cerrados irreducibles en el espacio. La dimension de una variedad es su dimensién vista como espacio
topoldgico.

En un anillo, la altura de un ideal primo I es el supremo de las longitudes de cadenas crecientes de ideales
primos distintos cuyo tltimo elemento es I. La dimension de Krull de un anillo es el supremo de las alturas
de sus ideales primos.

Proposicién 2.3 Si A es un conjunto algebraico afin entonces su dimension coincide con la dimension de
su anillo de coordenadas K[A].

Teorema 2.2 Sea K un campo, y sea R un dominio entero que es una K-dlgebra generada finitamente.
Entonces:



o La dimensidn de R es la de K[R].
e Para cualquier ideal primo I < R: altura(I) + dim(R/I) = dim R.

Se tiene dim K" = n.
Proposicién 2.4 Si A es una variedad cuasi-afin, entonces dim A = dim A.

Teorema 2.3 (Hauptidealsatz de Krull) Sea R un anillo noetheriano. Entonces todo ideal minimal
primo en él que contenga un elemento que ni es cero ni es una unidad tiene altura 1.

Proposicion 2.5 Un dominio entero noetheriano es un dominio de factorizacion unica si y solo si todo
ideal primo de altura 1 es principal.

Proposicién 2.6 Una variedad A en K" tiene dimension n—1 si y sélo si existe un polinomio no-constante
irreducible P(X) € K[X] tal que A = Z(P(X)).

2.1.2 Normalidad y localizacion

Sea R un dominio entero con campo de fracciones K. R es normal o cerrado por enteros si todo elemento
entero en K, es decir, raiz de un polinomio ménico en R[X], es un elemento de R. Una variedad afin
irreducible A es normal si su anillo de coordenadas K[A] lo es.

Si acaso A no fuese normal, su normalizacion A’ es una variedad que se construye como sigue: sea
K[A] = {f € K(A)| f es entero en K[A]} la cerradura por enteros de K[A] y sea A’ = Spec(K[A]"). Entonces
la inclusién K[A] C K[A]" = K[A'] corresponde a una inclusién A’ C A, la que se dice ser la funcidén de
normalizacion.

Sea A una variedad irreducible y x € K. El anillo local de A en x es Og x = {g € K(4)| g(x) # 0}. En
él, el conjunto M x = {f € Oax| f(x) =0} es un ideal maximal, y de hecho es el Gnico maximal ahi, por
lo que el anillo local es, en efecto, un anillo local.

El espacio tangente de Zariski de A en x es Ty (A) = Homg(Ma x/M? ., K), o sea el dual del cociente

MA,X/M,QL\,X-

Lema 2.2 Sea A C K" una variedad afin y x € A. Supongase que T(A) = <(P1(X));161> estd generado

por m polinomios en K[X]. Para cada i € [0,m — 1] sea dx(P;) = Z;L:_Ol Ox,; P;(x)X;. Entonces el espacio
tangente Tx(A) es isomorfo al subespacio de K™ determinado por las ecuaciones dx(P;) =0, i € [0,m — 1].
Se tendrd, en consecuencia, dim Tk (A) < n.

El punto x en A se dice ser suave o no-singular si dim Tyx(A) coincide con el méximo de las dimensiones
de las componentes irreducibles de A que contienen a x. Si no es suave, el punto x es singular. La variedad
A es suave si todo punto suyo lo es.

Proposicién 2.7 Toda variedad A afin irreducible es normal.

2.1.3 Producto de variedades afines

Sean Ay C K™ y A; € K™ dos variedades afines en sendos espacios. Ya que K™ ~ Spec(K[X,,]) v
K™ ~ Spec(K[X,,]), donde X,,, = (Xoj)?igl y Xy, = (le)?;gl son conjuntos de ng y n; indeterminadas,

se tiene Z(Ag) = <(P0i(XnO));ZJO_1> e Z(Ay) = <(P1i(Xn1));110_1> son ideales finitamente generados. Por

tanto el producto cartesiano Ag x A1 = Z ((POi(XnO))ZZJO_l U (Pli(an))Zo_l) C K"t eg una variedad.

Alternativamente, el producto Ay x A; puede caracterizarse mediante la siguiente Propiedad Universal
del Producto de Variedades:



Sigg: W — Agy ¢1: W — A; son funciones polinomiales entre variedades entonces existe una
Unica funcion v : W — Ag x A que hace conmutativo el diagrama

(10)

AOXAI?AO

\ l
A

De forma correspondiente, se tiene la siguiente Propiedad Universal de Anillos de Coordenadas del Producto
de Variedades:

Si¢f : K[Ag] — K[W]y ¢7 : K[A;] — K[W] son homomorfismos de K-dlgebras entonces existe un
unico homomorfismo de K-dlgebras v* : K[Ag x A;] — K[W] que hace conmutativo el diagrama

K[A4] (11)

*
St

K[Ao] — > K[4o x Ai]

Atendiendo a los conceptos vistos en la seccién 1.2.2, resulta la siguiente:

Proposicién 2.8 K[A4y] @k K[A1] = K[4g x 44].

2.1.4 Producto fibrado de variedades

Proposicion 2.9 Una K-dlgebra R es isomorfa al anillo de coordenadas de una variedad afin si y solo si R
es finitamente generada y su cero es el unico elemento nilpotente en R, es decir:

VFER:[(HeN: ff=0) = f=0].

Si X, Y, .S son tres conjuntos no-vacios y fx : X — 59, fy : Y — S son dos funciones, se define el producto
de fibra:

X xsY ={(z,y) € X xY] fx(z) = fr(y)}.
Las siguientes propiedades son inmediatas:

o S={s} = XxgY=XxY.
e XY CS& fx,fy son las inclusiones = X xgY =~ X NY.
e Y ={5}]CS = X x5V =~ f;'(s)
Se tiene que vale la siguiente Propiedad Universal de Producto de Fibra:

Sigpx : W — Xy ¢y : W — Y son funciones tales que fx o ¢x = fy o ¢y entonces existe una
Unica funcién v : W — X X g Y que hace conmutativo el diagrama

(12)




Ya que X x5 Y = (fx, fy) '(diagg), donde diagg C S? es la diagonal de S2, se tiene que X xg Y
adquiere una estructura natural de variedad inducida por la de S2.

Ahora, recordamos que para tres variedades X, Y y S ocurre X = Spec(K[X]), Y = Spec(K[Y]) y
S = Spec(K[S]). Supongamos que f% : K[S] — K[X] y fy : K[S] — K[Y] son dos homomorfismos de
K-édlgebras (de hecho, se tiene asociadas correspondientes funciones fx : X — Sy fy : Y — S segin
la observacién 2.2) y consideremos el producto K[X] ®ks) K[Y], que es en si una K[S]-dlgebra. En ella,
consideremos su ideal N consistente de sus elementos nilpotentes (alguna potencia de cada uno de ellos se
anula). Entonces el cociente (K[X] ®g[s) K[Y])/N es un anillo de coordenadas y, necesariamente, se ha de
tener X xgY = Spec ((K[X] ®ks) K[Y])/N).

2.1.5 Conjuntos algebraicos sobre el campo de los complejos

Para un conjunto de polinomios P = {FPy(X), ..., P,_1(X)} C C[X] sea
k—1
Z(P)= ()P (0)={zeC"| Vs € [0,k — 1] : Pi(x) =0}
k=0

el conjunto algebraico afin determinado por P,y sea Z(P) = (P) el ideal generado por P en C[X]. Se tiene
Z(Z(P)) = Z(P).

Para un conjunto A C C", el ideal anulador de A es T(A) = {P(X) € C[X]| Vz € A: P(z) =0}.

Para un punto x = (zo,...,2,—1) € C", consideremos la familia de polinomios Px = (X; — xj)?;ol
Entonces Z(Px) = {x}, Z(Px) = 22:01 C[X](X; —xj), y éste es un ideal maximal. Se escribe My = Z(Px).

Sea Spec(C[X]) la coleccién de ideales maximales en C[X] y sea ¢ : C* — Spec(C[X]), x — Mx.

Proposicién 2.10 (Versién débil del Nullstellensatz) Todo ideal mazimal de C[X] es de la forma Mx
para algin x € C™. De hecho v es una biyeccion.

Para un ideal 7 C C[X] sea Z(Z) = {x € C"| T C My} el conjunto algebraico afin determinado por Z.
Se denota por T = Z(Z(Z)) al ideal anulador del conjunto algebraico afin determinado por Z. El cociente
C[Z] = C[X]/Zz se llama el anillo de coordenadas del conjunto afin Z(Z). Como una C-dlgebra, C[Z] estd

generada por las clases X; = X; + 7 de las funciones “coordenadas” X, j € [0,n — 1].

Proposicién 2.11 Hay una correspondencia biyectiva entre Z y Spec(C[Z]) = {ideales mazimales de C[Z]}.
Con la topologia de Zariski, ambos espacios son homeomorfos.

2.2 Variedades proyectivas
2.2.1 Espacios proyectivos

Sea K un campo y sea V un espacio vectorial sobre K. Sea L(V) la clase de automorfismos lineales en V,
GL(V) C L(V) la de los invertibles, y SL(V) C GL(V) la de los que tienen determinante 1. Cuando el campo
es el de los complejos, K = C, U(V) es el grupo de automorfismos lineales hermitianos, y SU(V) C U(V) el
de aquellos con determinante 1.
En V — {0} se define la relacién: [x ~y <= Ja € K*: y = ax]. Se tiene entonces x ~ y cuando y sélo
cuando la matriz [x y] es de rango a lo sumo 1. El espacio proyectivo es el cociente P(V) = (V — {0})/ ~.
Cuando V = K"*! entonces P* = P(K"*!) es el espacio proyectivo de dimension n sobre el campo K.
Sea D = (dij)(i,j)e[[o,mfl]]x[[O,nfl]] € Z™*™ una matriz de orden m X n con entradas en Z. Dada

una coleccién X = {Xy,...,X,,—1} de n variables formales, la coleccién de monomios de Laurent de-

m—1
terminada por D es Mp = {th = H;L:_Ol Xdiﬂ'} . El conjunto afin parametrizado por D es Pp =

i=0
{(xdo, e ,xd""*l) eK™ x e (K*)”}, pero, de hecho, debido a la homogeneidad de los polinomios de Lau-
rent, el conjunto parametrizado puede considerarse como un subconjunto del espacio proyectivo de dimensién
m—1, Pp C Pm1L,

Un conjunto térico algebraico es un conjunto P C P™~1 tal que existe una matriz D € Z™*™ para la cual
P = Pp.
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Para cada d € N sea K[X]4 la coleccién de polinomios homogéneos de grado d. Entonces & °5K[X]q es
una graduacién del anillo K[X].

Sea I(Pp) C K[X] el ideal generado por los polinomios homogéneos que se anulan en Pp, llamado ideal
anulador de Pp. Se verd algunas propiedades estructurales del ideal I(Pp).

Recordamos que en un anillo R, para un ideal I C R, su radical es rad(I) = {z € R| In € Z* : 2™ € I},
que en si es un ideal, y el ideal I es radical si I = rad([).

Pues bien, puede verse que I(Pp) es un ideal radical.

2.2.2 Variedades algebraicas proyectivas

Sea R un anillo. Una graduacién en R es una descomposicién R = @, Rq como una suma directa de
subgrupos abelianos (aditivos) tal que Vd,e € N, Ry - R, C Rgi.. Los elementos de cada grado Ry se dicen
ser homogéneos de grado d. En consecuencia, todo elemento en R se expresa como una suma de elementos
homogéneos. Un ideal I < R es homogéneo si I = @ ~,(I N Ry). Asi pues, un ideal es homogéneo si y sélo
si estd generado por elementos homogéneos. La suma, el producto, la interseccién y el radical de ideales
homogéneos son homogéneos. Mds ain, un ideal homogéneo es primo cuando y sélo cuando para cualesquiera
dos elementos z,y € I homogéneos rige la implicacién: [zy € I = x€IVyel.

Sea K un campo, sea P" el cociente de K"*! partido por la relacién de equivalencia: [a ~ b <= 3t €
K*: b = ta]. P" es el espacio proyectivo.

Si X es un conjunto de (n + 1) indeterminadas, K[X] es un anillo graduado, tomando K[X]; como el
conjunto de todas las combinaciones lineales de monomios de peso d, para cada d € N.

Si P(X) € K[X]4 es un polinomio homogéneo, entonces puede ser visto naturalmente como una transfor-
macién P* — K y su conjunto proyectivo de ceros es Z(P(X)) = {[x] € P"| P(x) = 0}.

Las nociones vistas para variedades algebraicas se trasladan al espacio proyectivo, considerando poli-
nomios homogéneos. Por ejemplo, si P C K[X] es una coleccién de polinomios homogéneos se define
Z(P) = ({Z(P(X))| P(X) € P}. Como K[X] es noetheriano, existe un conjunto finito de polinomios
{P; (X)};:é tal que Z(P) = ﬂf;é Z(P;(X)). Los conjuntos algebraicos en P™ son los ceros de polinomios
homogéneos, y la topologia de Zariski consiste de los complementos de algebraicos. Las variedades proyecti-
vas son los conjuntos cerrados irreducibles, y las variedades cuasi-proyectivas son los abiertos de variedades
proyectivas. Para un conjunto A C P" su ideal homogéneo Ty (A) es el ideal de K[X] generado por los
polinomios homogéneos que se anulan en A y el anillo de coordenadas homogéneas es K[X]/Zy(A).

Si P(X) € K[X]; es un polinomio lineal homogéneo, su conjunto de ceros Z(P) en P" se dice ser un
hiperplano proyectivo. Para cada i € [0,n] sea H; = Z(X;) y sea U; = P™ — H; su complemento. Entonces

(U;);, es un recubrimiento abierto de P™. Para cada i € [0,n] sea o; : U; — K", [x] — (%) L Se tiene
i) j#i

que, respecto a las topologias de Zariski, o; es un homeomorfismo.

Proposicién 2.12 Si A C P" es una variedad proyectiva, entonces queda recubierta por los abiertos relativos
ANU; los cuales son isomorfos a variedades afines a través de o;.

2.3 DMorfismos entre variedades

Sea K un campo y V una variedad, dotada de la topologia de Zariski. Una funcién f : V — K es regular
en un punto x € V si existe una vecindad abierta U C V de x y polinomios P(X), Q(X) € K[X] tales que
flu = g (si la variedad es proyectiva, los polinomios P(X), Q(X) han de ser homogéneos). La funcién f es
reqular si lo es en todo punto de la variedad.

Sean V', W dos variedades. Un morfismo es una funciéon continua ¢ : V. — W tal que para cualquier
funcién regular f : W — K y cualquier abierto U C W, se tiene que fo ¢ : ¢~ 1(U) — K es regular.

Dos variedades V, W son isomorfas si existen dos morfismos ¢ : V. — W y ¢ : W — V tales que
Vod=idyy ¢ot=idy.

La coleccién de variedades con morfismos conforma la categoria de variedades.

Sea K[V] el anillo de coordenadas de la variedad V' y sea K(V) su campo de fracciones. Para un punto
x € V sea Oy el anillo de funciones en K(V') que estdn definidas en x, llamado anillo local en x. Para un
abierto U C V, sea Oy (U) el anillo de funciones en K(V') que son regulares en U.
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Si ¢:V — W es un morfismo entonces para cada abierto U C W se tiene ¢* : Ow (U) — Oy (¢~ 1(U)),
[ fo¢,ytambién para cada x € V, ¢ : Ow 4x) — Ovx-

Proposicion 2.13 Las siguientes asevraciones son verdaderas:
e Las funciones requlares en toda una variedad son las constantes.

e El campo de funciones de una variedad proyectiva consta de los cocientes de polinomios homogéneos
de un mismo grado.

e La coleccion de morfismos V. — W se puede poner en correspondencia biunivoca con la coleccion de
homomorfismos K(W) — Oy (V).

e Hom(V,W) = Hom(K[W],K[V]).

2.4 Curvas afines y proyectivas

Seguiremos aqui la exposicién en [4]. -
Sea K un campo. Una curva algebraica afin es de la forma Z(P(Xy, X1)), en la cerradura algebraica K
de K, para alguin polinomio P(Xy, X1) € K[Xo, X1]:

Z(P(X07X1)) = {(xo,acl) € Kl P(l‘o,xl) = 0}

Si K < K; <K, todo punto x € K2 N Z(P(Xy, X)) se dice ser un punto K;-racional. Una curva algebraica
proyectiva es de la forma Z(Q(Xo, X1, X2)) para algin polinomio homogéneo Q(Xy, X1, X2) € K[Xo, X1, Xo].
De acuerdo con la proposicién 2.12, una curva proyectiva, digamos Q(Xo, X1, X2) = 0 determina tres curvas
afines, por un proceso de deshomogenizacion:

Q(X07X171):0 ) Q(X0713X2):0 ) Q(]-aleXQ):O'

En tanto que una curva afin, digamos P(Xj, X1) = 0 determina, por un proceso de homogenizacidn, la curva
proyectiva Q(Xg, X1, X2) = 0, con Q(Xo, X1, Xo) = X$P (%, %), donde d es el grado de P(Xp, X1).

Por ejemplo, la curva afin X7 —X3(Xo+1) = 0 queda asociada a la curva proyectiva X7 Xo— X3 — XXy =
0 y la curva proyectiva X§ + X7 — X3 = 0 queda asociada con la curva afin X3 + X7 —1 = 0.

Una curva es irreducible si el polinomio que la representa no se factoriza como producto de polinomios
no triviales. Mediante la transformacién Z(Q(Xo, X1, X2)) — Z(Q(Xo, X1,1)) se tiene una correspondencia
entre las curvas irreducibles proyectivas y las curvas irreducibles afines.

Un punto [zg,z1,72] € P? en la curva proyectiva Z(Q(Xo, X1, X2)) es singular si Ox,Q(xo,x1,22) =
0x,Q(xg, T1,x2) = 0x,Q(x0, 1, 22) = 0. Siel punto no es singular se dice ser simple. La curva Z(Q(Xo, X1, X2))
es suave si todos sus puntos son simples.

™ es una potencia de un primo. Sea

Curva hermitiana. Supongamos que K = Fg, donde ¢ = p
Q(Xo, X1, Xs) = XIXy + X, XJ — XI™, entonces, como la caracterfstica del campo divide a ¢, se tiene
Ox, Q(z0, 21, 22) = 2, Ox,Q(x0, 21, 22) = 23 y Ox,Q(x0, x1,22) = 2. En consecuencia la curva proyectiva

Z(Q(Xo, X1, X2)) es suave.

En lo que sigue, curva se referird siempre a curva proyectiva suave.

Sea Q(Xo, X1, X>2) € K[Xy, X7, X2] un polinomio irreducible y sea Q = Z(Q(Xo, X1, X2)) la curva que
define. Sea I = (Q(Xo, X1, X2)) el ideal generado por Q(Xo, X1, X2) en el anillo K[Xg, X1, X5], entonces
I es primo y el cociente K[X(, X1, X2]/I es un dominio entero. Si R(Xp, X1, X2) € K[Xp, X1, X5 es un
polinomio homogéneo de grado d, se dice que el elemento R(Xo, X1, Xo)+ 1 € K[Xq, X1, X3]/I es una forma
de grado d. La coleccion de formas racionales sobre la curva Q es

K(Q) = {%\ g,h € K[Xo, X1, X2]/I son formas del mismo grado y h # 0} .

Una forma racional f € K(Q) estd definida en un punto a € Q de la curva si existen dos polinomios

A(Xo, X1, X3), B(Xo0, X1, X2) € K[Xo, X1, X5] tales que B(a) # 0y f(a) = %. Sea O, el anillo de
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funciones racionales definidas en a. Se tiene que O, es un dominio entero y, de hecho, su campo de fracciones
es precisamente K(Q). Sea M, = {f € Oa| f(a) = 0}. Entonces M, es un ideal principal. Cualquier
generador de €l se dice ser un pardmetro local en a.

Proposicién 2.14 Supdngase que a = [ag,a1,az2] € Q, con az # 0, es un punto de la curva determinada
como Q = Z(Q(Xo, X1, X2)). Sit = XX € My donde gr(A(Xo, X1, X»)) = er(B(Xo, X1, X2)) = 1,
B(a) # 0 y A(Xo, X1, X2) no es un miltiplo de dx,Q(a) Xo + 0x,Q(a) X1 + 0x,Q(a) Xa, entonces t es un

pardmetro local en a.

Seaa € Qyt € M, un pardmetro local en a. Sea f € K(Q) una funcién racional tal que f # 0. Entonces
existen m € Z y u € Oy — M, tales que f = t™u. El entero m se dice ser la wvaluacion de f en a y se
escribe va(f) = m. Se tiene que O, consiste de las funciones racionales con valuacién no-negativa y M, de
las racionales con valuacién positiva.

Proposiciéon 2.15 Para todo punto a € Q, la valuacion v, satisface las condiciones siguientes:
1. Vf,g € K(Q) : va(fg) =va(f)+va(g). En consecuencia, Vr € Z : va(f") = rva(f).
2.Yf,9 €K(Q) : val(f +g) > min{va(f),va(9)}. La igualdad vale toda vez que va(f) # va(g)-
3. Vb e K: wy(b) =0.

Si va(f) > 0 entonces a es un cero de multiplicidad va(f) de f. Si va(f) < O entonces a es un polo de
multiplicidad —va(f) de f.

Teorema 2.4 Cualquier funcidn racional tiene el mismo nimero de ceros que de polos (contados con mul-
tiplicidades).

3 Variedades tdricas

Seguiremos aqui la presentacién en [7].

3.1 Conos

Dados r vectores xg,...,z,_1 € R™ su cono poliédrico consiste de todas las combinaciones lineales de esos
vectores con coeficientes no-negativos,

r—1
C(xoy ... Tp—1) = {Z a; xj| Y5 : a; > 0},
3=0

del cual los vectores xg, ..., x,._1 se dicen ser generadores. La ménada {0} C R™ es el cono generado por el
conjunto vacio. La dimensidn del cono C(xq,...,x,—1) es la del minimo espacio lineal que lo contiene.

Un cono C = C(xg,...,zr_1) €s fuertemente convezo si C N (—C) = {0}}.

Sea R, C R™ un reticulo, R, =~ Z"™. Un cono reticular es un cono cuyos generadores estan en R,,.

Sea R™ el dual de R™, y sea (-|-) : R™ x R™ — R la evaluacidn de funcionales lineales. Para un cono
C = C(xg,...,x,_1), su cono duales C = {f € R™|Vz € C: (f|z) > 0}.

Para el reticulo R, se tiene que su dual R} = Homy(R,,,Z) es isomorfo a Z™ y se identifica naturalmente
con un subconjunto de R™*.

Se tiene que si C' es un cono poliédrico, su dual C' también lo es. Si C' es un cono reticular, su dual C'
también lo es.

Lema 3.1 Si C = C(zo,...,x,_1) es reticular, entonces C' = ﬂ;;é C(x;).

Sea f € C'N RY. El conjunto v = C'N f+ = {z € C| (f|z) = 0} se dice ser una cara de C. Se escribe
v < C. El cono C es una cara de s mismo (basta considerar f = 0). Las caras de dimensién 1 se llaman
aristas. Se tiene que toda cara de un cono poliédrico es también un cono poliédrico, la interseccion de dos
caras es una cara y toda cara de una cara es una cara.

14



Proposicién 3.1 Se cumplen las propiedades siguientes:
ey <C = CCH.
e C=Co+C; = C=CynCh.
¢y =Cnft = 5 =C+R(-]).

El interior de un cono C' consta de todas las combinaciones lineales de dim(C') generadores, con coefi-
cientes estrictamente positivos.

Proposicién 3.2 Si v < C entonces C N v+ es una cara de C tal que dim(y) 4+ dim(C N~yL) = n. Esto
determina una correspondencia entre las caras de C y las de C.

Lema 3.2 Si C es un cono, entonces C N R, es un monoide.

Lema 3.3 (Gordon) Si C' es un cono reticular, entonces C N R,, es un monoide finitamente generado.
Proposicién 3.3 Sea C' un cono reticular y vy = C'N f*+ una cara de C, con f € C N RY. Entonces,
(s NRy) = (CNERY) +ZF(=f).

3.2 Abanicos

Sea M = Z™ un reticulo y sea M* = Hom(M,Z) su reticulo dual. Se tiene pues una transformacién
bilineal (-|-) : M* x M — Z. Extendiendo los reticulos a R, se tiene una transformacién bilineal (-|-) :
(M*®zR) x (M ®zR) — Z.

Un cono poliédrico racional fuertemente convero es un conjunto C' C M ®z R tal que

e esuncono: xeC,re Rt = rxe(C],
e es un poliedro, es decir, la interseccién de un nimero finito de semiespacios,

e es racional, es decir, los semiespacios que lo determinan a su vez estan determinados por ecuaciones
polinomiales con coeficientes en Q,

e y es fuertemente convexo, es decir, el Unico espacio lineal que contiene es la mdénada que consta del
origen.

El dual del cono C' es C ={y e M*| (y|x) =0, ¥x € C}. Una cara de C es de la forma C'Ny" para alguna
yeC.

Un abanico (fan) en M es una coleccién finita F de poliedros racionales fuertemente convexos tal que

e toda cara de un cono en F es un cono en F,y

e la interseccién de cualesquiera dos conos en F es una cara de cada uno de esos conos.

El soporte del abanico es Spt(F) = [Joez C. Un abanico puede verse como una descomposiciéon de M @z R
por poliedros racionales fuertemente convexos.
Para un cono C € F sea Soc = M*NC+ = {y € M*| (y|x) =0, ¥x € C}.

Proposiciéon 3.4 Con las notaciones anteriores:
e Sc es un semigrupo. Es decir 0 € S¢ y [yo,¥1 € S¢ = yo+y1 € S¢l.
e Sc es finitamente generado: Jyg, ..., yr_1 € M*, S¢c = {ZZ;(I) ZkYxl (zﬁ)ﬁ;(l) € (Z+)k}.
e Sc genera a M* como un grupo: Sc + (—S¢) = M*.
e Sc essaturado: Vy € M* |, 2 € ZT [zy € S¢ = y € S¢l.

Viceversa, todo subgrupo S < M* que cumple con las propiedades anteriores es de la forma S = S¢ para
algun cono C C M ®z R poliédrico racional fuertemente convero.
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3.3 Variedades todricas

Un grupo algebraico es una variedad proyectiva tal que su producto - : G x G — G y su inversa - ' : G — G
son sendos morfismos.

Por ejemplo, si K es un campo y n > 1, el grupo G = GL,(K) es algebraico, pues es una variedad en
K™*" la imagen inversa de K—{0} bajo la funcién de determinante, y ademds las operaciones son morfismos.

Un grupo lineal algebraico es un grupo algebraico G que es en si una variedad afin.

Una wvariedad abeliana es un grupo algebraico que es una variedad proyectiva y conexa.

El producto de grupos algebraicos es un grupo algebraico.

Las operaciones de un grupo algebraico definen homomorfismos en el anillo de coordenadas K[G] —
K[G] ® K[G] y K[G] — K[G].

Sean G. = GL1(K) y G4+ < GL2(K) el subgrupo correspondiente a las matrices triangulares superiores
con 1 en la diagonal. Se tiene que G. es el grupo multiplicativo de K y G, su grupo aditivo. Para cada
k > 1, el grupo algebraico G* es un toro.

Sean A una variedad, G un grupo algebraico y 7 : G x A — A una accién de grupo. Se dice que 7 es
algebraica si es un morfismo.

Una variedad proyectiva A es una wariedad torica si es irreducible, normal y posee un subconjunto U
abierto, denso, isomorfo a un toro tal que la accién natural de U sobre si mismo se extiende a A.

Sean Gy H dos grupos algebraicos y A, B sendas variedades sobre las que actian G y H respectivamente.
Sea p: G — H un homomorfismo de grupos. Un morfismo ¢ : A — B se dice p-equivariante si conmuta con
las acciones de G 'y H, es decir: V(g,a) € G x A: wp(p(g),d(a)) = ¢(malg,a)),

Gx A2 >4 (13)

(p,qb)i l¢

HXBF)B

Si A, B son variedades téricas y G y H son los toros densos insertos entonces ¢ se dice ser un morfismo
torico.

Proposicion 3.5 Toda variedad torica se puede poner en correspondencia biunivoca con un abanico, acaso
bajo la accion de un elemento en SL(n,Z).

Sea M = Z™ el reticulo de coordenadas enteras, el cual es un Z-mddulo, también de dimensién m. Se
tiene que Hom(M,Z) = M* = M. Sea T,, = (C*)™ el toro algebraico de dimensién m, el cual es un grupo
multiplicativo, y sea T, = Hom(M*,C*) = M ®z C*.

Cada x € M determina un cardcter e(x) : T,,, — C*, z — &(x)(z) = HZL:_Ol z,". Naturalmente, se tiene
€(0) =1y e(xp+x1) =e(xp) - (x1). Asi pues, € es un homomorfismo de M al grupo de caracteres de T,.

También se tiene que cada punto x € M determina una transformacién vy : C* — TF | z — v« (2), donde
Yy € M*, (v (2)|y) = 2. Aqui también yo = 1 y Vyotyr = Vyo - Vy:- La imagen de v : x — 7 se dice
ser un grupo uniparametrizado (one-parameter group), entonces v es en s{ un homomorfismo de grupos.

Sea xgq, . ..,Xm,—1 una base de M y sea yq,...,yYm—1 la correspondiente base dual del dual M*. Entonces
la transformacién 1,5, — T, ¢ — (<qz5|xi)):.':01 es un isomorfismo de grupos.

Para cada i € [0, m — 1] sea ¢; = £(x;). Entonces (¢i)21_01 es un sistema de coordenadas para T .

Sea Sc¢ = (yo,-.-,¥p—1)z+ un semigrupo finitamente generado, determinado por un cono poliédrico
fuertemente convexo C' C M ®z R. Sea

Uc={u:Sc—C|lu(0)=1& u(zg+2z1) =u(zg) - u(z1) , Vzo,2z1 € Sc}.
Entonces Ug se identifica naturalmente con un subconjunto de CP.

Proposicién 3.6 Sea C C M ®7R un cono poliédrico fuertemente convezxo, entonces su dual C' es un cono
poliédrico fuertemente convexo en M* Rz R.

Si D C C es una cara entonces existe un funcional z € M* N C tal que D = C Nz por lo cual D es
también un cono poliédrico fuertemente convexo. Se tendrd Sp = Sc + (—z)z+, Up = {u € U¢| (z|u) # 0}
y éste es un conjunto abierto en Ug.
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Teorema 3.1 Sea F un abanico en M. Entonces se puede pegar de manera natural a los conjuntos en
(Uc)cer para obtener un espacio de Haussdorff

Emb(F) = | J Uc,
CeF

el cual es una variedad torica de dimensién m, llamada inmersién toral asociada al abanico (M, F).

3.4 Polinomios de Laurent

Sea X = (Xop,...,X,—1) una coleccién de n variables formales. El anillo de polinomios de Laurent es
C[X,X~1. Sea 6 : Z" — C[X, X 1] el homomorfismo i = (ig, ..., i, 1) — X' = | ! X 7 que identifica al
reticulo Z", y su estructura aditiva, con los monomios de Laurent, y su estructura multlphcativa.

Para un polinomio de Laurent P(X) = >, ;a; X’, donde J C Z" es un conjunto finito, se define el
soporte de P(X) como Spt(P(X)) = {j € Z"| a; # 0}.

Proposicién 3.7 Sea C un cono reticular y sea Rc = {P(x) € C[X,X~]| Spt(P(X)) € CNR}. Entonces
R tiene una estructura de anillo y es de hecho un dlgebra monomial finitamente generada, es pues la C-
algebra generada por los monomios de Laurent.

En lo que sigue, utiizaremos la notacién y los conceptos introducidos en la seccién 3.1.

La variedad afin tdrica de un cono poliédrico C' se define como Spec(R¢). Mediante la eleccién adecuada
de generadores en C' N R}, la C-algebra finitamente generada R puede ser representada como un anillo
de coordenadas. Tal representacién determina, a su vez, una representacién de la variedad afin torica
Xc = Spec(R¢). Cualesquiera dos tales representaciones son homeomorfas.

Sea {ay, . ..,a,_1} un sistema de generadores de CV'HRZ. Para cada i < n escribamos a; = (o, - - -, ®in—1)-
Mediante el isomorfismo @ se obtiene el monomio de Laurent p; = 6(a;) = Hn 1X &9, La C-algebra
Re = Cluo, - - -, tn—1] puede entonces escribirse como R = C[X]/Zs para algin 1dea1 Zc construido como
sigue:

Se ve que para cualesquiera (g, ..., @n—1), (Bo, ..., Bn—1) € N", vale Z?;Ol o a; = Z;.Zol B;a; en CNRY
cuando y sélo cuando []}, P X = H" ' X7 Asi pues sea

n—1 n—1
'PC:{HX?l—HXﬁI Zazaz Zﬂiai}7
=0 1=0

=0

y sea Zo = (P¢) el ideal generado por esos polinomios.

El toro complejo. Sea C' = {0} el cono trivial en R™. Entonces el cono dual es C' = R™. Para C' N R},
consideremos el conjunto de generadores Ag = {ef,...,e;_;,—€},...,—e:_,}, donde e} es el j-ésimo vector
de la base dual de la candnica en R™. La correspondiente C-algebra monomial es

ClXo,- s Xn-1; X5 Y., X, 1] =C[ X0y, Xno13 Xy -5 Xon1] /T

n—1

donde Z¢ estd generado por la familia de polinomios P = (X; X4 — 1)Z o - En consecuencia, la variedad
térica es Spec(R¢c) = V (Pc). De hecho la transformacién (xo, ..., Xn—1;Xq ,...,xgil) — (XO7 ceyXp—1)
determina un homeomorfismo Spec(R¢c) — (C — {0})™. Como C es un campo, se denota C* = C — {0}
a su grupo multiplicativo. El espacio T = (C*)™ se llama n-toro complejo algebraico y es homeomorfo a
(S1)™ x (R*)™. Por tanto, el n-toro complejo contiene al n-toro real.

Otra representacién del toro complejo. Como antes, sea C' = {0} el cono trivial en R™. Para C'N Ry
consideremos el conjunto de generadores Ay = {e},...,e;_;,—(e§ +---+€}_;)}. La correspondiente C-
algebra monomial es ahora

C[X07 ... 7Xn71; (XO e X’I’L*l)_l] = (C[X()u ceey anl,Xn]/IC
donde Z¢ estd generado por la ménada Pe = (Xo -+ X,,—1X,, — 1). La variedad térica es pues Spec(R¢) =

V (Pc) en C"*1 y es homeomorfa a T.
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4 Haces y gavillas
4.1 Haces fibrados (fiber bundles)

Sean F, E, B tres espacios topoldgicos, B conexo y 7 : E — B una funcién suprayectiva continua tal que se
cumple la

Condicién local de trivialidad Para cada punto e € E existe una vecindad abierta U, C B de 7(e) € B
para la cual hay una inclusién homeomorfa ¢, : 7= (U,) — U, x F que hace conmutativo el diagrama
siguiente:

T U) CE2 U, x F (14)

e

U.CB

En tal caso se escribe F — F 5 B y se dice que (E, 7, B, F) es un haz fibrado (fiber bundle). B es el espacio
base, E es el espacio total y F es propiamente la fibra: para todo b € B, su imagen inversa m—*({b}) es
homeomorfa a Iy es la fibra sobre b. La coleccién ((Ue, ¢c)),cp se dice ser una trivializacion local del haz,
y cada (Ue, @) un mapa en e € E. Se tiene también que se puede inducir la topologfa cociente determinada
por m sobre el espacio B. Un haz fibrado suave (smooth fiber bundle) es un haz fibrado (E,w, B, F) donde el
espacio total E estd incluido en la categoria de variedades suaves.

La cinta de Mébius es el haz fibrado que tiene un segmento de recta como fibra, que hace un giro, y a
un circulo como espacio base. Si el segmento no gira, el haz fibrado es un cilindro. Localmente, la cinta de
Mobius y el cilindro son indistinguibles.

Un circulo de fibra sobre otro circulo como espacio base produce el toro, S = S! x S'. Cuando el circulo
de fibra hace un giro, se obtiene la botella de Klein.

De manera general, si X es un espacio topoldgico, f : X — X es un homeomorfismo de X en si mismo
e I =[0,1] es el intervalo real unitario entonces en el producto cartesiano I x X se considera la relacién de
equivalencia Rx ¢ tal que (0, f(z))Rx f(1,z), Vo € X. El cociente Mx y = X/Rx s es el toro mediante el
homeomorfismo f (mapping torus), y es un haz fibrado con X como fibra e I como espacio base.

Un haz vectorial (vector bundle) es un haz fibrado cuya fibra es un espacio vectorial. Por ejemplo, el
espacio vectorial tangente a una variedad en cada punto produce un haz vectorial. Al seleccionar una base
en la fibra, se obtiene un haz de referenciales (frame bundle)

Una seccion de un haz fibrado F' — E = B es una funcién f : B — E tal que Vb € B: n(f(b)) = b.
Puede no haber secciones globales, por lo que se puede considerar secciones locales: f : U — E tales que
Vb € U w(f(b)) = b, donde U es un abierto de B. Las secciones forman haces (sheaves), a secas. Esto lo
veremos con mas detalle un poco més adelante.

Sea G un grupo topolédgico que actia en el espacio de fibra F, G puede ser, por ejemplo, un grupo de
homeomorfismos de F en sf mismo. Sea ((Ue, ¢e)), 5 una trivializacién local del haz fibrado F — E = B.
Sean eq, e; € E dos puntos tales que U, N U,, # (. Una funcién te,e, : Ue, NUe, — G tal que

V(b, f) € (er m Uel) X F : ¢€1 © ¢;)1(b?f) = (b7 te()el (f))

se dice ser una funcion de transicion. Un G-atlas es una trivializacién local ((Ue, ¢¢)).c 5 tal que siempre que
Uey NUe, # 0 hay una funcién de transicion te,e, : Ue, N Ue;, — G. Dos G-atlas son equivalentes si su unién
es un G-atlas. Un G-haz es un haz fibrado junto con la clase de equivalencia de un G-atlas. En tal caso,
G se dice ser el grupo de calibracion (gauge group). Las funciones de transicién satisfacen las condiciones
siguientes:

o tee=1
41
b te()el - teleo
L4 teoe2 = teoelteleg
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Sean Fy — Ey ™8 By y F1 — E; ™ By dos haces fibrados. Un morfismo de haces es una pareja (¢, f) tal
que ¢ : Eg — E1y f: By — By cumplen 71 o ¢ = f o7y, es decir el siguiente diagrama conmuta:

Ey 2> B, (15)

B()*)Bl

Si By = Bj entonces se exige que f =idpg, en todo morfismo de haces.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y sea V' — E > B un haz vectorial. Para cada b € B,
7 1({b}) = {b} x V =V, C E es una copia de V y tiene una estructura natural de espacio vectorial. Sea
U C B un abierto. Una seccién s : U — E ha de satisfacer m o s = idy. Sea F(U) la coleccién de secciones
definidas sobre U. La transformacién “cero”, b —(vector cero de 7~1({b})) es una seccién, y, de hecho, F(U)
adopta una estructura de espacio vectorial con las operaciones definidas por componentes.

Supongamos que V — E 5 By U — F 2. B son dos haces vectoriales. Se define las operaciones
siguientes:

Suma directa FE @& F es el haz cuya fibra sobre cada b € B es Ey, ® F,.
Producto tensorial FE ® I es el haz cuya fibra sobre cada b € B es E, ® Fy.

Haz “Hom” Hom(E, F) es el haz cuya fibra sobre cada b € B es Hom(Ey, F}), el espacio de transforma-
ciones lineales Fj, — Fy,.

Haz vectorial dual E* = Hom(E,R x B). Se tiene que hay un isomorfismo natural:

Hom(E,F)=E*®F.

4.2 Gavillas (sheaves)

Sea B un espacio topoldgico y sea C una categoria (con sus propios objetos y clases de morfismos entre ellos).

Una pregavilla (presheaf) evaluada en C, es una correspondencia F que a cada abierto U C B le asocia un
objeto F(U) en la categoria C de manera que para cualesquiera dos abiertos U, V, si U C V entonces existe
un morfismo resyy : F(V) — F(U) en la categoria C, por lo que se dice ser un morfismo de restriccion. Se
deben cumplir también las siguientes dos condiciones:

e U abierto en B = resyy = idy.
o UV, W abiertosen B, U CV CW = resyw =resyy oresyw.

Sea O(B) la categoria de conjuntos abiertos en B con los morfismos dados por las inclusiones. Entonces
una pregavilla evaluada en C es exactamente un funtor contravariante O(B) — C.

Si C es una categoria concreta y F es una pregavilla evaluada en C entonces para cada abierto U C B, a
los elementos de F(U) se les llama secciones de F sobre U. Una seccién correspondiente a todo el espacio
B se dice ser global.

Supongamos por un momento que C es la categoria de conjuntos con los morfismos de inclusiones. Una
gavilla (sheaf) es una pregavilla F evaluada en C tal que se cumplen las condiciones siguientes:

Identidad local Si (U;), es un recubrimiento abierto de un abierto U en B entonces:

Vs, t € F(U): [Vi [resy,u(s) =resy,u(t)] = s=1].

Pegado Sea (U;), un recubrimiento abierto de un abierto U en By sea (s;); una sucesién de secciones tal
que Vi, s; € F(U;). Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

L. Vi, j: resw,nu; v (i) = resw,nu,)u(s;)-
2. s F(U): s; =resy,u(s).
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Las sucesiones (s;); que cumplen la condicién 1. se dicen ser compatibles a pares. La seccién s que cumple
la condicién 2. se dice ser el pegado o la concatenacion de las secciones (s;),.

Asi, en una gavilla toda sucesion de secciones compatibles a pares posee un tnico pegado.

Para un punto b € B el tallo (stalk) Fy, de la gavilla F es F, = lim F(U).

beU

Sea B un espacio topoldgico y sea Op una gavilla de anillos. La pareja (B,Op) se dice ser un espacio
anillado. Una gavilla de mddulos es una gavilla M tal que para cada abierto U C B, M(U) es un Op(U)-
modulo. Una gavilla localmente libre es una gavilla F de mdédulos sobre un espacio anillado B si para cada
punto b € B existe un abierto U, C B tal que F(Uy) es un Op(Up)-médulo libre, cuya dimension es el rango
de F(Uy). En tal caso, el tallo Fp, es también un Op-mdédulo libre.

Un haz de lineas (line bundle) es una gavilla £ localmente libre de rango 1. La coleccién de secciones
globales se denota I'(B, L).

Si Op es una gavilla de anillos y F y G son gavillas de médulos tales que para todo abierto U C B, F(U)
y G(U) son Op(U)-médulos, el producto F ®p, G es la gavilla U +— F(U) @0, w) G(U), con este tltimo
definido como en la seccién 1.2.2 y caracterizado también en la 2.1.3.

5 Divisores

5.1 Divisores sobre curvas
5.1.1 Teorema de Riemann-Roch

Sean K un campo y Q una curva. Sea D = Z® dotado de su estructura de grupo libre abeliano sobre Q, con
la suma aplicada componente-a-componente. A los elementos de D se les llama divisores, y sid = (da)aeQ es
un divisor, se le escribe también como d = ZaEQ da €a, donde e, = (5ab)beQ v 0ab €s la delta de Kroenecker.
El soporte de un divisor d es Spt(d) = {a € Q| da # 0}, y su gradoes gr(d) = >, da- El grupo de divisores
D queda ordenado con el orden producto de Z.

Un K-divisor es un divisor d = 3 ., daea tal que Va € Q, V¢ € Aut(KK): dpa) = da. Asi si
Spt(d) C K, entonces d es un K-divisor. Sea Dq la coleccién de todos los K-divisores. Se tiene, naturalmente,
que Dgq es un subgrupo de D. En lo que sigue, nos circunscribiremos sélo a Dq.

Para una funcién racional f € K(Q) se define su divisor como dy = >_, . va(f)e€a. Naturalmente,

df:d?—d]?,donde
df = > wlflea v dj= > (—valf))ea (16)

va(f)>0 va(f)<0

y son llamados, respectivamente, divisores de cerosy de polos de f.

Un divisor d € Dq se dice ser principal si existe f € K(Q) tal que d = d;. Dos divisores do,d; € Dq
son linealmente equivalentes si su diferencia dg — d; es un divisor principal.

Para un divisor d € Dg sea

L(d) = {f € K(Q)| Va € Q: va(f) +da > 0} U {0}. (17)
Entonces L(d) es un espacio vectorial, llamado asociado al divisor d. Sea ¢(d) = dim L(d).
Lema 5.1 Sea d € Dq un divisor. Se cumplen las condiciones siguientes:
1. Sid' € Dq es linealmente equivalente a d, entonces L(d’) es isomorfo a L(d).
2. Sigr(d) <0 entonces L(d) = {0}.
3. L(0) =K.

Para la curva Q = Z(Q(Xo, X1, X2)), su género se define como g = 1(d — 1)(d — 2) donde d es el grado
del polinomio Q(Xo, X1, X2). Un divisor w € Dq se dice ser candnico si gr(w) =2(g—1) y {(w) =g.
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Teorema 5.1 (Riemann-Roch) Para cualquier divisor d € Dq:
(d)=gr(d)+1—g+ 4w —d),
donde w es un divisor canonico.

Corolario 5.1 ¥d € Dqg : [gr(d) >29g—1 = /(d)=gr(d)+1—g].

5.1.2 Divisores monopuntuales

Sean K un campo y Q una curva. Un divisor monopuntual es uno donde su soporte es una ménada, es decir
es de la forma d = m e, para algin punto K-racional a € Q, m € Z. En tal caso L(d) consta de las funciones
f € K(Q) tales que d; =lea, con £ < m. Sea

H(a)={¢eN|3f €K(Q): d; =lea},

llamado el semigrupo de Weierstrass en a. Los enteros en N — H(a) se dicen ser huecos para a, y por mera
contraposicion, los de H(a) llenos para a.

Proposicion 5.1 Las siguientes aseveraciones son verdaderas:
e La dimension del espacio L(mea) es el nimero de enteros llenos para a que no exceden m.
e Cualquier entero £ > 2g es lleno para todo a € Q.

e En cada a € Q hay eractamente g huecos para a.
Corolario 5.2 Si g > 1 existe al menos un hueco en cada punto a € Q. Ya que H(a) es un semigrupo, 1

siempre es lleno para cada a € Q.

Lema 5.2 Sea (fj);;é C L(me,) una sucesion de funciones racionales tales que las valuaciones (va(fj))g;é

. . . r—1 . . .
sean distintas a pares. Entonces las funciones (fj)j:O son linealmente independientes.

5.1.3 Cddigos de Goppa

Consideremos K = F,, donde ¢ = p™ es una potencia de un primo. Utilizaremos la notacién introducida
en las secciones previas. Sea Q una curva y sea A, = {ag,...,a,_1} C Q un conjunto de n puntos Fy-
racionales. Sea da, = (da),cq € Dq un divisor tal que Vj < n —1, da; = 0, es decir A, N Spt(da,) = 0.

Sea ea, : L(da,) — Fy, [+ ea,(f) = (f(aj));l;ol, la cual es, evidentemente, una transformacién lineal.
Sea ey, el divisor definido como ey, = 27;01 €a,. Se define el cédigo de Goppa asociado a los divisores
es,,da, como Ce, a,, =ea,(L(da,)) <Fy.
Lema 5.3 Sea k =dimCe, a,, vy d la distancia minima de Ce, a,, - Entonces:

o k=/{(da,) —l(da, —ea,), y

o d>n—gr(da,).
Proposicién 5.2 Sea g el género de la curva Q = Z(Q(Xo, X1, X2)).

1. Sigr(da,) < n entonces k = £€(da, ). Portanto, k > gr(da,)+1—g y en consecuencia d+k > n+1—g.
Se tendrd que una matriz generatriz del cédigo Ce, a,, es de la forma M = (fi(aj))ggfg_l donde
{fo,..., fr—1} es una Fy-base del espacio L(da,,).

2. 8129 —2<gr(da,) <n entonces k =gr(da,) +1—g.
Por la cota de Singleton, se tendrd que si gr(da,) <n, entoncesn+1—g<d+k<n+1

. .. . . . B B
Proposicion 5.3 FExiste un divisor candénico w tal que CeAndAn =Coey,, ea, —da, +w-
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5.2 Divisores de Weil
5.2.1 Divisores en espacios topoldgicos

Sea X un espacio topoldgico y sea Y C X un subespacio cerrado e irreducible. La codimension de Y en X
es el supremo, menos 1, de las cardinalidades de cadenas crecientes de subespacios cerrados e irreducibles en
X que se inician con Y.

Sea R un anillo y sea I < R un ideal primo. La codimensién de I en R es el supremo, menos 1, de las
cardinalidades de cadenas decrecientes de ideales primos en R que se inician con I, es pues su altura como
se definié en la seccién 2.1.1.

Sea CDx (1) la coleccién de subespacios de codimensién 1 en X. Un divisor de Weil en X es un elemento
del grupo libre Z°Px(MW): d = Y {dy ey| Y € CDx (1)} = > vecpy() Ay ey; y Weil(X) = 7CPx (1) es un
grupo abeliano.

Asi, si X es una curva entonces todo divisor de Weil es un divisor en el sentido de la seccién anterior
(cada ménada es de codimensién 1 en la curva).

Un divisor monopuntual también se dice ser un divisor irreducible. Un divisor efectivo es uno donde
todos los valores dy son no-negativos. VY € CDx (1), dy > 0. El soporte del divisor d = ZYeCDX(l) dy ey
es Spt(d) = Udy;ﬁo Y. Si Xy C X es un subespacio abierto de X entonces hay una inclusion natural

Weil(X) — Weil(Xo) , Y dyey > dy eynx,-
YeCDx(1) YeCDx (1) & YNXo#D

5.2.2 Divisores y gavillas

Sea X regular. Supongamos que F es una gavilla evaluada en la categoria de funciones racionales sobre X.
Sea s una seccién de F que no se anula en una componente ireducible de X. Entonces se define

div(s) = Z valy (s) ey,

YeCDx (1)
donde valy (s) se determina tomando un abierto U C Y del punto genérico de Y donde exista una trivial-
izacién.
6 Formas diferenciales y residuos

En esta seccién seguiremos las presentaciones en [5] y en [6].

6.1 Diferenciales de Kahler

Sea R un anillo.

Observacion 6.1 Sean A, B dos R-dlgebras tales que existe un homomorfismop: A — B. Seana: R — A
y B : R — B los correspondientes homomorfismos de anillos. Entonces 3 = po a:

R—>A (18)
N

Sea A una R-algebra y M un A-mdédulo. Si « es el homomorfismo de anillos R — A, se puede suponer
a A con un elemento unidad 1 e identificar a R con el conjunto R1 = «(R) C A. Una R-deriacidn del
algebra A en el médulo M es una funcién d : A — M con las propiedades siguientes:

1. Aditividad: Yag,a; € A: d(ag+ a1) = d(ag) + d(ay).
2. Regla de Leibnitz: Yag,a1 € A : d(agar) = ag d(ay) + ay d(agp).
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3. Nulidad “en constantes” ¥r € R: d(r) = 0.

Sea Derg(A, M) la coleccién de R-derivaciones del R-dlgebra A en el A-médulo M.
Un A-médulo Qle, junto con una derivacién d : A — QY R ©s de formas diferenciales relativas de A
sobre R si satisface la siguiente Propiedad Universal del Mddulo de Formas Diferenciales Relativas:

Para cualquier A-médulo M, si d’ : A — M es una derivacién entonces existe un tnico homo-
morfismo de A-mddulos ¢ : Qh‘ r — M tal que d’ = ¢ od, es decir, que hace conmutativo el

diagrama
A—2 0 p (19)
N ¢
¢ v
M

Un tal médulo Qh‘ r se obtiene al reducir el A-médulo libre generado por el conjunto de simbolos {da| a € A}
mediante las relaciones 1., 2. y 3. arriba, junto con la derivacion d : a — da. Otra manera de realizar Q}‘XI R

es la siguiente: sea f : AQr A — A, ag ® a1 — apas, y sea I = ker(f). Entonces (I/I?) con la derivaciéon
d:a—1®a+a®1es Qi“R.

Para cada a € A sea da € Qi‘ r Su imagen bajo la derivacién d. Entonces, como un A-médulo, Q}M r estd
generado por la imagen dA de A bajo d.

Se tiene, por ejemplo, que Q}%[XO X 1]IR €S el R-médulo de rango m generado por dXg,...,dX;,_1.
Como un replanteamiento de la Propiedad Universal (19) se tiene:

Proposicién 6.1 Para cada A-médulo M, HomA(qu‘R,M) es isomorfo a Derg(A, M), mediante el iso-
morfismo ¢ +— ¢ o d.

También se tiene:
Proposicién 6.2 Sean A, B dos R-dlgebras tales que existe un homomorfismo p : A — B. Entonces:

e La transformacion (3, : QlB|R — QlB|A que hace conmutativo el diagrama

A—L B

S

1 1
Qg 3. Qpa
P
es un isomorfismo.

e La transformacion o, : Qi“R ®a B — Q}3|R, (da ® b) — bdp(a), es un isomorfismo.

o Sea f: AQrA— A, ap®a; — apay e I =ker(f). Sea B= A/I y p la proyeccion candnica. Resulta
la sucesion exacta: s
I/I? =y ®a B —5 Qpp — 0,
donde ¢ : [b] — db® 1p.
Se sigue, por ejemplo:
Proposicién 6.3 Sean Ay, Ay dos R-dlgebras y sea Ay = Ag @r A1. Entonces Qa,14, = Qa,|r ®a, A2.

Del tercer punto de la proposicién 6.2 se sigue también:

Proposicién 6.4 Sea K un campo y A un dlgebra finitamente generada sobre K. Sea x € Spec(A) un punto
racional correspondiente a un ideal mazximal I, de A. Entonces el homomorfismo candénico

L /12 25 Ol 94 K(2)
del tercer punto de la proposicion 6.2 es un isomorfismo. Aqui, K(z) = K/I, es el campo de residuos de K

mddulo 1.
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6.2 Algebras tensorial y exterior

Sea R un anillo y sea M un R-médulo. Se define M®° = Ry M®"+h = \®" @ M.

El dlgebra tensorial del R-médulo M es T(M) = €, M®", la cual tiene una estructura natural de
R-algebra. B

Sea A(M) el cociente de T'(M) entre el ideal (bilateral) generado por los elementos de la forma x ® x, con
x € M. Se tiene que A(M) = EBn>o A"M donde A" M consta de las imagenes de elementos g ® -+ - Q X1
con x; € M. A una tal imagen se la escribe xg A - -+ A x,_1. Necesariamente, g A --- A xp,_1 = 0 cuando y
sélo cuando exista un par de indices distintos 4,5 € [0,n — 1] tal que x; = ;. Se sigue que para cualquier
permutacién o € S, en el grupo simétrico de n indices:

Too) N NTgm_1) = Sgn(o) 2o A--- Axp_1.

A(M) tiene asimismo una estructura de R-dlgebra y se llama dlgebra exterior del R-médulo M.

6.3 Formas diferenciales

Sea R un anillo y A una R-dlgebra. Sea Q}‘H g sumédulo de formas diferenciales relativas. Para cada n > 0

se define QZ‘ r=A" (Q,lau R) y a sus elementos se les llama n-formas diferenciales.
Por ejemplo, si A = R[Xy,...,Xm—1], entonces QZ}HR es el R-moédulo generado por las n-formas diferen-

ciales A\,;o; dX;, con I € [0,m — 1] siendo un conjunto de n indices. Se sigue entonces que el rango de

Qg s (-
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