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Cap��tulo 0Introdu

i�on a la teor��a de aut�omatas0.1 Gram�ati
as formalesLas gram�ati
as formales son sistemas de manipula
i�on simb�oli
a que permiten generar 
adenas de s��mbolos,llamadas por esto bien formadas, o bien re
ono
er 
u�ando una 
adena dada est�a, en efe
to, bien formada.En este primer 
ap��tulo, meramente introdu
torio, ilustraremos 
on varios ejemplos estos tipos de sistemase in
lusive algunos otros sistemas un tanto m�as generales.0.1.1 Una gram�ati
a sen
illa del 
astellanoPresentamos en las �guras (1) y (2) una gram�ati
a muy sen
illa del espa~nol siguiendo la 
ono
ida repre-senta
i�on de los diagramas sint�a
ti
os.Y, equivalentemente, en la tabla (1) la presentamos en su Forma Normal de Ba
kus:Como ejemplos de 
adenas bien formadas derivadas en esta gram�ati
a est�an los siguientes:1. la sangre 
orre en el r��o lasangre
orreenelr��ohArt��
uloihFNominali--
hArt��
uloihSustantivoihVerboihFNominali

---���RhComCiriHHj�������������:
hFNominalihFVerbalihComplementoi

�������:XXXXXXXz--hOra
i�oni -����AAAAU
2. Cervantes es
ribi�o "El Quijote" para gloria de las letras espa~nolas en una 
�ar
el.No es dif��
il ver que efe
tivamente esta 
adena se deriva 
on las reglas des
ritas.0.1.2 Otras gram�ati
as formalesCadenas de 1's separadas por 0's �uni
os Consideremos las siguientes dos gram�ati
as:a) S ! 1Sj1T j1 b) S ! 0T j1Sj1T ! 0S T ! 0U j1Sj1U ! 0U j1U1
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Ora
i�on FNominal FVerbal- - -

FNominal FVerbal Complemento- - - -? 6
FNominal Sustantivo- -NomPropio- -Art��
ulo Sustantivo- - -Art��
ulo Sustantivo Adjetivo- - - -FNominal �� ��de FNominal- - - -?

6

FVerbal Verbo- -
Verbo Adverbio- - -? 6

Figura 1: Una gram�ati
a sen
illa de 
astellano.



0.1. GRAM�ATICAS FORMALES G. Morales-Luna 3
Complemento ComDir- -

ComDir ComInd- - -
ComDir ComInd ComCir
- - - -?

6

ComDir FNominal- -
ComInd �� ��a FNominal- - -�� ��para FNominal- - -? 6
ComCir
 �� ��en FNominal- - -

Figura 2: Una gram�ati
a sen
illa de 
astellano (
ont').
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hOra
i�oni ::= hFNominalihFVerbalijhFNominalihFVerbalihComplementoihFNominali ::= hSustantivoijhNomPrijhArt��
uloihSustantivoijhArt��
uloihSustantivoihAdjetivoijhFNominalidehFNominalihFVerbali ::= hVerbijhVerbihAdverbioihComplementoi ::= hComDirijhComIndijhComCir
ijhComDirihComIndihComCir
ihComDiri ::= hFNominalihComIndi ::= ahFNominalijparahFNominalij::::hComCiri ::= enhFNominalijdesdehFNominalij
uandohFNominalij:::hSustantivoihArt��
uloihNomPropihAdjetivoihVerboihAdverbioi
9>>>>>>=>>>>>>; Toman 
omo valores palabras 
onstantespropias de esas 
ategor��as gramati
ales.Tabla 1: La gram�ati
a sen
illa en forma normal de Ba
kus.
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Figura 3: Deriva
iones en el sistema MAI.Como ejemplos de deriva
iones de una misma palabra tenemos:Deriva
i�on en a) Deriva
i�on en b)S ! 1S S ! 1S! 11T ! 11S! 110S ! 110T! 1101S ! 1101S! 11011S ! 11011S! 110111 ! 110111Vemos pues que un mismo lenguaje puede ser generado por varias gram�ati
as.Cualquier gram�ati
a de un lenguaje de alto nivelComo un �ultimo ejemplo de gram�ati
as formales men
ionamos tan solo que 
ualquier lenguaje de pro-grama
i�on de alto nivel est�a generado por una gram�ati
a formal.0.2 Reglas de transforma
i�onAdem�as de las gram�ati
as formales existen otros pro
edimientos de transforma
i�on simb�oli
a. A manera deejemplos presentamos algunos de ellos.0.2.1 MAI : Modos Me
�ani
o, Anti e Inteligente (Zen)Este ejemplo apare
e en el 
ap��tulo 1 del libro de Hofstadter ([15℄). Consideremos las reglas siguientes:I. �i ! �iaII. m� ! m��III. �iii� ! �a�IV. �aa� ! ��Los 
ara
teres griegos representan a palabras en el alfabeto MAI = fm; a; ig. La primera regla di
e que atoda palabra que termina 
on i puede a~nad��rsele una a, la segunda, que toda palabra que 
omien
e 
on mpuede repetir su \resto", la ter
era, que 
ualquier 
adena de tres i-es 
onse
utivas puede 
ambiarse por unaa, y, �nalmante, que 
ualesquiera dos a-es 
onse
utivas pueden ser suprimidas.Como ejemplos de deriva
iones est�an los mostrados en la �gura (3).Para 
ada palabra � sea MAI (�) el 
onjunto de palabras en el alfabeto MAI que pueden ser derivadas apartir de la palabra � mediante una su
esi�on �nita de apli
a
iones de las reglas de transforma
i�on. Natu-ralmente, surgen los problemas siguientes:



6 G. Morales-Luna CAP�ITULO 0. INTRODUCCI �ON A LA TEOR�IA DE AUT �OMATASProblema de la palabra. Dadas dos palabras �; � de
idir si a
aso � 2 MAI (�), es de
ir, de
idir si a
asouna palabra es o no derivable desde alguna otra.Problema de equivalen
ia. Dadas dos palabras �; � de
idir si a
aso MAI (�) = MAI (�), es de
ir, de
idirsi a
aso 
ualquier palabra es derivable desde una de las dos palabras si y s�olo si es derivable desde laotra.Problema de deriva
i�on �optima. Dadas dos palabras �; � tales que � 2 MAI (�), lo
alizar la su
esi�on detransforma
iones m�as 
orta que transforma a � en � .0.2.2 KENNINGS: Poes��a antigua islandesaEste es un g�enero de poes��a islandesa de los siglos IX-XIII, 
onstru��do mediante el remplazo de frases sustan-tivales por otras equivalentes. Los kennings pueden ser bellas met�aforas o irresolubles a
ertijos. Ciertamente,esta poes��a posee dos tipos de en
antos: Uno sint�a
ti
o y otro sem�anti
o, y, por su naturaleza, ambos semez
lan indisolublemente. Como meros ejemplos 
onsideremos las siguientes \equivalen
ias":Sustitu
iones: arp�on ! bruja de los es
udosbar
o ! brid�on de las olasbatalla ! tormenta de arponeses
udo ! luna de bar
osespada ! fuego de la batallaguerrero ! lanzador de espadasEjemplosEn un primer ejemplo, ilustramos la sustitu
i�on reiterada que se ha
e en los kennings, y en el segundo
itamos un poema mu
ho m�as a
abado.a) guerrerolanzador de espadaslanzador del fuego de la batallalanzador del fuego de la tormenta de arponeslanzador del fuego de la tormenta de lunas de bar
oslanzador del fuego de la tormenta de lunas de bridones de olas...Fon�eti
amente, en 
astellano es muy desagradable la repeti
i�on de la 
onjun
i�on de seguida de un art��
ulo
asi obligatorio. En los lenguajes n�ordi
os esto no apare
e pues 
on
atenando los vo
ablos, los sustantivospueden realizar fun
iones de adjetivos, tal 
omo su
ede en ingl�es.b) El siguiente verso es un kenning tradu
ido por Jorge Luis Borges.El aniquilador de la prole de gigantesquebr�o al fuerte bisonte de la pradera de la gaviota.As�� los dioses, mientras el guardi�an de la 
ampana selamentaba, destrozaron el hal
�on de la ribera.De po
o le vali�o el rey de los griegosal 
aballo que 
orre por los arre
ifes0.2.3 Algoritmos de MarkovEstos sistemas formalizan pro
edimientos de 
�al
ulo.Multipli
a
i�on por 3 en representa
i�on binariaEn la tabla (2) presentamos a las produ

iones, es de
ir, a las sustitu
iones que 
onstituyen este sistemade transforma
iones.Como ejemplos de 
�al
ulo presentamos en la tabla (3) dos multipli
a
iones. En 
ada una, la deriva
i�onen un rengl�on proviene de la anterior mediante la apli
a
i�on de la regla 
orrespondiente al s��mbolo de estadoy las dos literales que lo 
anquean.
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Ob ! A01b ! A1 � Ini
ioxA0 ! Bx0 xE0 ! Dx1xA1 ! Ex1 xE1 ! Fx0xAb ! x00 xEb ! xb1xB0 ! Ax0 xF0 ! Gx0xB1 ! Cx1 xF1 ! Fx1xBb ! x00 xFb ! x10xC0 ! Dx1 xG0 ! Ax1xC1 ! Fx0 xG1 ! Hx0xCb ! xb1 xGb ! xbbxD0 ! Ax0 xHU ! Gx0xD1 ! Cx1 xH1 ! Fx1xDb ! xbb xHb ! x10
on b = blan
o y x 2 f0; 1; bg.Tabla 2: Algoritmo de Markov para tripli
ar n�umeros binarios.

a) 19� 3 = 57100111001A1100E1110F0011G0001A11001Eb11001111001
b) 11� 3 = 331011101A110E111F001G1001Hb0001100001Tabla 3: Dos ejemplos de la tripli
a
i�on de n�umeros binarios.



8 G. Morales-Luna CAP�ITULO 0. INTRODUCCI �ON A LA TEOR�IA DE AUT �OMATASLos algoritmos de Markov son equivalentes a otros sistemas de transforma
i�on 
omo son las gram�ati
asformales irrestri
tas, las fun
iones re
ursivas y las m�aquinas de Turing. Posteriormente presentaremos 
ontodo detalle estos sistemas.Para 
on
luir esta se

i�on enun
iamos laTesis 0.2.1 (de Chur
h) Cualquier pro
edimiento efe
tivamente 
omputable 
orresponde a un 
onjunto detransforma
iones sint�a
ti
as sobre un alfabeto.As�� pues, puesto de manera muy simpli�
ada, se tiene que el 
on
epto de 
omputabilidad efe
tiva ha de
oin
idir 
on el de transforma
i�on sint�a
ti
a.0.3 Una formaliza
i�on de gram�ati
asSea T un 
onjunto de s��mbolos terminales y sea V un 
onjunto de s��mbolos variables. La uni�on de ellos,A = V [ T , es un alfabeto de gram�ati
a. A� es el di

ionario sobre A y 
onsta de todas las palabras, delongitud �nita, 
on s��mbolos en A. A+ 
oin
ide 
on A�, salvo en que no posee a la palabra va
��a, nil .Una regla de produ

i�on es un elemento del produ
to 
artesiano A+�A�. Si (a; 
) 2 A+�A� es
ribimosa! 
 y de
imos que a es el ante
edente y 
 el 
onse
uente de la regla a! 
.Sea P � A+ � A� un 
onjunto de reglas de produ

i�on. Sea S 2 V un s��mbolo variable distinguido,llamado ini
ial.El sistema G = (V; T; P; S) se di
e ser una gram�ati
a formal.Las reglas de produ

i�on transforman palabras en otras:8x;y 2 A� : x da y , 9p;q 2 A�; (a! 
) 2 P : (x = paq)&(y = p
q):La 
erradura re
exivo-transitiva de la rela
i�on \da" de�ne la rela
i�on de deriva
i�on8x;y 2 A� : x deriva y si x(da)�y:El lenguaje generado por la gram�ati
a 
onsta de todas las palabras que se derivan del s��mbolo ini
ial yque s�olo 
ontienen s��mbolos terminales:Lenguaje(G) = fx 2 T �jS deriva xg:0.4 Jerarqu��a de ChomskyEn fun
i�on de la forma de sus produ

iones, se puede 
ara
terizar qu�e tan 
ompleja es una gram�ati
aformal. Noam Chomsky mostr�o que esta 
ara
teriza
i�on 
lasi�
a jer�arqui
amente a las gram�ati
as formales:Gram�ati
as en un nivel est�an in
luidas en los siguientes niveles y la in
lusi�on entre niveles es propia.Se puede dar varios re�namientos de la Jerarqu��a de Chomsky. En la tabla (4) presentamos esquem�ati
amenteuno de tales re�namientos. Lo esquem�ati
o de esta tabla se suprimir�a en el 
ap��tulo 3 de este 
urso, en elque se presentar�a estas gram�ati
as 
on todo detalle.En toda gram�ati
a formal apare
en dos problemas fundamentales:Problema de la palabra:Instan
ia: Una gram�ati
a G, sobre un alfabeto A, y una palabra x 2 A.Solu
i�on: � 1 si x 2 Lenguaje(L),0 en otro 
aso.Es de
ir, este problema 
onsiste en de
idir, para una gram�ati
a y una palabra dadas, si a
aso la palabraest�a generada por la gram�ati
a.Problema de la deriva
i�on:Instan
ia: Una gram�ati
a G, sobre un alfabeto A, y una palabra x 2 A.
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iones0 Irrestri
ta p! q; p 2 A+;q 2 A�1 Irrestri
ta 
on memorialimitada existe una fun
i�on (
omputable) tal que la longi-tud de 
ualquier 
adena en una deriva
i�on que d�euna palabra x ha de estar a
otada por el valor dela fun
i�on en la longitud de x,2 Sensibles al 
ontexto 
onborro pBr! pqr; q 2 A�3 Sensibles al 
ontexto noredu
tivas S ! nil , pBr! pqr; q 2 A+,4 Libres de 
ontexto B ! q; q 2 A�5 Libres de 
ontexto deter-ministas produ

iones libres de 
ontexto 
on la parti
ulari-dad de que una vez que se ha derivado pre�jos deun 
ierto tama~no enton
es se tendr�a determinadala palabra a derivarse,6 Lineales B ! pUr; p; r 2 T �7 Regulares B ! pU; p 2 A�la tipolog��a empleada denota lo siguiente:negritas 
adenas de 
ara
teres; A alfabeto, A = T [ V ,may�us
ulas s��mbolos variables; T 
onjunto de s��mbolos terminales,V 
onjunto de s��mbolos variables.Tabla 4: Jerarqu��a gramati
al de Chomsky.Solu
i�on: � [x1; : : : ;x1℄ : (x1 = S)&(xn = x)&8i : (xi da xi+1) si x 2 Lenguaje(L),nil en otro 
aso.Es de
ir, este problema 
onsiste en en
ontrar, 
uando exista, una deriva
i�on, en una gram�ati
a dada, deuna palabra dada tambi�en.Los problemas men
ionados pueden ser resueltos efe
tivamente en algunos niveles de la Jerarqu��a deChomsky. En otros niveles superiores puede ser irresolubles estos problemas.0.5 Aut�omatasLos aut�omatas vienen a ser me
anismos formales que \realizan" deriva
iones en gram�ati
as formales. Lamanera en que las realizan es mediante la no
i�on de re
ono
imiento. Una palabra ser�a generada en unagram�ati
a si y s�olo si la palabra ha
e transitar al aut�omata 
orrespondiente a sus 
ondi
iones terminales.Por esto es que los aut�omatas son analizadores l�exi
os (llamados en ingl�es \parsers") de las gram�ati
as a que
orresponden.0.5.1 Aut�omatas regularesEstos son los aut�omatas �nitos m�as sen
illos. Se 
onstruyen a partir de un 
onjunto de estados Q y de un
onjunto de s��mbolos de entrada T . Su fun
ionamiento queda determinado por una fun
i�on de transi
i�ont : Q � T ! Q. Si t(q; s) = p esto se interpreta 
omo que el aut�omata transita del estado q al estado p
uando arriba el s��mbolo s.En todo aut�omata �nito se 
uenta 
on un estado ini
ial, q0 2 Q y un 
onjunto de estados �nales F � Q.Con todo esto de�nido, la estru
tura AutoReg = (Q;T; t; q0; F ) es un aut�omata regular.De manera natural, t se extiende a una fun
i�on de transi
i�on T � ! Q: Toda palabra se apli
a al aut�omatay �este, partiendo del estado ini
ial, transita 
on 
ada s��mbolo de la palabra dada seg�un lo espe
i�que t,
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orrespondiendo a ese s��mbolo y al estado a
tual en el aut�omata. Una palabra es re
ono
ida por el au�tomatasi lo ha
e arribar a un estado �nal. El lenguaje del aut�omata 
onsta de todas las palabras re
ono
idas.Ejemplo: Sea AutoReg = (Q;T; t; q0; F ) el aut�omata 
uyo 
onjunto de estados es Q = fa; b; 
g, el des��mbolos de entrada es T = f0; 1g, su estado ini
ial es q0 = a y el 
onjunto de estados �nales es F = fag.Su transi
i�on queda determinada por la tabla t 0 1a b ab 
 a
 
 
 9>>=>>;Observamos que, partiendo del estado a, mientras lleguen 1's se est�a en el estado ini
ial, 
on un 0 se pasaa b, 
on un segundo 0 se pasa a 
 y de ah�� no se sale m�as. En b, al llegar un 1 se regresa al estado ini
ial.As�� pues, para arribar al estado a desde a mismo la 
adena de entrada ha de ser una sarta de varias de 1'sseparadas �estas por �uni
os 0's. En otras palabras, el aut�omata re
ono
e al lenguaje (1+0)�1+.0.5.2 Aut�omatas de pilaEstos aut�omatas �nitos 
uentan 
on un dispositivo de memoria muy elemental, del tipo pila, el 
ual es unalma
enamiento lineal que fun
iona bajo el prin
ipio PEUS1: Primero en Entrar, Ultimo en Salir.Sea Q un 
onjunto de estados, sea T el alfabeto de entrada y sea V un alfabeto de pila. La fun
i�on detransi
i�on es de la forma t : Q � T � V ! Q � V �, donde la rela
i�on t(q; a; v) = (p;v) se interpreta 
omosigue: \Si se est�a en el estado q, arriba el s��mbolo a y en el tope de la pila est�a el s��mbolo b enton
es se pasaal estado p y se empila la palabra v".Un aut�omata de pila re
ono
e a una palabra si, tras haberla le��do, termina 
on su pila va
��a.Ejemplo: Las 
adenas equilibradas de par�entesis son re
ono
idas por un aut�omata de pila determinista.Re
ordamos que1. () es una 
adena equilibrada de par�entesis, (CEP).2. Si � es una CEP enton
es (�) es una CEP.3. La 
on
atena
i�on de dos CEP's es una CEP.Para des
ribir a un aut�omata que re
onoz
a CEP's, representemos al par�entesis que abre \(" 
on els��mbolo a, al par�entesis que 
ierra \)" 
on 
, y 
on b al \blan
o", es de
ir, al �n de la 
adena de entrada.Consideremos el aut�omata de pila 
uyas 
omponentes son las siguientes:Q = fSeguir;Exito;Fra
asog : estados;T = fa; b; 
g : s��mbolos de entrada;V = fA;Cg : s��mbolos de pila;q0 = Seguir : s��mbolo ini
ial;y 
uya fun
i�on de transi
i�on a
t�ua 
omo sigue,t : (Seguir; a; y) 7! (Seguir; Ay) empila par�entesis que abren,(Seguir; 
; A) 7! (Seguir;nil) suprime par�entesis empatados,(Seguir; 
;nil) 7! (Fra
aso; C) no hay equilibrio,(Seguir; b; A) 7! (Fra
aso; A) no hay equilibrio,(Seguir; b;nil) 7! (Exito;nil) equilibrio veri�
ado.Es 
laro que este aut�omata de pila re
ono
e al lenguaje CEP.1Esto es una p�esima seudotradu

i�on del ingl�es FILO: FirstIn LastOut.



0.5. AUT �OMATAS G. Morales-Luna 110.5.3 Aut�omatas linealesLos aut�omatas lineales son aut�omatas de pila deterministas que a lo largo de su 
omputa
i�on s�olo ha
en un\
ambio de turno". A grandes rasgos, esto signi�
a que toda 
omputa
i�on 
onsiste de un pro
edimiento deempilar 
onse
utivamente para despu�es pasar a desempilar.Ejemplo: Consideremos el lenguaje de pal��ndromas 
on una mar
a 
entral:L = fyMxjx 2 (0 + 1)�;y = reverso(x)g:Consideremos el aut�omata de pila 
uyas 
omponentes son las siguientes:Q = fMeter; Sa
ar;Exito;Fra
asog : estados;T = f0; 1;Mg : s��mbolos de entrada;V = fC;Ug : s��mbolos de pila;q0 = Meter : s��mbolo ini
ial;y 
uya fun
i�on de transi
i�on a
t�ua 
omo sigue,t : (Meter; 0; y) 7! (Meter; Cy) empila 0's,(Meter; 1; y) 7! (Meter; Uy) empila 1's,(Meter;M; y) 7! (Sa
ar; y) 
on M pasa a desempilar,(Sa
ar; 0; C) 7! (Sa
ar;nil) desempila si hay empatamiento de 0's,(Sa
ar; 1; U) 7! (Sa
ar;nil) desempila si hay empatamiento de 1's,(Sa
ar; b;nil) 7! (Exito;nil) estado de �exito,donde y 2 V y b es el s��mbolo \blan
o". En 
ualquier otra instan
ia de t, �esta transitar�a al estado de fra
aso.Es 
laro que este aut�omata de pila re
ono
e al lenguaje L.0.5.4 Aut�omatas de pila no-deterministasLos aut�omatas de pila no-deterministas 
oin
iden 
on sus hom�ologos de pila salvo en que su transi
i�on no espropiamente una fun
i�on. Aqu�� se tiene que la transi
i�on es un sub
onjunto t � (Q� T � V )� (Q� V �).Ejemplo: El lenguaje de pal��ndromas sin mar
a 
entralL = fx 2 (0 + 1)�jx = reverso(x)ges re
ono
ido por un aut�omatas de pila no-determinista que fun
iona de a
uerdo 
on el sigiente pro
edimiento:Avanzando a la dere
ha, se alma
ena primeramente 
ada s��mbolo y 
uando se \
ree" estar a lamitad, se 
ompara 
ada s��mbolo le��do 
on el tope de la pila. Si 
oin
iden, se 
ontin�ua. En otro
aso se mar
a un error.El no-determinismo del aut�omata est�a en que no se pre
isa en qu�e momento pasar�a al estado de desem-pilar. Transita a �ese de manera indeterminada.0.5.5 M�aquinas de TuringEstas son aut�omatas �nitas 
on dos pilas que tienen un tope 
om�un. O equivalentemente, son aut�omatasque poseen una memoria dada por una 
inta la 
ual es un alma
enamiento lineal, in�nito a ambos lados,
on a

eso a 
ualquier lo
alidad en ella.El tope 
om�un es la 
asilla le��da (\s
anned 
ell"), una pila es la parte de la 
inta a la dere
ha de la 
asillale��da y otra pila es su parte izquierda.Las transi
iones de la m�aquina quedan determinadas por una fun
i�on t : Q� T ! Q� T �Mov , dondeMov = fDer ; Izqg. Esta vez, la rela
i�on t(q; a) = (p; b; �) se interpreta 
omo sigue: \Si se est�a en el estadoq y se lee el s��mbolo a enton
es se es
ribe b, se pasa a p y se va a examinar la 
asilla al lado � de la le��da".
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on 
ualquier 
osa, salvo \)", av�an
ese a la dere
ha, x 2 f(; b; A;Bg,1; ); 2; B; Izq : 
on el primer \)", m�arquese y retro
�edase,1; b; 3; b; Izq : si la lista se a
aba, rev��sese que todo haya sido mar
ado,2; y; 2; y; Izq : 
on 
ualquier 
osa, salvo \(", 
ontin�uese el retro
eso, y 2 f); b; A;Bg,2; (; 1; A;Der : m�arquese el \(" que empata y rep��tase el 
i
lo,2; b; 4;No;Alt : se termina la 
adena y no existe el 
orrespondiente \(". No hay equilibrio.3; x; 3; x; Izq : retro
�edase ignorando las mar
as, x 2 fA;Bg,3; (; 3;No;Alt : si quedare un \(", �este ya no podr��a empatarse. No hay equilibrio.3; b; 3;S��;Alt : se agot�o la 
adena y todo se mar
�o. S�� hay equilibrio.Tabla 5: M�aquina de Turing para re
ono
er 
adenas equilibradas de par�entesis.De he
ho, la rela
i�on t(q; a) = (p; b; �) puede es
ribirse 
omo (q; a; p; b; �), y por esto, de
imos que unam�aquina de Turing queda espe
i�
ada por su lista de qu��ntuplas. O, abusando a�un m�as del lenguaje, queuna lista de qu��ntuplas es el programa 
orrespondiente a una m�aquina de Turing.Ejemplo: Cadenas equilibradas de par�entesisPara tener una 
adena equilibrada, 
ada \)" en ella ha de \empatar" 
on un 
orrespondiente \(" que loante
eda.Para re
ono
er 
adenas equilibradas pro
ederemos 
omo sigue:� Cada \(" ya empatado se mar
ar�a 
omo ya revisado por una A y 
ada \)" se mar
ar�a por una B.� Ini
ialmente, se bus
a el primer \)", yendo de izquierda a dere
ha.� Por 
ada \)",{ se mar
a 
on B,{ se bus
a ha
ia la izquierda el primer \(" que lo empate,{ si no se en
ontrare tal \(" la 
adena est�a desequilibrada. En otro 
aso, el \(" se mar
a 
on A yse repite este 
i
lo.� Si quedaren \(" no empatados, la 
adena est�a desequilibrada. En otro 
aso se tiene equilibrio y setermina el pro
eso.El pro
edimiento queda des
rito por la lista de qu��ntuplas mostrada en la tabla (5).Los 
uatro estados de la m�aquina tienen una interpreta
i�on evidente:1 : avanza a la dere
ha bus
ando \)",2 : retro
ede a la izquierda bus
ando \(",3 : revisa que todo haya sido mar
ado,4 : estado terminal.Como mero ejemplo, en la tabla (6) mostramos la 
omputa
i�on 
orrespondiente a una 
adena dada. En
ada instante, la 
asilla le��da es la adya
ente a la dere
ha del estado a
tual, el 
ual se es
ribe en negritas.0.5.6 Jerarqu��a de Chomsky en aut�omatasLa 
omplejidad de un aut�omata est�a determinada por sus 
apa
idades de transi
i�on, de su dispositivo dememoria y las 
apa
idades de inspe

i�on en su memoria. De manera natural la jerarqu�i a gramati
al setradu
e en una jerarqu��a equivalente en los aut�omatas. En la tabla (7) presentamos la equivalente a lamostrada en la tabla (4).
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()(())1()(())(1)(())2(B(())A1B(())AB1(())AB(1())AB((1))AB(2(B)

AB(A1B)AB(AB1)AB(A2BBAB(2ABBAB2(ABBABA1ABBABAA1BBABAAB1BABAABB1b
ABAAB3BABAA3BBABA3ABBAB3AABBA3BAABB3ABAABB3bABAABB[S��℄ABAABBTabla 6: Un ejemplo del fun
ionamiento de la m�aquina de Turing que re
ono
e 
adenas equilibradas depar�entesis.

Tipo Nombres Tipo de aut�omata re
ono
edor0 Irrestri
ta M�aquinas de Turing1 Irrestri
ta 
on memoria limitada M�aquinas de Turing 
on 
inta a
otada2 Sensibles al 
ontexto 
on borro M�aquinas de Turing 
on dominio total3 Sensibles al 
ontexto no redu
tivas M�aquinas de Turing 
on \espa
io lineal"4 Libres de 
ontexto Aut�omatas de pila no-deterministas5 Libres de 
ontexto deterministas Aut�omatas de pila deterministas6 Lineales Aut�omatas lineales7 Regulares Aut�omatas regularesTabla 7: Jerarqu��a de Chomsky en aut�omatas.
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Cap��tulo 1Fundamentos matem�ati
os1.1 Cadenas y lenguajesEl produ
to 
artesiano de dos 
onjuntos A y B 
onsta de las parejas ordenadas 
uyo primer elemento est�aen A y 
uyo segundo elemento est�a en B. Usaremos la nota
i�on de yuxtaposi
i�on para denotar al produ
to
artesiano: AB = fabja 2 A; b 2 Bg:Cualquier 
onjunto �nito � es un alfabeto. Entre los alfabetos m�as 
omunes est�an:Latino = fa; b; 
; : : : ; x; y; zg(0 + 1) = f0; 1gDiez = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9gASCII = f(00)16; : : : ; (FF )16g: s��mbolos del ASCII extendidoSea �1 = � y, para n � 1, sea �n+1 = ��n. Cada elemento � 2 �n se di
e ser una palabra sobre � delongitud n. La palabra nil que no tiene s��mbolo alguno es la palabra va
��a. De�nimos �0 = fnilg.El di

ionario sobre � es �� = Sn�0 �n; y, por ende, 
onsta de todas las palabras de longitud �nita 
ons��mbolos en el alfabeto �. El 
onjunto de palabras no-va
��as, se denota 
omo �+ = �� � fnilg. Para 
adan � 0, ��n = Sn�=0 �� es el 
onjunto de palabras de longitud a lo sumo n.Ejemplos:1. nil 2 �� para 
ualquier alfabeto �.2. 2000 2 Diez 4 � Diez �.3. (2000)2 = 11111010000 2 (0 + 1)11 � (0 + 1)�.4. (259430127)2 = 1111011101101001011011101111 2 (0 + 1)28 � (0 + 1)�.5. soyunapalabradetreintayseisliterales 2 Latino36 � Latino�.6. Cualquier programa en C es una palabra en ASCII �.Un lenguaje es un sub
onjunto de 
ualquier di

ionario. ; y �� son los lenguajes va
��o y total, respe
ti-vamente. 15
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adenas1.2.1 La opera
i�on de 
on
atena
i�onDotemos al di

ionario �� de un alfabeto � de la opera
i�on de 
on
atena
i�on:� : �� ��� ! ��(�1; �2) 7! �1 � �2que a 
ada dos palabras �1 = s10 � � � s1;l1�1, �2 = s20 � � � s2;l2�1 le aso
ia la palabra que se obtiene de pegar,tras los s��mbolos de la primera palabra, a los s��mbolos de la segunda. Nos referiremos indistintamente a estaopera
i�on 
omo de 
on
atena
i�on o de yuxtaposi
i�on.Se ve inmediatamente que se 
umplen las proposi
iones siguientes:Proposi
i�on 1.2.1 La 
on
atena
i�on es aso
iativa:8�1; �2; �3 2 �� : (�1�2)�3 = �1(�2�3):Conse
uentemente, �� 
on la 
on
atena
i�on, es de
ir, la estru
tura (��; �), es un semigrupo.Proposi
i�on 1.2.2 La palabra va
��a nil es una unidad, por ambos lados, para la 
on
atena
i�on:8� 2 �� : nil � � = � = � � nil :Por tanto, la estru
tura (��; �;nil) es un monoide.Proposi
i�on 1.2.3 Las leyes de 
an
ela
i�on se 
umplen por ambos lados:8�1; �2; �3 2 �� : �1�2 = �1�3 ) �2 = �3�2�1 = �3�1 ) �2 = �3Sin embargo, 
omo un he
ho, digamos \negativo", se tiene que la 
on
atena
i�on no es 
onmutativa.El di

ionario sobre un alfabeto, bien que es in�nito, es numerable.Proposi
i�on 1.2.4 Para todo alfabeto �, su di

ionario �� es un 
onjunto numerable.En efe
to, supongamos que � = fs0; : : : ; sm�1g. A 
ada palabra de longitud �ja, digamos k, la podemosver 
omo la representa
i�on en base m de un �uni
o n�umero entero entre 0 y mk � 1, in
lusive. Esto da unaenumera
i�on efe
tiva de 
ada bloque de palabras de longitud �ja. Colo
amos los bloques, ya enumerados,seg�un el orden de k. Esto da una enumera
i�on de ��.M�as pre
isamente, de�namos 
 : �� ! IN 
omo sigue:
(nil) = 0
(sn1sn2 � � � snk) = mk � 1m� 1 + kXj=1 njmk�jAs��, por ejemplo, para el alfabeto Latino de m = 26 
ara
teres se tiene
(zapatista) = 269 � 126� 1 + 25 � 268 + 0 � 267 + 15 � 266 + 0 � 265 +19 � 264 + 8 � 263 + 20 � 262 + 19 � 261 + 0 � 260= 135737591974375+ 5225319188206= 140962911162581
(mexi
o) = 266 � 126� 1 + 12 � 265 + 4 � 264 + 23 � 263 + 8 � 262 +2 � 261 + 14 � 260= 7722894375+ 144814138 = 7867708513
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iones de ordenOrden de pre�joPrimeramente presentamos 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para 
omparar 
adenas y sub
adenas.Teorema 1.2.1 (Levi) Sean �1; �2; �1; �2 2 �� tales que �1�1 = �2�2. Enton
es se 
umplen las impli
a-
iones siguientes:1. long(�1) � long(�2)) 9!� 2 �� (�1 = �2� & ��1 = �2)2. long(�1) = long(�2)) (�1 = �2 & �1 = �2)3. long(�1) � long(�2)) 9!� 2 �� (�2 = �1� & ��2 = �1)Gr�a�
amente resulta muy 
lara la validez del teorema y por eso omitimos su demostra
i�on formal.Como una 
onse
uen
ia dire
ta de este teorema resulta el siguienteCorolario 1.2.1 Si �1; �2; �1; �2 2 �� son tales que �1�1 = �2�2 enton
es �1 es un pre�jo de �2 o,re
��pro
amente, �2 es un pre�jo de �1.Re
ordamos que una rela
i�on de orden \�" en un 
onjunto S es una rela
i�on binaria (�) � S2 tal quees re
exiva, transitiva y antisim�etri
a. Esto �ultimo signi�
a que8s; t 2 S : (s � t)&(t � s) ) (s = t):Del �ultimo 
orolario se ve f�a
ilmente que la rela
i�on de pre�jo:8�1; �2 2 �� : (�1 �p �2), (�1 es un pre�jo de �2);es, efe
tivamente, un orden en ��.Hemos visto que �� no es 
onmutativo. Veremos a 
ontinua
i�on algunas proposi
iones relativas al ordende pre�jo y a la 
onten
i�on, en general, entre 
adenas.Proposi
i�on 1.2.5 Si �1; �2; �1; �2 2 �� son tales que �1 �p �1 y �2 �p �1�2 enton
es �1 �p �2 o �2 �p �1.En efe
to, las siguientes impli
a
iones son todas verdaderas:�1 �p �1�2 �p �1�2 � ) 9�1; �2 2 �� : � �1 = �1�1�1�2 = �2�2) �1(�1�2) = �2�2Cor) (�1 �p �1) _ (�2 �p �1)En el siguiente teorema veremos una 
ondi
i�on ne
esaria para que una palabra sea a la vez pre�jo y su�jode alguna otra. Es evidente que la 
ondi
i�on que ah�� se estable
e es tambi�en su�
iente.Teorema 1.2.2 Sean �1; �2 2 �� tales que �1 es pre�jo y su�jo de �2, es de
ir9�1; �2 2 �+ : (�2�1 = �2)&(�2 = �1�1):Enton
es,9�1; �2 2 ��; k � 0 : � �1 = �1�2�2 = �2�1 & ( �1 = (�1�2)k �1 = �1 (�2�1)k�2 = (�1�2)k+1 �1 = �1 (�2�1)k+1En efe
to, 
onsideremos dos 
asos, seg�un se 
omparen entre s�� las longitudes de las palabras �1 y �2.



18 G. Morales-Luna CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOS MATEM�ATICOSlong(�1) � long(�2): Ya que �2�1 = �1�1, por el teorema de Levy se tiene que �1 es un pre�jo de �2. Se vepues que 9�1 2 �+ tal que �2 = �1�1 y �1 = �1�1. El teorema se 
umple tomando �2 = �1 y k = 0.long(�1) > long(�2): Probemos el teorema por indu

i�on en long(�1).Para long(�1) = long(�2) el teorema se 
umple pues se est�a en el 
aso anterior.Supongamos ahora que long(�1) > long(�2) y que el teorema se 
umple para toda palabra �11 tal quelong(�1) > long(�11) � long(�2).Ya que �2�1 = �1�1, por el teorema de Levy se tiene que, para alguna �11 2 ���1 = �2�11 & �1 = �11�1:Por la hip�otesis de indu

i�on 9�1; �2 2 ��; k � 0 :� �1 = �1�2�2 = �2�1 y ( �11 = (�1�2)k �1 = �1 (�2�1)k�1 = (�1�2)k+1 �1 = �1 (�2�1)k+1y 
on esto queda demostrado el teorema.Con el siguiente teorema vemos 
u�ando dos palabras dadas son ambas m�ultiplos de una misma part��
ula.Teorema 1.2.3 Sean �1; �2 2 ��. Las siguientes asevera
iones son equivalentes:1. Ambas �1; �2 son m�ultiplos de una misma part��
ula, es de
ir,9� 2 ��; n1; n2 2 IN : (�1 = �n1)& (�2 = �n2 ) :2. Las palabras �1 y �2 poseen sendos m�ultiplos 
on un pre�jo 
om�un de longitudlong(�1) + long(�2)�m
d (long(�1); long(�2)) :En s��mbolos,9� 2 ��; m1;m2 2 IN : (� �p �m11 )& (� �p �m22 )&long(�) = long(�1) + long(�2)�m
d (long(�1); long(�2))Es
ribamos ki = long(�i), i = 1; 2.1) 2: Supongamos que �i = �ni , i = 1; 2. Para i = 1; 2, hagamosmi = �n1 + n2 �m
d(n1; n2)ni � ;donde dxe denota al entero m�as 
hi
o por en
ima de x.Tenemos pues que, para i = 1; 2, �mii = �mini . Puesto que mini � n1+n2�m
d(n1; n2), se tiene que�mii 
ontiene a la palabra � = �n1+n2�m
d(n1;n2), la 
ual tiene longitudlong(�) = long(�) (n1 + n2 �m
d(n1; n2)) = k1 + k2 �m
d(k1; k2)2) 1: Supongamos que � es un pre�jo 
om�un de �mii , i = 1; 2, de longitud k1 + k2 �m
d(k1; k2).Supongamos, sin p�erdida de generalidad, que k1 � k2, e, ini
ialmente, que m
d(k1; k2) = 1. Es
ribamos�i = si0 � � � si;ki�1. Como ambos �m11 y �m22 poseen un pre�jo 
om�un de longitud k1 + k2 � 1, se tieneque 8k < k1 + k2 � 1 : s1;k mod k1 = s2;k mod k2 :En parti
ular, s1;(�2+k2) mod k1 = s2;�2 , 8�2 < k2. Y por tanto, s1;(�1k2) mod k1 = s2;0, 8�1 < k1.



1.2. MONOIDE DE CADENAS G. Morales-Luna 19Ahora bien, 
omo m
d(k1; k2) = 1, tenemos que el 
onjunto de ��ndi
es f(�1k2) mod k1j�1 < k1g
oin
ide 
on todo el intervalo [0; k1 � 1℄. Por tanto, tenemos que 8�1 < k1 : s1;�1 = s2;0.As�� pues, resulta v�alida la 
ondi
i�on 1., 
on � = s2;0, la 
ual es una palabra de longitud 1.En el 
aso de que m
d(k1; k2) = d > 1, 
onsideremos el alfabeto �0 = �d. Enton
es �1 y �2, vistas
omo palabras en ��d��, tienen longitud k01 = k1d y k02 = k2d respe
tivamente, y aqu��, m
d(k01; k02) = 1.As��, este 
aso se redu
e al anterior y 
onse
uentemente tambi�en en este 
aso resulta v�alida la 
ondi
i�on1.Para 
on
luir esta se

i�on veamos una 
ondi
i�on ne
esaria para que dos palabras 
onmuten bajo laopera
i�on de 
on
atena
i�on.Proposi
i�on 1.2.6 Sean �1; �2 2 �� dos palabras tales que �1�2 = �2�1. Enton
es9� 2 ��; n1; n2 2 IN : (�1 = �n1) & (�2 = �n2) :En efe
to, supongamos que �1�2 = �2�1 y que long(�1) � long(�2). Por el Teorema de Levy, existe unapalabra �11 2 �� tal que (�1 = �2�11)& (�1 = �11�2) : Conse
uentemente, �11 y �2 
onmutan. As��, que porla misma raz�on, 9�12 2 �� : (�11 = �2�12)& (�11 = �12�2) :Conse
utivamente, en tanto que long(�1;��1) � long(�2), se tendr�a que ha de existir una �1;� 2 �� talque (�1;��1 = �2�1;�)& (�1;��1 = �1;��2) :As�� pues, 9q1 2 IN : (�1 = �q12 �1)& (�2�1 = �1�2)& (long(�1) < long(�2)) ; donde �1 = �1;q1 .Igualmente, 9q2 2 IN : (�2 = � q21 �2)& (�1�2 = �2�1)& (long(�1) < long(�1)) ; donde �2 = �2;q2 .Reiterando este pro
edimiento 
onstruimos una su
esi�on de palabras (�k)k tal que para todo k,��k�1 = � qk+1k �k+1�&(�k�k+1 = �k+1�k) & (long(�k) < long(�k)) :Observe el le
tor la similitud que existe entre este pro
edimiento y el 
�al
ulo del m�aximo 
om�un divisorde long(�1); long(�2) mediante el Algoritmo de Eu
lides. Como las longitudes de las palabras �i est�ande
re
iendo, en un momento se har�an 
ero. Sea � la �ultima palabra no nula en esa su
esi�on. Pues bien, setiene que 9n1; n2 2 IN : (�1 = �n1)& (�2 = �n2).Orden lexi
ogr�a�
oSea � un alfabeto dotado de un orden \�", por ejemplo, para el alfabeto ASCII 
onsideramos el orden usual.Extendemos el orden \�" de � a un orden \�lg" de �� mediante la de�ni
i�on siguiente:8�1; �2 2 �� : �1 �lg �2 , i) �1 es un pre�jo de �2, o bienii) la primera posi
i�on en la que di�eren �1 y �2, el s��mbolo de �1 es estri
-tamente menor, seg�un el orden de �, que el de �2. En otras palabras, para
ualesquiera tres palabras �0; �1; �2 2 �� y 
ualesquiera s��mbolos s1; s2 2 �rige la impli
a
i�on �1 = �0s1�1�2 = �0s2�2 �) s1 < s2La siguiente proposi
i�on resume las propiedades m�as elementales de este orden, llamado lexi
ogr�a�
o. Sudemostra
i�on es m�as tediosa que instru
tiva y por esa raz�on la omitimos.Proposi
i�on 1.2.7 El orden lexi
ogr�a�
o satisfa
e las propiedades siguientes:1. Es, en efe
to, un orden, es de
ir, 
ualesquiera que sean las palabras �; �; �,� �lg �(� �lg �)&(� �lg �) ) � �lg �(� �lg �)&(� �lg �) ) � = �2. Es lineal, es de
ir, 8�; � : (� �lg �) _ (� = �) _ (� �lg �) :3. Es 
ongruente por la izquierda, es de
ir, 8�; � : �, (� �lg � ) �� �lg ��). Mas no lo es por ladere
ha.



20 G. Morales-Luna CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOS MATEM�ATICOS1.2.3 Homomor�smosSean (S1; �1; u1) y (S2; �2; u2) dos monoides 
on opera
iones respe
tivas �1 y �2 y unidades u1 y u2. Unafun
i�on h : S1 ! S2 es un homomor�smo si8x; y 2 S1 : h(x �1 y) = h(x) �2 h(y)h(u1) = u2En otras palabras, un homomor�smo es una 
orresponden
ia entre monoides que preserva las opera
iones.Observa
i�on 1.2.1 El tomar longitudes da un homomor�smo (��; �)! (IN;+):8�1; �2 2 �� : long(�1�2) = long(�1) + long(�2):En efe
to, sea (IN;+; 0) el monoide que 
onsta de los n�umeros naturales 
on la suma 
omo opera
i�on yel 0 
omo unidad. Sea � un alfabeto. Ya que 8�1; �2 2 �� : long(�1�2) = long(�1) + long(�2); y adem�aslong(nil) = 0 tenemos que long : (��; �;nil)! (IN;+; 0) es un homomor�smo.Ejemplos de homomor�smos.1. Sea (ZZ2;+; 0) el monoide sobre el 
onjunto ZZ2 = f0; 1g 
on la opera
i�on suma "m�odulo 2", o, en otraspalabras, el 
omplemento de la disyun
i�on ex
lusiva, XOR. Sea � un alfabeto y par : (��; �;nil)! (ZZ2;+; 0)la fun
i�on de�nida 
omo par : � 7! � 0 si long(�) es par,1 si long(�) es impar.par es, en efe
to, un homomor�smo.2. Sea � un alfabeto y sea f : � ! �� 
ualquier fun
i�on. Extendemos f a una fun
i�on f� : �� ! ��ha
iendo f�(nil) = nil8� 2 ��; s 2 � : f�(�s) = f�(�)f(s)f� es un homomor�smo y es, propiamente, una sustitu
i�on de s��mbolos: en 
ada palabra, 
ada s��mbolos se sustituye por la part��
ula f(s). El homomor�smo f� se di
e libre de nil si para ning�un s 2 � se tienef(s) = nil .3. Sea � un alfabeto. Dadas dos palabras �1; �2 2 �� diremos que� �1 es un pre�jo de �2 si 9� 2 �� : �2 = �1�:� �1 es un su�jo de �2 si 9� 2 �� : �2 = ��1:� �1 es un en�jo de �2 si 9�0; �00 2 �+ : �2 = �0�1�00:Sea n > 0. Consideremos la opera
i�on suf n : �� ! ��n que a
t�ua sobre 
ualquier palabra suprimiendo,si fuera ne
esario, un pre�jo para quedarse �uni
amente 
on el su�jo de longitud n. M�as pre
isamente,suf n : si1si2 : : : sik 7! sik�n+1 : : : sik :��n tiene una estru
tura de monoide 
on la opera
i�on de 
on
atena
i�on, seguida de suf n,(�1; �2) 7! suf n(�1�2):Bajo esta transforma
i�on que es, en efe
to, un homomor�smo, todas las palabras de longitud a lo sumo npermane
en �jas.Sea (S; �; u) un monoide 
ualquiera. Consideremos el monoide aditivo sobre el 
onjunto de n�umerosnaturales 
on la suma usual, (IN;+; 0). Enton
es se tiene que para todo s 2 S existe un �uni
o homomor�smofs : IN ! S tal que fs(1) = s.La imagen de tal homomor�smo es el submonoide (sn)n�0 y se di
e ser el generado por el elemento s 2 S.



1.2. MONOIDE DE CADENAS G. Morales-Luna 21Un antihomomor�smo entre dos monoides (S1; �1; u1) y (S2; �2; u2) es una fun
i�on h : S1 ! S2 tal que8x; y 2 S1 : h(x �1 y) = h(y) �2 h(x)h(u1) = u2es de
ir, es una opera
i�on que en el 
ontradominio "
onmuta" a la opera
i�on.Ejemplos.1. Si S2 es 
onmutativo, enton
es 
ualquier homomor�smo es tambi�en un antihomomor�smo.2. Sea � un alfabeto y sea reverso : �� ! �� la fun
i�on que inter
ambia de dere
ha a izquierda loss��mbolos que 
onforman una palabra. Indu
tivamente, se tienereverso(nil) = nil8� 2 ��; s 2 � : reverso(�s) = s reverso(�)Se ve f�a
ilmente que 8�1; �2 2 �� : reverso(�1�2) = reverso(�2)reverso(�1)y 
onse
uentemente esta fun
i�on es un antihomomor�smo.Las palabras �jas bajo este operador son pal��ndromas.Como meros ejemplos, se tiene a los siguientes:dabale arroz a la zorra el abadlamarlene ama en el ramalelbamas amableelba rodas adorableatomo oro omotaamana plan a 
anal panama1.2.4 Rela
iones de equivalen
ia 
ongruentesEn un 
onjunto A, una rela
i�on de equivalen
ia R es un sub
onjunto R � A2 tal que es� re
exiva: 8a 2 A; aRa,� sim�etri
a: 8a; b 2 A; aRb) bRa, y� transitiva: 8a; b; 
 2 A; aRb&bR
) aR
.Una rela
i�on de equivalen
ia indu
e una parti
i�on de manera natural: Para 
ada elemento a 2 A la 
lasede equivalen
ia de a bajo la rela
i�on R es el 
onjunto [a℄R = fb 2 AjaRbg que 
onsta de los elementosequivalentes a a. Se tiene [a℄R 6= [b℄R ) [a℄R \ [b℄R = ;8b 2 A 9a 2 A : b 2 [a℄RAs�� pues, la 
ole

i�on de 
lases de equivalen
ia A=R = f[a℄Rja 2 Ag es una parti
i�on de A. A=R se di
eser el 
o
iente de A bajo la rela
i�on R. La 
ardinalidad del 
o
iente A=R es el ��ndi
e de la rela
i�on R. Lafun
i�on �R : a 7! [a℄R, que a 
ada elemento le aso
ia su 
lase de equivalen
ia, es la proye

i�on 
an�oni
a deA sobre el 
o
iente A=R.Toda rela
i�on de equivalen
ia indu
e pues una parti
i�on en su 
onjunto de de�ni
i�on. Re
��pro
amente,si R es una parti
i�on en A, es de
ir, si R es una 
ole

i�on de sub
onjuntos de A tal que8R;S 2 R : R 6= S ) R \ S = ;A = [R2RR



22 G. Morales-Luna CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOS MATEM�ATICOSenton
es la rela
i�on �R de�nida 
omo8a; b 2 A : a �R b, 9R 2 R(a; b 2 R);es una rela
i�on de equivalen
ia que determina 
omo 
o
iente pre
isamente a la parti
i�on R.A manera de ejemplos, 
itemos a las rela
iones siguientes en un 
onjunto A 6= ;:Dis
reta. Sea R = (=) la rela
i�on que 
oin
ide 
on la identidad en A: 8a; b 2 A; aRb, a = b. Enton
es,para toda a, la 
lase de equivalen
ia [a℄ es la m�onada 
uyo �uni
o elemento es a, y el 
o
iente A=R seidenti�
a 
on A. En este 
aso, la proye

i�on 
an�oni
a � \es" la fun
i�on identidad.Tos
a. Sea R = A2 la rela
i�on que identi�
a a 
ualesquiera dos elementos en A. La �uni
a 
lase de equiva-len
ia es A2 y la proye

i�on 
an�oni
a � es una fun
i�on 
onstante.Una manera de introdu
ir rela
iones de equivalen
ia en un 
onjunto es transportando, mediante fun
iones,las de�nidas en otros 
onjuntos. Si S es una rela
i�on de equivalen
ia en un 
onjunto B y f : A ! B esuna fun
i�on 
on dominio en un 
onjunto A y 
ontradominio en el 
onjunto B enton
es la rela
i�on R en Ade�nida 
omo 8a1; a2 2 A : a1Ra2 , f(a1)Sf(a2)es tambi�en una rela
i�on de equivalen
ia.Si S es la identidad en B, enton
es diremos que R es el n�u
leo de la fun
i�on f , y lo denotaremos n�u
(f).As�� pues n�u
(f) = f(a1; a2) 2 A2jf(a1) = f(a2)g:Ejemplo. Consideremos a IR 
on la identidad y sea A = IR2. La fun
i�on f : (x; y) 7! x2 + y2 tiene 
omogr�a�
a a un paraboloide de revolu
i�on 
on v�erti
e en el origen. El n�u
leo de f 
onsta de todas las parejas depuntos equidistantes al origen, y esta rela
i�on de equivalen
ia determina 
omo espa
io 
o
iente a la 
ole

i�onde todos los 
��r
ulos 
on
�entri
os 
on 
entro en el origen. Para 
ada punto x 2 IR2, su 
lase de equivalen
iaes el 
��r
ulo que pasa por �el y tiene 
entro en el origen. El ��ndi
e de la rela
i�on de equivalen
ia es in�nito y
oin
ide 
on la 
ardinalidad de IR.Supongamos ahora que (A; �; u) es un monoide. Una rela
i�on de equivalen
ia R en A se di
e ser una
ongruen
ia si se 
umple lo siguiente:8x1; x2; y1; y2 2 A : (x1Rx2) & (y1Ry2) ) (x1 � y1Rx2 � y2) ;es de
ir, si \fa
tores equivalentes dan produ
tos equivalentes".Proposi
i�on 1.2.8 Sean (S1; �1; u1) y (S2; �2; u2) dos monoides y sea h : S1 ! S2 un homomor�smo.Enton
es n�u
(h) es una 
ongruen
ia en S1.En efe
to, supongamos que (x1; x2) 2 n�u
(h) y (y1; y2) 2 n�u
(h). Hemos de probar que los respe
tivosprodu
tos 
oin
iden, es de
ir, que (x1 �1 y1; x2 �1 y2) 2 n�u
(h). Pero esto es inmediato puesh(x1 �1 y1) = h(x1) �2 h(y1) = h(x2) �2 h(y2) = h(x2 �1 y2):Observa
i�on 1.2.2 Si (S; �; u) es un monoide y R es una 
ongruen
ia en S, enton
es podemos \
al
ar" laopera
i�on � de S en una nueva opera
i�on en el 
o
iente S=R de manera que este 
o
iente sea un monoide yla proye

i�on 
an�oni
a un homomor�smo.En efe
to, para 
ualesquiera dos 
lases de equivalen
ia [a℄R; [b℄R de�namos [a℄R �S=R [b℄R = [a � b℄R.Observamos inmediatamente que1. la de�ni
i�on de la opera
i�on �S=R no depende de los representantes que se elija en las 
lases [a℄R; [b℄Rpues R es una 
ongruen
ia:a1 2 [a℄R; b1 2 [b℄R ) a1 � b1 2 [a � b℄R ) [a1 � b1℄R = [a � b℄R;



1.2. MONOIDE DE CADENAS G. Morales-Luna 232. la 
lase de equivalen
ia de u, [u℄R, es la unidad en el 
o
iente S=R, y3. la de�ni
i�on [a℄R �S=R [b℄R = [a � b℄R puede ser rees
rita 
omo �R(a � b) = �R(a) �S=R �R((b), lo que asu vez indi
a que la proye

i�on 
an�oni
a es, efe
tivamente, un homomor�smo.Ejemplos.1. Se vi�o que long : �� ! IN es un homomor�smo. Dos palabras est�an en el n�u
leo de long , llam�emosloR, si y s�olo si son de igual longitud. Por tanto, para 
ada palabra � su 
lase de equivalen
ia [�℄R es el
onjunto de palabras que tienen la misma longitud que �. Si n = long(�) enton
es podemos identi�
ar a la
lase [�℄R 
on el n�umero n.Para dos palabras �1; �2 2 ��, 
on n1 = long(�1) y n2 = long(�2), tenemos quen1 ���=R n2 = long(�1�2) = n1 + n2;es de
ir, la opera
i�on que indu
e la 
ongruen
ia 
oin
ide 
on la suma usual de IN .As�� pues, podemos identi�
ar naturalmente al monoide ���=R; ���=R� 
on el monoide (IN;+).2. La fun
i�on de paridad par : (��; �;nil) ! (ZZ2;+; 0) es un homomor�smo. Una pareja de palabrasest�a en el n�u
leo de par si y s�olo si sus dos 
omponentes son de igual paridad: O bien ambas son de longitudpar, o bien ambas son de longitud impar. Es
ribamos0 = f� 2 ��jla longitud de � es parg;1 = f� 2 ��jla longitud de � es imparg:Enton
es ��=n�u
(par ) = f0; 1g, por lo que n�u
(par ) es de ��ndi
e 2, y la opera
i�on que indu
e la 
on
ate-na
i�on es, pre
isamente ���=ker(par) 0 10 0 11 1 0As��, se identi�
a ���=n�u
(par ); ���=ker(par)� 
on el monoide (ZZ2;+).3. Sea n > 0 y sea suf n : �� ! �� el homomor�smo que trun
a una palabra para quedarse 
on el su�jode longitud a los sumo n.Una pareja de palabras estar�a en el n�u
leo de suf n s�olo si ambas palabras poseen un su�jo 
om�un delongitud a lo m�as n. As�� pues hay Pni=0mi = mn+1�1m�1 
lases de equivalen
ia para la rela
i�on n�u
(suf n),donde m es el n�umero de s��mbolos en el alfabeto �.La opera
i�on que indu
e la 
on
atena
i�on en el 
o
iente ��=n�u
(suf n) 
oin
ide 
on la opera
i�on de�nidaen el monoide ��n: Dadas dos palabras, las 
on
atena primero y luego toma el su�jo de longitud n.���=n�u
(suf n); ���=ker(suf n)� se identi�
a as�� 
on el monoide ��n.Sean (S1; �1; u1) y (S2; �2; u2) dos monoides y sea h : S1 ! S2 un homomor�smo. h se di
e ser� un monomor�smo si h es inye
tiva, es de
ir, si 8s; t 2 S1 : h(s) = h(t)) s = t,� un epimor�smo si h es supraye
tiva, es de
ir, si 8s2 2 S29s1 2 S1 : h(s1) = s2, y� un isomor�smo si h es a la vez un monomor�smo y un epimor�smo.La imagen de un homomor�smo h : S1 ! S2 es h(S1) = fs2 2 S2j9s1 2 S1 : h(s1) = s2g:Es
ribiremos S1 � S2 para denotar el he
ho de que los monoides S1 y S2 son isomorfos, es de
ir, de queexiste un isomor�smo h : S1 ! S2.Observa
i�on 1.2.3 Las siguientes rela
iones se siguen inmediatamente para un homomor�smo h : S1 ! S2:1. h(S1) es un submonoide de S2.2. h es un monomor�smo si y s�olo si n�u
(h) = f(s; s)js 2 S1g, es de
ir, el n�u
leo de h 
oin
ide 
on laidentidad.



24 G. Morales-Luna CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOS MATEM�ATICOS3. h es un epimor�smo si y s�olo si S2 = h(S1)Teorema 1.2.4 (del homomor�smo.) Para 
ualquier epimor�smo h : S1 ! S2 se tiene S1=n�u
(h) � S2.En efe
to, siendo h un homomor�smo, se tiene que n�u
(h) es una 
ongruen
ia. Por tanto, el 
o
ienteS1=n�u
(h) posee una estru
tura de monoide. Consideremos la fun
i�on H : S1=n�u
(h) ! S2, [s℄ 7! h(s). Es
laro que H est�a bien de�nida (es de
ir, H([s℄) no depende del representante que se tome para la 
lase [s℄),y que es un isomor�smo.Ejemplo. Sea � un alfabeto y sea f : �! �� una fun
i�on de sustitu
i�on. Sea T = (f(s))s2� el 
onjunto depalabras 
orrespondientes a s��mbolos de � mediante la fun
i�on f . Sea f� : �� ! �� el homomor�smo queextiende a f . Enton
es f�(��) = T � � ��. Ahora, una pareja (�1; �2) est�a en el n�u
leo de f� si y s�olo sibajo f� ambas se 
onvierten en una misma palabra de T �. De a
uerdo 
on el Primer Teorema Fundamentalde Homomor�smos se tiene ��=n�u
(f�) � T �.Proposi
i�on 1.2.9 Sea h : S1 ! S2 un homor�smo de monoides. Enton
es:1. Si S11 es un submonoide de S1 enton
es h(S11) es un submonoide de S2 y S11=n�u
(h) es un submonoideisomorfo a h(S11).2. Si S21 es un submonoide de S2 enton
es h�1(S21) = fs1 2 S1jh(s1) 2 S21g es un submonoide de S1 yh�1(S21)=n�u
(h) es un submonoide isomorfo a S21.1.3 Propiedades de lenguajes1.3.1 Parti
iones en base a un lenguajeCongruen
ia lateral indu
ida por un lenguajeSea � un alfabeto. Construimos en esta se

i�on una rela
i�on de 
ongruen
ia lateral en �� que utilizaremosfre
uentemente en este 
urso.Sea L un lenguaje de ��. La rela
i�on RL que indu
e el lenguaje L se de�ne 
omo sigue:8�1; �2 2 �� : �1RL�2 , 8� 2 ��(�1� 2 L, �2� 2 L): (1.1)Es de
ir, dos palabras est�an rela
ionada seg�un RL si y s�olo si, al a~nad��rseles un mismo su�jo, o bien ambaspalabras resultantes quedan en el lenguaje, o bien ambas dejan de pertene
er al lenguaje.Es f�a
il ver que RL es una rela
i�on de equivalen
ia. De he
ho, es una 
ongruen
ia dere
ha pues rige laimpli
a
i�on: 8�1; �2 2 �� : �1RL�2 ) 8� 2 ��(�1�RL�2�):El ��ndi
e del lenguaje L es, por de�ni
i�on, el ��ndi
e de la rela
i�on RL.La no
i�on de ��ndi
e es de parti
ular importan
ia para analizar la 
omplejidad del lenguaje.El Teorema de Myhill-Nerode, que veremos m�as adelante, asevera que un lenguaje ser�a regular si y s�olosi es de ��ndi
e �nito.Algunas variantesSea � un alfabeto, L un lenguaje de �� y sea k > 0. La rela
i�on RL;k se de�ne 
omo sigue:8�1; �2 2 �� : �1RL�2 , 8� 2 �� (long(�) � k ) (�1� 2 L, �2� 2 L)) : (1.2)Es de
ir, dos palabras est�an rela
ionada seg�un RL;k si y s�olo si, al a~nad��rseles un mismo su�jo de longituda lo sumo k, o bien ambas palabras resultantes quedan en el lenguaje, o bien ambas dejan de pertene
er allenguaje.Es f�a
il ver que RL;k es una rela
i�on de equivalen
ia, aunque no es una 
ongruen
ia. Esta rela
i�on puedeser de ��ndi
e �nito, sin que ello implique que el lenguaje L sea regular.



1.3. PROPIEDADES DE LENGUAJES G. Morales-Luna 251.3.2 Propiedades de 
erraduraUna 
lase de lenguajes L es un �algebra si es 
errada por uni�on y 
omplemento y si 
ontiene al 
onjunto va
��o.Es de
ir, si se 
umplen las propiedades ; 2 LL 2 L ) L
 = �� � L 2 LL1; L2 2 L ) L1 [ L2 2 LEn una 
lases de lenguajes, adem�as de 
ara
terizar la solubilidad de los problemas de la palabra y dederiva
i�on, men
ionados en la Introdu

i�on del 
urso, tambi�en es importante de
idir si a
aso una 
lase dadade lenguajes en un �algebra.Por ejemplo, la 
lase de lenguajes regulares sobre un alfabeto �nito forma un �algebra de 
onjuntos.La 
lase de lenguajes re
ursivamente enumerables, es de
ir, aquellos que son generados por gram�ati
asirrestri
tas, 
ontiene al 
onjunto va
��o, y la uni�on y la interse

i�on de 
ualesquiera dos lenguajes en la 
laseest�an en la 
lase, sin embargo no o
urre lo mismo para la opera
i�on de 
omplementa
i�on.En general, si � es un operador de aridad k, que transforma k lenguajes dados en alg�un otro lenguaje, unproblema importante para una 
lase L de lenguajes es de
idir 
u�ando esa 
lase es 
errada bajo el operador,es de
ir, 
u�ando rige la impli
a
i�on:L1; : : : ; Lk 2 L ) �(L1; : : : ; Lk) 2 L:La siguiente observa
i�on se sigue inmediatamente de las 
ono
idas Leyes de De Morgan, v�alidas en el�algebra de 
onjuntos:Observa
i�on 1.3.1 Una 
lase de lenguajes L es un �algebra si y s�olo si1. 
ontiene al lenguaje va
��o, ;,2. es 
errada bajo la uni�on, y3. es 
errada bajo la opera
i�on de 
omplementa
i�on.Hemos ya visto algunos de los operadores m�as usuales entre lenguajes:Uni�on. L1 + L2 = L1 [ L2 = f�j(� 2 L1) o (� 2 L2)g: palabras que est�an en L1 o en L2.Interse

i�on. L1 \ L2 = f�j(� 2 L1) y (� 2 L2)g: palabras que est�an en ambos lenguajes L1 y L2.Diferen
ia. L1 � L2 = f�j(� 2 L1) pero (� 62 L2)g: palabras que est�an en L1 pero no en L2.Complemento. L
 = �� � L: palabras en el di

ionario que no est�an en L.Con
atena
i�on. L1 �L2 = f�j9�1 2 L1; �2 2 L2 : � = �1 � �2g: palabras formadas al 
on
atenar part��
ulasen L1 y en L2.0-�esima poten
ia. L0 = fnilg: m�onada 
onsistente de la palabra va
��a.m-�esima poten
ia (m > 0). Lm = f�j9�1; : : : ; �m 2 L : � = �1 � � ��mg: palabras que se forman al
on
atenar m part��
ulas en L.Operador \estrella" (de Kleene). L� = [n�0Ln: palabras que se forman al 
on
atenar un 
onjunto �nitode part��
ulas en L, in
lu��da la palabra va
��a.Operador \m�as". L+ = [n>0Ln = L� � L0: palabras que se forman al 
on
atenar un 
onjunto �nito depart��
ulas en L.Mas tambi�en los siguientes ser�an utilizados en este 
urso:



26 G. Morales-Luna CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOS MATEM�ATICOSi-�esima m-ava parte. A 
ada palabra del lenguaje se la divide en partes iguales y se toma la i-�esima:�i; 1m�L = f�ij8j 2 ([[1;m℄℄� fig)9�j 2 L : long(�j) = long(�i) & �1 � � ��i � � ��m 2 Lg :palabras que se forman al \dividir" en m partes de igual longitud a palabras en L, 1 � i � m.m-�esimas repeti
iones. L(m) = f�j9�1 2 L : � = �m1 g: palabras que se forman al 
on
atenar m 
opiasde una misma part��
ula en L.Ra��z m-�esima. mpL = f�j�m 2 Lg: palabras tales que al 
on
atenar m 
opias de ellas produ
en unapalabra en L. Por tanto, L = � mpL�(m).Co
iente izquierdo. L1nL2 = f�j9�2 2 L2 : ��2 2 L1g: pre�jos que 
on su�jos en L2 dan palabras en L1.Derivada izquierda. �izq� (L) = Lnf�g = f�j�� 2 Lg: pre�jos que 
on � dan palabras en L.Co
iente dere
ho. L1=L2 = f�j9�2 2 L2 : �2� 2 L1g: su�jos que 
on pre�jos en L2 dan palabras en L1.Derivada dere
ha. �der� (L) = L=f�g = f�j�� 2 Lg: su�jos que 
on � dan palabras en L.Reverso. Lrev = f�revj� 2 Lg.1.4 Ejer
i
ios1. Propor
ione tres ejemplos de monoides �nitos mostrando sus respe
tivas tablas de opera
i�on.2. En 
ada una de las opera
iones de�nidas a 
ontinua
i�on, sobre el 
onjunto de n�umero naturales IN =f0; 1; 2; : : :g, de
ida si es a
aso aso
iativa o si posee una unidad lateral:i. x � y = Maxfx; ygii. x � y = Minfx; y + 2giii. x � y = x+ y + 3iv. x � y = x+ 2yv. x � y = � Minfx; yg si Minfx; yg < 10,Maxfx; yg si Minfx; yg � 10.3. Sea S un 
onjunto no va
��o dotado de una opera
i�on binaria � : S2 ! S tal que8x; y 2 S : x � y = x:Muestre que � es una opera
i�on aso
iativa.4. Suponga que en un monoide (S; �) se 
umplen las rela
iones siguientes:i. 8x x � x = x (� es idempotente,)ii. 8x; y; z; w (x � y) � (z � w) = (x � z) � (y � w)Muestre que enton
es se 
umple la rela
i�on8x; y; z : x � (y � z) = (x � y) � (x � z):D�e un ejemplo que ilustre este ejer
i
io.5. Sea (S; �) un monoide y a 2 S un elemento 
ualquiera. Se de�ne una nueva opera
i�on \�" ha
iendo8x; y : x � y = x � a � y:Muestre que esta nueva opera
i�on es aso
iativa. D�e 
ondi
iones sobre a su�
ientes para que esta opera
i�onposea unidad, y en tal 
aso 
ara
teri
e a las unidades.



1.4. EJERCICIOS G. Morales-Luna 276. Muestre que si (S; �) es una estru
tura aso
iativa �nita, enton
es posee un elemento idempotente, esde
ir, 9a 2 S : a � a = a:7. Sea n > 1 un entero positivo. Para 
ada entero x sea longn(x) el m��nimo entero k tal que nk > x.longn(x) se di
e ser la longitud de x en base n.Dados x; y 2 IN de�nimos x � y = x � nlongn(x) + y.Pruebe que (IN; �) es un monoide.8. Sean R y S dos rela
iones de equivalen
ia sobre un 
onjunto dado. Sea T = R \ S, es de
ir,8x; y : xTy , (xRy)&(xSy):a) Pruebe que T es una rela
i�on de equivalen
ia.b) Exprese al ��ndi
e de T en t�erminos de los ��ndi
es de R y S.
) Sea U = R [ S. De
ida si a
aso U es una rela
i�on de equivalen
ia y justi�que su de
isi�on.9. En IN , 
onsidere la rela
i�on, R = f(x; y)jx� y es positivo e impar g:De
ida si a
aso R es re
exiva, o sim�etri
a, o transitiva, o antisim�etri
a, o de equivalen
ia o de orden.10. En (0 + 1)�, 
onsidere la rela
i�on,R = f(�; �)j� y � poseen el mismo n�umero de 0's g:De
ida si a
aso R es re
exiva, o sim�etri
a, o transitiva, o antisim�etri
a, o de equivalen
ia o de orden.11. En un 
onjunto de 10 elementos,a) 
uente el n�umero de rela
iones sim�etri
as y bosqueje un pro
edimiento para generar a todas ellas, unaa una,b) 
uente el n�umero de rela
iones re
exivas y bosqueje un pro
edimiento para generar a todas ellas, unaa una,
) 
uente el n�umero de rela
iones transitivas y bosqueje un pro
edimiento para generar a todas ellas, unaa una.12. Sea R una rela
i�on de equivalen
ia y seaS = f(x; y)j9z 2 S : (xRz)&(zRy)g:Pruebe que S es una rela
i�on de equivalen
ia. Compare el ��ndi
e de S 
on el de R.13. D�e un ejemplo de una rela
i�on de�nida sobre alg�un 
onjunto que sea sim�etri
a y transitiva mas nore
exiva.14. Dos palabras �; � 2 �� se di
en 
onjugadas si 9� 2 �� : �� = �� .Pruebe que dos palabras �; � 2 �� son 
onjugadas si y s�olo si9�; � 2 �� : (� = ��)&(� = ��):15. Muestre que la rela
i�on de 
onjuga
i�on es una rela
i�on de equivalen
ia en el di

ionario de 
ualquieralfabeto.16. Muestre que si � = �n, donde �; � 2 �� y n � 0, enton
es 
ualquier 
onjugado de � es de la forma� = �n, donde � es un 
onjugado de �.17. Sea � un alfabeto 
on m > 0 s��mbolos. Sea ! : � ! [1;m℄ una enumera
i�on de �. Se tiene un ordennatural en �: s � t , !(s) � !(t):



28 G. Morales-Luna CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOS MATEM�ATICOSa) Extendemos ! a una fun
i�on !� : �� ! IQ+, donde IQ+ es el 
onjunto de n�umeros ra
ionales positivos,ha
iendo !�(nil) = 0!�(s1 � � � sk) = kXi=1 !(si)(m+ 1)i�1 :De
ida si a
aso !� es una biye

i�on.b) Pruebe que la rela
i�on �! en �� de�nida 
omo8�; � : � �! � , !�(�) � !�(�);es una rela
i�on de orden en �� que 
oin
ide 
on el orden lexi
ogr�a�
o indu
ido por ! en ��.
) >Si se de�niera !�(s1 � � � sk) =Pki=1 !(si)(m)i�1 , podr��a 
on
luirse lo mismo que en el in
iso anterior ?18. De
ida 
u�ales de las siguientes rela
iones se 
umplen para 
ualesquiera tres lenguajes L1; L2; L3 � ��:L1 \ L2 = L2 \ L1L1(L2 [ L3) = L1L2 [ L1L3L1L2 = L2L1L1(L2 \ L3) = L1L2 \ L1L319. Sea h : �� ! �� un homomor�smo. De
ida 
u�ales de las siguientes rela
iones se 
umplen para
ualesquiera dos lenguajes L1; L2 � ��: h(h(L1)) = h(L1)h(L1L2) = h(L1)h(L1)h(L1 \ L2) = h(L1) \ h(L1)h(L1 [ L2) = h(L1) [ h(L1)20. Sea h : (0 + 1)� ! (0 + 1)� el homomor�smo tal que h(0) = 1; h(1) = 01. Sea f : IN ! IN lafun
i�on n 7! f(n) = long(hn(01)). D�e una expresi�on aritm�eti
a para 
al
ular f . Demuestre la validez de suexpresi�on.



Cap��tulo 2Gram�ati
as formales2.1 Con
eptos b�asi
os de gram�ati
asUna gram�ati
a es una estru
tura G = (V; T; P; s0) dondeV : es un 
onjunto de s��mbolos variables,T : es un 
onjunto de s��mbolos terminales, el 
onjunto � = V [ T se di
e ser el alfabeto dela gram�ati
a,s0 2 V : es el s��mbolo ini
ial, yP 2 V : es un 
onjunto de parejas (�; �) 2 (�� � T �) � �� llamadas produ

iones o reglassint�a
ti
as.Una pareja (�; �) 2 P se es
ribe 
omo �! �, o bien � ::= �. Se di
e que � es el ante
edente de la reglay que � es su 
onse
uente. Si (�; �1); (�; �2); : : : ; (�; �k) 2 P es un 
onjunto de reglas 
on un ante
edente
om�un, se simpli�
a la nota
i�on y se es
ribe �! �1j�2j � � � j�k; o alternativamente � ::= �1j�2j � � � j�k:Dadas dos palabras �; � 2 �� de
imos que � se sigue de � en G, y es
ribimos G ` (� ! �), o simplemente� ! � , 
uando � resulte de � al inter
ambiar una part��
ula de �, que sea el ante
edente de una regla, porel respe
tivo 
onse
uente de la regla. En s��mbolos,G ` � ! � , 9�1; �2; �; � : (�; �) 2 P &� = �1��2 &� = �1��2: (2.1)De
imos que � se deriva de � en G, y es
ribimos G ` (� �! �), o simplemente � �! � , si existeuna su
esi�on �nita de palabras, 
uyos primero y �ultimo elementos 
oin
iden 
on � y � respe
tivamente, y
ualquier elemento en la su
esi�on se sigue del anterior. En s��mbolos,G ` � �! � , 9�1; �2; : : : ; �n : � = �1 &� = �n &8i < n : G ` (�i ! �i+1) (2.2)En tal 
aso, la su
esi�on de palabras y produ

iones �1P1�2 � � ��n�1Pn�1�n, donde �i+1 se sigue de �ipre
isamente por la apli
a
i�on de la produ

i�on Pi, es una deriva
i�on de � a partir de �. As�� pues, larela
i�on \se deriva" es la 
erradura re
exivo-transitiva de la rela
i�on \se sigue"El lenguaje de la gram�ati
a es el 
onjunto de palabras formadas 
on s��mbolos terminales que se derivandel s��mbolo ini
ial, L(G) = f� 2 T �jG ` (s0 �! �)g:2.2 Ejemplos de gram�ati
as2.2.1 Proposi
iones bien formadasEn el C�al
ulo Proposi
ional, las proposi
iones se 
onstruyen a partir de un 
onjunto de variables proposi-
ionales siguiendo un 
onjunto de reglas gramati
ales:29
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ional es una proposi
i�on.ii) La nega
i�on de una proposi
i�on es una proposi
i�on tambi�en.iii) La 
onjun
i�on, la disyun
i�on, la impli
a
i�on y la equivalen
ia de dos proposi
iones es tambi�en unaproposi
i�on.iv) Las proposi
iones se obtienen s�olo mediante la apli
a
i�on su
esiva de las reglas anteriores.Para des
ribir esta 
onstru

i�on mediante una gram�ati
a formal, podemos 
onsiderar 
omo 
onjunto des��mbolos terminales al 
onjunto uni�on de los siguientes:VarsProp = fx0; x1; x2; : : :g : variables proposi
ionales;Espe
ial = f(; );:;^;_;!;$g : espe
iales:Como es 
onven
ional, los 
one
tivos tienen aso
iada una prioridad:Prior Cone
1 :2 ^;_3 !;$donde un valor menor de Prior signi�
a que el 
orrespondiente 
one
tivo se apli
a m�as r�apido, y, en igualdadde prioridades, el orden de izquierda a dere
ha determina el de apli
a
i�on de los 
one
tivos. As��,:x0 _ x2 ^ x3 _ x5 ! x6 $ x7se ha de interpretar 
omo [((:x0 _ x2) ^ x3) _ x5 ! x6℄$ x7:Introduz
amos enton
es los siguientes s��mbolos variables para la gram�ati
a formal:hVarsPropi : variables proposi
ionales,hPropi : proposi
iones bien formadas,hPropNegi : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal es la nega
i�on,hPropConi : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal es la 
onjun
i�on,hPropDisi : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal es la disyun
i�on,hPropImpi : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal es la impli
a
i�on,hPropEqui : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal es la equivalen
ia.hProp1 i : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal tiene prioridad 1,hProp2 i : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal tiene prioridad 2,hProp3 i : proposi
iones 
uyo 
one
tivo prin
ipal tiene prioridad 3,En la tabla (2.1) presentamos las produ

iones de la gram�ati
a PBF (de Proposi
iones Bien Formadas).El lenguaje generado pr PBF 
onsta de todas las proposi
iones bien formadas a partir de las variablesproposi
ionales x1; : : : ; xn.En la presenta
i�on de las siguientes gram�ati
as, utilizaremos s��mbolos may�us
ulos para denotar a loss��mbolos variables y min�us
ulos para los terminales.2.2.2 Ter
etas de igual longitudSea L3 = fakbk
kjk � 1g el lenguaje que 
onsta de tres bloques 
onse
utivos de a's, b's y 
's de igualeslongitudes. Construiremos una gram�ati
a para generar este lenguaje.Consideremos las produ

iones siguientes:1: S ! A ini
io2: A ! aABC a~n�adase a-es y por 
ada una, ha de a~nadirse una b y una 
3: A ! abC no se a~nada m�as a-es y equil��brese a la primera 
on una b y una 
4: CB ! BC 
�orranse las 
-es a la dere
ha de las b-es5: bB ! bb 
�ambiese las B-es variables por b-es terminales6: bC ! b
 
omi�en
ese a 
ambiar las C-es7: 
C ! 

 
�ambiese las C-es variables por 
-es terminales



2.2. EJEMPLOS DE GRAM�ATICAS G. Morales-Luna 318i : hVarsPropi ::= xihPropi ::= hProp3 ijhProp2 ijhProp1 ihProp3 i ::= hPropImpijhPropEquihProp2 i ::= hPropConijhPropDisihProp1 i ::= hVarsPropijhPropNegij(hPropi)hPropNegi ::= :hProp1 ij:(hPropJi) 
on J � 2,hPropConi ::= hPropKi ^ hProp1 ij 
on K � 2,(hProp3 i) ^ hProp1 ijhPropK)i ^ (hPropJi)j 
on K � 2; J � 2,(hProp3 )i ^ (hPropJi)j 
on J � 2,hPropDisi ::= hPropKi _ hProp1 ij 
on K � 2,(hProp3 i) _ hProp1 ijhPropK)i _ (hPropJi)j 
on K � 2; J � 2,(hProp3 )i _ (hPropJi)j 
on J � 2,hPropImpi ::= hPropKi ! hPropJ ij 
on K � 3; J < 3,hPropKi ! (hProp3 i)j 
on K � 3,hPropEqui ::= hPropKi $ hPropJ ij 
on K � 3; J < 3,hPropKi $ (hProp3 i)j 
on K � 3,Tabla 2.1: Gram�ati
a de proposi
iones bien formadas.En la tabla (2.2) vemos, a manera de ejemplo, la genera
i�on de la palabra a3b3
3 = aaabbb


.Con la gram�ati
a des
rita, tenemos, efe
tivamente, quei) toda palabra generada en ella tiene una longitud m�ultiplo de 3, yii) toda palabra generada es de la forma akbk
k para alg�un k � 0.As�� pues, el lenguaje generado por la gram�ati
a es L(gram�ati
a) = L3.S"1 aaab CB"4 CBC aaab bB"5 CCCA"2 aaabBC CB"4 C aaabb bC"6 CCa A"2 BC aaabB CB"4 CC aaabbb 
C"6 Caa A"3 BCBC aaa bB"5 BCCC aaabbb
 
C"6aaabbb


Tabla 2.2: Un ejemplo para la gram�ati
a de L3.
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io2: AB ! 0AD a~n�adase un 03: DC ! B0C rep��tase un 04: D0 ! 0D av�an
ese a la dere
ha, re
ordando un 05: D1 ! 1D av�an
ese a la dere
ha, re
ordando un 06: AB ! 1AE a~n�adase un 17: EC ! B1C rep��tase un 18: E0 ! 0E av�an
ese a la dere
ha, re
ordando un 19: E1 ! 1E av�an
ese a la dere
ha, re
ordando un 110: 0B ! B0 retro
�edase a la izquierda11: 1B ! B1 retro
�edase a la izquierda12: AB ! nil term��nese13: C ! nil term��neseTabla 2.3: Gram�ati
a que genera repeti
iones de palabras.2.2.3 Parejas de igual longitudSea L2 = fakbkjk � 1g. Construiremos una gram�ati
a para este lenguaje siguiendo el esquema de lagram�ati
a anterior. Consideremos las siguientes produ

iones:1: S ! A2: A ! aABC3: A ! abC4: CB ! BC5: bB ! bb 9>>>>=>>>>; : a
t�uan 
omo en la gram�ati
a anterior,6: 
C ! b : omite las 
-es.Efe
tivamente, esta nueva gram�ati
a genera a L2: En 
ada genera
i�on, genera una palabra de L3 y luegosuprime el �ultimo bloque de 
's.Evidentemente, L2 se genera tambi�en por la gram�ati
a S ! aSbjab.As�� pues, un mismo lenguaje puede ser generado por m�as de una gram�ati
a.2.2.4 Palabras doblesSea L = (0 + 1)(2) = f��j� 2 (0 + 1)�g el lenguaje que 
onsta de las palabras formadas por la repeti
i�on deuna part��
ula en el alfabeto f0; 1g.Una gram�ati
a que genera al lenguaje L es la gram�ati
a G mostrada en la tabla (2.3).Una deriva
i�on de la palabra 1001 1001 2 L se muestra en la tabla (2.4).Del ejemplo mostrado y de las produ

iones en la tabla (2.3) podemos ver que los s��mbolos tienen losefe
tos siguientes: S : s��mbolo ini
ial,A : delimitador dere
ho del primer bloque,B : \
ursor" para seguir a~nadiendo s��mbolos en los bloques generados,C : delimitador dere
ho del segundo bloque,D : re
ordatorio de que se ha generado un 0,E : re
ordatorio de que se ha generado un 1.El pro
edimiento seguido por la gram�ati
a es el siguiente:1. Del s��mbolo ini
ial genera un �area de trabajo, ABC: a la izquierda de A est�a la palabra va
��a y a laizquierda de C tambi�en est�a la palabra va
��a.2. Cada vez que A y B sean adya
entes,



2.2. EJEMPLOS DE GRAM�ATICAS G. Morales-Luna 33S"1 10A 1B"11 0C 100A 1B"11 00C 1001A10 0B"10 1CAB"6 C 10 AB"2 10C 100 AB"6 100C 1001A1 0B"10 01C1A EC"7 100A D1"5 0C 1001A E1"9 00C 1001A 1B"11 001C1 AB"2 1C 100A1 D0"5 C 1001A1 E0"8 0C 1001 AB"12 1001C10A D1"5 C 100A10 DC"3 1001A10 E0"8 C 10011001 C"1310A1 DC"3 100A1 0B"10 0C 1001A100 EC"7 10011001Tabla 2.4: Un ejemplo en la genera
i�on de repeti
iones.(a) genera, inmediatamente a la izquierda de A, un s��mbolo x 2 f0; 1g y su 
orrespondiente re
orda-torio X , X = D si x = 0 y X = E si x = 1,(b) traslada X ha
ia la izquierda de C,(
) en esa posi
i�on es
ribe x y re
upera a B,(d) traslada B a ser adya
ente a A,3. o bien suprime AB 
uando ya no vaya a generar m�as s��mbolos.4. Suprime C.2.2.5 Eleva
i�on al 
uadradoConstruiremos una gram�ati
a G que genere a las 
adenas de 1's 
uya longitud es el 
uadrado de alg�unn�umero natural positivo. Es de
ir, G ha de ser tal que L(G) = L donde L = f1n2 jn � 1g:Ya que para todo n, (n+1)2 = n2 + 2n+ 1 = n2 + n+ (n+1) y, al ini
io, 12 = 1, la gram�ati
a, una vezque genera una 
adena de longitud n2 ha de 
on
atenarla 
on una de longitud n y otra de longitud n+ 1.Con esta motiva
i�on en mente, sea G la gram�ati
a 
uyas produ

iones se presentan en la tabla (2.5) y
uyo s��mbolo ini
ial es S.Observa
iones:1. En la tabla (2.6) se muestra la deriva
i�on de la 
adena de longitud 25.2. Z es un delimitador dere
ho de 
ualquier 
adena generada.3. Un 
i
lo de genera
i�on se obtiene entre dos deriva
iones 
on la 
adena WZ 
omo su�jo.4. La genera
i�on de las 
adenas de longitudes n2, 2 � n � 7, se muestra en la tabla (2.7).5. Ah�� las 
adenas generadas son de la forma 1V (V C+)�WZ. Sea �n la 
adena intermedia de la formaV (V C+)�. Para n > 2 es
ribamos �n = �nV C2(n�2). Enton
es�2 = nil ; �2 = �2V C0�n+1 = �nV Cn�3V Cn�2 ; �n+1 = �n+1V C2(n�1)Se ve que 8n : long(�n) = n2 � 3.
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ioV 1 ! 11C1 ! 11WZ ! 11 9=; : termina
i�onWZ ! ACV Z 	 : ini
io reitera
i�onV T ! TCVCT ! ACV � : in
rementa
i�onV A ! TCCA ! AC � : transposi
i�on de A'sWC ! V BBC ! CBBV ! CW 9=; : transposi
i�on de B's1T ! 1V V CW 	 : �n semireitera
i�onTabla 2.5: Gram�ati
a para elevar al 
uadrado en expresi�on unaria.6. G ` �nWZ �! �n+1WZ.7. Una produ

i�on ini
ial genera: 1 � �2WZ.8. Conse
utivamente, se forma 
ualquier 
adena de la forma 1 � �nWZ.9. Al �nal a WZ se le 
ambia por 11 y a todas las V 's y C's se les 
ambia tambi�en por 1.2.3 Equivalen
ia de gram�ati
asSean G1 y G2 dos gram�ati
as 
on un mismo 
onjunto de s��mbolos terminales. Diremos que G2 subsume aG1 si toda palabra generada en G1 es tambi�en generada en G2, es de
ir, si L(G1) � L(G2). Es
ribiremos eneste 
aso G1 � G2.Proposi
i�on 2.3.1 La rela
i�on de subsun
i�on es una rela
i�on re
exiva y transitiva en la 
lase de gram�ati
as
on un alfabeto terminal �jo.La subsun
i�on no es antisim�etri
a pues dos gram�ati
as distintas pueden generar a un mismo lenguaje.Una 
ondi
i�on su�
iente, mas no ne
esaria, para revisar si a
aso una gram�ati
a queda subsumida porotra la da la siguienteObserva
i�on 2.3.1 Sean G1 = (V; T; P1; s0) y G2 = (V; T; P2; s0) dos gram�ati
as 
on un mismo alfabeto.Si para 
ada produ

i�on (�; �) 2 P1 se tiene que G2 ` (�! �), enton
es G1 � G2.Y, en efe
to, si � 2 L(G1) y �0Pi1�1 � � ��k�1Pik�k es una deriva
i�on de � a partir del s��mbolo ini
ials0 en G1, y para 
ada j, �j se deriva de �j�1 mediante una deriva
i�on �j0Qj1�j1 � � � �j;kj�1Qjkj �j;kj en G2,enton
es la 
on
atena
i�on de estas �ultimas deriva
iones ha de dar una deriva
i�on de � a partir del s��mboloini
ial s0 en G2.Dos gram�ati
as son equivalentes si 
ualquiera de ellas subsume a la otra, es de
ir,G1 � G2 , L(G1) = L(G2):
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S1VWZ1VACVZ1TCCVZ1VVCWCCVZ1VVCVBCVZ1VVCVCBVZ1VVCVCCWZ1VVCVCCACVZ1VVCVCACCVZ1VVCVACCCVZ1VVCTCCCCVZ1VVACVCCCCVZ1VTCCVCCCCVZ1TCVCCVCCCCVZ1VVCWCVCCVCCCCVZ1VVCVBVCCVCCCCVZ1VVCVCWCCVCCCCVZ1VVCVCVBCVCCCCVZ1VVCVCVCBVCCCCVZ1VVCVCVCCWCCCCVZ1VVCVCVCCVBCCCVZ1VVCVCVCCVCBCCVZ1VVCVCVCCVCCBCVZ1VVCVCVCCVCCCBVZ1VVCVCVCCVCCCCWZ

 2.6: Deriva
i�on 
ompleta de longitud 52.
1VWZ1V V CV CCWZ1V V CV CV CCV CCCCWZ1V V CV CV CCV CCV CCCV CCCCCCWZ1V V CV CV CCV CCV CCCV CCCV CCCCV CCCCCCCCWZ1V V CV CV CCV CCV CCCV CCCV CCCCV CCCCV CCCCCV CCCCCCCCCCWZ1�2WZ=1V WZ1�3WZ=1V (V C)V C2WZ1�4WZ=1V (V C)V C1V C2V C4WZ1�5WZ=1V (V C)V C1V C2V C2V C3V C6WZ1�6WZ=1V (V C)V C1V C2V C2V C3V C3V C4V C8WZ1�7WZ=1V (V C)V C1V C2V C2V C3V C3V C4V C4V C5V C10WZ33 + 3V + 3C3 + 5V + 8C3 + 7V + 15C3 + 9V + 24C3 + 11V + 35CTabla 2.7: Deriva
i�on de longitudes n2, 2 � n � 7.



36 G. Morales-Luna CAP�ITULO 2. GRAM�ATICAS FORMALESS"3 ()( S"3 ) ()(()())S"1 S ()( S"1 S)() S"2 ()(() S"1 )
S"s ()( A"a:4 ()(()() A"a:2( A"a:2 ()(( A"a:3 A ()(()())() S"s ()(()( A"a:2 A(a) (b)Tabla 2.8: Ejemplo de una CEP generada en sendas gram�ati
as equivalentes. (Se indi
a 
on una 
e
ha sobre
u�al s��mbolo variable se apli
a la regla indi
ada por el n�umero de abajo.)La rela
i�on de equivalen
ia es, efe
tivamente, una rela
i�on de equivalen
ia en la 
lase de gram�ati
as 
onun alfabeto terminal �jo.La rela
i�on de subsun
i�on es en efe
to una rela
i�on de orden en el 
o
iente de las gram�ati
as 
on unmismo 
onjunto de s��mbolos terminales partido por la rela
i�on de equivalen
ia.EjemplosPal��ndromasSea G1 = (fs0g; fa; bg; P1; s0) la gram�ati
a 
on produ

iones s0 ! nil jas0ajbs0bObservamos que 
on la apli
a
i�on de 
ada regla,se a~nade un par de s��mbolos, aqu�� iguales, o bien no se a~nade s��mbolo alguno, y el s��mbolo quese a~nade al ini
io se ha de \equilibrar" 
on otro igual al �nal.As�� pues, es muy f�a
il ver que el lenguaje generado por esta gram�ati
a 
onsta de los pal��ndromas de longitudpar sobre (a+ b), L(G1) = f� 2 (a+ b)�jlong(�) � 0 mod 2 & reverso(�) = �g:Sea G2 la gram�ati
a que 
oin
ide 
on G1 salvo en que 
ontiene adem�as las produ

iones s0 ! ajb.Enton
es G2 genera a todos los pal��ndromas en (a+ b)�. G2 subsume a la gram�ati
a G1.Cadenas equilibradas de par�entesisRe
ordamos que las 
adenas equilibradas de par�entesis (CEP) quedan 
ara
terizadas por las siguientesproposi
iones:a) () es una CEP.b) Si E;F son dos CEP's enton
es tanto (E) 
omo EF son CEP's.
) Las CEP's son �uni
amente las 
adenas obtenidas por las reglas anteriores.As�� pues 
onsideremos la gram�ati
a G1 = (fSg; f(; )g; P1; S), donde P1 
onsta de las reglasS ! ()j(S)jSS:De a
uerdo 
on las reglas des
ritas arriba, G1 genera a las CEP's. Por ejemplo, una deriva
i�on de la 
adena()(()()) se muestra en la tabla (2.8-(a)).Consideremos ahora la gram�ati
a G2 
on s��mbolo ini
ial S y produ

ioness) S ! (Aa) A ! )j)Sj)(Aj(AAEsta gram�ati
a tambi�en genera a las 
adenas equilibradas de par�entesis. Tan solo 
omo un ejemplo, semuestra la deriva
i�on de la 
adena anterior en la tabla (2.8-(b)).
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ir, que toda palabra terminal generada en G2 es generada tambi�enen G1, basta observar que para 
ualquier � 2 f(; )g�:i) G2 ` (S �! �) , � es una 
adena de par�entesis equilibrada,ii) G2 ` (A �! �) , 9�1 : � = [�1)℄ y �1 es una 
adena de par�entesis equilibrada, quein
luso puede ser va
��a.De he
ho, estas rela
iones pueden ser demostradas simult�aneamente por indu

i�on en el n�umero de reglasapli
adas en G2 para obtener la palabra �.En efe
to, supongamos que la rela
i�on ii) es verdadera. Enton
es la i) tambi�en lo es, tan solo por laapli
a
i�on de la regla s). Ahora, si � se obtiene de A mediante una sola regla, esta regla ha de ser la a:1) yen este 
aso ii) se 
umple. Si � se obtiene de n+ 1 reglas enton
es la primera regla ha de ser 
ualquiera dea:2); a:3); a:4) las 
uales son 
ongruentes 
on la hip�otesis ii).Ahora, para ver que G2 subsume a G1 hay que ver que toda 
adena generada en G1 es generada tambi�enen G2. Para esto se pro
ede tambi�en por indu

i�on en el n�umero de reglas apli
adas para generar unapalabra terminal �.Si � se obtiene mediante una sola regla en G1, enton
es esa regla ha de ser la 1. y � = (). Una deriva
i�onde ella en G2 es S s! (A a:1! ()Ahora, supongamos que � se obtiene mediante la apli
a
i�on de n+ 1 reglas en G1.Supongamos que la primera es de la forma 2.: S ! (S). Enton
es 9�1 2 CEP tal que � = (�1) y �1 sederiva 
on a lo sumo n apli
a
iones de reglas en G1. Por indu

i�on, tenemos que �1 se deriva en G2 y por larela
i�on ii) tendremos G2 ` [A �! �1)℄, de he
ho, G2 ` [A �! �1A℄. As�� pues, una deriva
i�on de � en G2 esS s! (A �! (�1A a:1! (�1) = �Si la primera regla apli
ada es 3.: S ! SS, enton
es se 
onstruye de manera an�aloga una deriva
i�on enG2.As�� pues, las dos gram�ati
as dadas son equivalentes.2.4 Tipos de gram�ati
asEn el estudio de las gram�ati
as formales y de sus 
orrespondientes lenguajes apare
en varios problemas,entre los que se 
uentan a los siguientes:Problema 2.4.1 (de la Palabra) Dada una gram�ati
a G y una palabra � sobre su alfabeto de s��mbolosterminales, de
idir si a
aso la palabra pertene
e o no al lenguaje generado por G.Problema 2.4.2 (de Deriva
i�on) Dada una gram�ati
a G y una � 2 L(G) en
ontrar una deriva
i�on en Gde � a partir del s��mbolo ini
ial de G.Problema 2.4.3 (Formaliza
i�on de un lenguaje) Dado un lenguaje L en
ontrar una gram�ati
a G talque L(G) = L, es de
ir, tal que genere al lenguaje L.Estos problemas pueden ser muy 
omplejos, e irresolubles, en general, si 
onsideramos 
omo \de
idir"el apli
ar un pro
edimiento efe
tivo, en el sentido de Chur
h, que en un n�umero �nito de transforma
ionessimb�oli
as nos d�e una respuesta positiva o negativa al problema planteado.En toda 
lase de gram�ati
as es de suma importan
ia de
idir la resolubilidad de los anteriores problemasy, en el 
aso de que sean resolubles, 
al
ular la 
omplejidad de los pro
edimientos para resolverlos.En la de�ni
i�on siguiente presentamos algunas 
lases de gram�ati
as, las 
uales 
oin
iden 
on las yapresentadas en la tabla (4).Una gram�ati
a G = (V; T; P; s0) se di
e serirrestri
ta si P � V + � (V [ T )�, es de
ir, las produ

iones de la gram�ati
a tienen 
omo ante
edentespalabras no-va
��as de s��mbolos variables,



38 G. Morales-Luna CAP�ITULO 2. GRAM�ATICAS FORMALESsensible al 
ontexto 
on borro si las produ

iones de la gram�ati
a son de la forma �A� ! ��� , dondeA 2 V y �; �; � 2 (V [ T )�,sensible al 
ontexto si las produ

iones de la gram�ati
a son de una 
ualquiera de las formas siguientes,1. �A� ! ��� , donde A 2 V , �; � 2 (V [ T )� y � 2 (V [ T )+,2. s0 ! nil ,y adem�as s0 no apare
e 
omo 
onse
uente en ninguna produ

i�on,libre de 
ontexto si las produ

iones de la gram�ati
a son de la forma A! �, donde A 2 V y � 2 (V [T )�,LR(k) si la gram�ati
a es libre de 
ontexto y adem�as satisfa
e las restri

iones enun
iadas a 
ontinua
i�on.i) El s��mbolo ini
ial no se deriva de s�� mismo mediante reglas que preserven la longitud de palabrasderivadas.ii) Para 
ualesquiera variables A1; A2 2 V y 
ualesquiera palabras �1; �2; �1; �2 2 (V +T )� y �1; �2 2 T �rige la impli
a
i�on siguiente:S �! �1A1�1 ! �1�1�1S �! �2A2�2 ! �2�2�2�1�1�1jlong(�1�1)+k = �2�2�2jlong(�1�1)+k 9>=>; ) 8<: A1 = A2�1 = �2�1 = �2donde para 
ada palabra � denotamos por �jn al mayor pre�jo de � 
on longitud a lo sumo n.LL(k) si la gram�ati
a es libre de 
ontexto y adem�as satisfa
e la restri

i�on enun
iada a 
ontinua
i�on.Para 
ualquier variable A1 2 V y 
ualesquiera palabras �1; �2; �1; �2 2 (V + T )� y �; �1; �2 2 T � rigela impli
a
i�on siguiente:S �! �A�1 ! ��1�1 �! ��1S �! �A�2 ! ��2�2 �! ��2�1jk = �2jk 9=; ) �1 = �2:Las gram�ati
as del tipo LL(k) o LR(k) se di
en ser gram�ati
as libres de 
ontexto deterministas.lineal si las produ

iones de la gram�ati
a son de la forma A! �B� o A! �, donde A;B 2 V y �; � 2 T �,lateral si las produ

iones de la gram�ati
a son todas de la forma A ! �B o A ! �, donde A;B 2 V y�; � 2 T �, en 
uyo 
aso la gram�ati
a es dere
ha, o bien son todas de la forma A ! B� o A ! �, en
uyo 
aso la gram�ati
a es izquierda.Puede verse que las 
lases de gram�ati
as as�� de�nidas forman una jerarqu��a en el siguiente sentido:lineal dere
hamlineal izquierda 9=; ) lineal ) LR(k) ) LC )SC ) SCB ) tipo 0Cada una de las impli
a
iones mostradas es estri
ta pues sus re
��pro
os no son v�alidos seg�un lo atestiguan
ontraejemplos apropiados que iremos presentando a lo largo de este 
urso.Un lenguaje L se di
e ser del mismo tipo que una gram�ati
a que lo genere.Para 
on
luir esta se

i�on presentamos en la proposi
i�on siguiente una manera de re-es
ribir gram�ati
asque ser�a de utilidad posteriormente.Proposi
i�on 2.4.1 Para toda gram�ati
a G1 = (V1; T1; P1; s01) y exite una gram�ati
a equivalente G2 =(V2; T2; P2; s02), 
on el mismo 
onjunto de s��mbolos terminales T2 = T1, tal que en la nueva gram�ati
a lasprodu

iones son de la forma � ! �, donde � 2 V �2 , y bien � 2 V �2 o bien � 2 T2, es de
ir, 
onsta de un�uni
o s��mbolo terminal. Adem�as, la gram�ati
a G2 es del mismo tipo que la gram�ati
a G1.
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to, dada G1 = (V1; T1; P1; s01), para 
ada s��mbolo terminal t 2 T1, sea vt un nuevo s��mbolovariable. Hagamos V2 = V1 [ fvtjt 2 T1g, s02 = s01 y en el 
onjunto de produ
iones P2 
olo
amos 
adauna de las produ

iones en P1, habiendo sutitu��do toda apari
i�on de 
ara
teres t 2 T1 por sus respe
tivosvt 2 V2, m�as las produ

iones de la forma vt ! t.Por un lado, G1 est�a subsumida por G2 pues toda deriva
i�on en G1 da una deriva
i�on en G2 y, por otrolado, de la observa
i�on (2.3.1) se sigue que G2 est�a subsumida por G1. Es 
laro que la gram�ati
a G2 es delmismo tipo que G1.2.5 Ejer
i
ios1. Para la gram�ati
a G 
uyas produ

iones sonS ! SSjaSbjbSajabjbades
riba al lenguaje generado por G.2. Considere las gram�ati
as G1; G2 
uyas produ

iones sonG1 : S ! nil jAA ! 
AjAdj
jdG2 : S ! nil jAA ! 
Adj
da. Derive, en 
ada una de las gram�ati
as, dos palabras de longitud 4.b. Cal
ule L(G1) y L(G2)3. Considere la gram�ati
a G 
uyas produ

iones sonS ! aBjbaA ! ajaSjbAAB ! bjbSjaBBy la palabra � = a3b2ab3a.a. En
uentre una deriva
i�on diestra de �.b. En
uentre una deriva
i�on siniestra de �.
. Bosqueje un pro
edimiento tal que dada una palabra de
ida si a
aso est�a generada en la gram�ati
a y,en tal 
aso, en
uentre una deriva
i�on diestra.4. Construya una gram�ati
a que genere al lenguajeL = faibj
kj(i 6= j) _ (j 6= k)g:Explique su estrategia.5. Construya una gram�ati
a que genere al lenguajeL = faibjaibj ji; j � 1g:Explique su estrategia.6. Construya una gram�ati
a que genere al lenguajeL = f� 2 (0 + 1)�j� posee el mismo n�umero de 0's y 1'sg:Explique su estrategia.7. Construya una gram�ati
a que genere al lenguajeL = f0m1njm > n � 0g:



40 G. Morales-Luna CAP�ITULO 2. GRAM�ATICAS FORMALESExplique su estrategia.8. Construya una gram�ati
a que genere al lenguajeL = f0n1kj1 � n � 2kg:Explique su estrategia.9. Construya una gram�ati
a que genere al lenguajeL = f0n1m0kjk = n+mg:Explique su estrategia.10. Construya una gram�ati
a que genere al lenguajeL = f1x01y01zjz = xy; x; y � 0g:Explique su estrategia.11. Construya una gram�ati
a libre de 
ontexto que genere a las expresiones aritm�eti
as de C, 
onsiderandolas prioridades usuales.12. Construya una gram�ati
a lineal izquierda que genere al lenguaje 10�.13. Construya una gram�ati
a lineal dere
ha que genere al lenguaje ab� + 
�.14. Dadas dos gram�ati
asG1; G2 
onstruya una gram�ati
a para generar 
ada uno de los siguientes lenguajes:L(G1) [ L(G2); L(G1)L(G2); L(G1)�.Muestre que si ambas gram�ati
as son libres de 
ontexto enton
es tambi�en pueden serlo las gram�ati
as delos anteriores lenguajes.15. Sea G la gram�ati
a 
on produ

ionesS ! Y XY 	 : ini
ioY X ! Y Z 	 : Z es apuntador para dupli
ar,ZX ! XXZZY ! XXY � : dupli
aX ! 1Y ! nil � : termina
i�ony s��mbolo ini
ial S.a) Derive a las palabras 14; 18; 116.b) Demuestre que el lenguaje de la gram�ati
a es f12n jn � 1g.16. Sea G la gram�ati
a 
on produ

ionesS ! 1S ! 1V UZ � : ini
ioUZ ! 11V 1 ! 11C1 ! 11 9=; : termina
i�onUZ ! ACV ZV T ! TCVCT ! ACV 9=; :V A ! TCCA ! ACUC ! V BBC ! CBBV ! CU 9>>>>=>>>>; : transposi
iones1T ! 1V V CU 	 : reitera
i�on
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ial S.a) Derive a las palabras 12; 14; 19; 116.b) Demuestre que el lenguaje de la gram�ati
a es f1n2 jn � 1g.Sugeren
ia: Re
uerde que para todo n � 1, Pni=1(2i� 1) = n2.17. Sea G la gram�ati
a 
on produ

iones1: S ! IMaD ini
io2: Ma ! aaM dupl��quese 
ada a,3: MD ! RD al 
on
luir una vuelta, regr�esese,4: aR ! Ra pros��gase regresando,5: IR ! IM rep��tase el pro
edimiento,6: MD ! T para terminar, supr��mase al delimitador dere-
ho,7: aT ! Ta regr�esese a suprimir el delimitador izquierdo,8: IT ! nil term��nese.y s��mbolo ini
ial S.a. Genere al menos tres palabras en esa gram�ati
a.b) Conjeture 
u�al 
onjunto es L(G) y demuestre su 
onjetura.18. Para 
ada m � 0 
al
ule el n�umero de 
adenas equilibradas de de par�entesis de longitud 4n = 2m.19. Construya todos los �arboles de deriva
i�on de la palabra abababa en la gram�ati
a S ! SbSja.20. Dado un tri�angulo (no-degenerado) su 
entro es el punto donde se 
ruzan las bise
tri
es de 
ada unode los �angulos del tri�angulo.Sea � el pro
edimiento que dado un tri�angulo, une su 
entro 
on 
ada uno de sus v�erti
es de manera queel tri�angulo queda dividido en tres \subtri�angulos".Las triangula
iones de un tri�angulo ini
ial se de�nen 
omo sigue:� El triangulo ini
ial es en s�� una triangula
i�on.� Si T es una triangula
i�on, al elegir un subtri�angulo 
ualquiera de ella y apli
arle el pro
edimiento �se obtiene una nueva triangula
i�on.a. Muestre que un n�umero n es impar si y s�olo existe una triangula
i�on de n subtri�angulos a partir de
ualquier tri�angulo ini
ial.b. Des
riba una gram�ati
a formal que genere al 
onjunto de triangula
iones.
. Cuente el n�umero de triangula
iones.d. Diremos que dos triangula
iones, de un tri�angulo equil�atero, son equivalentes si una se obtiene de laotra mediante una isometr��a del tri�angulo1Para una triangula
i�on dada, 
al
ule el n�umero de triangula
iones que le son equivalentes.2.6 Programas1. Considere la regla de transforma
i�on MAI visto en la se

i�on 1.2.1:1Es de
ir, rota
iones de �3 radianes, re
exiones a lo largo del pie ortogonal en un lado que pasa por el v�erti
e opuesto y
omposi
iones de esas transforma
iones.



42 G. Morales-Luna CAP�ITULO 2. GRAM�ATICAS FORMALESI. �i ! �iaII. m� ! m��III. �iii� ! �a�IV. �aa� ! ��Los 
ara
teres griegos representan a palabras en el alfabeto MAI = fm; a; ig. Laprimera regla di
e que a toda palabra que termina 
on i puede a~nad��rsele una a,la segunda, que toda palabra que 
omien
e 
on m puede repetir su \resto", later
era, que 
ualquier 
adena de tres i-es 
onse
utivas puede 
ambiarse por unaa, y, �nalmante, que 
ualesquiera dos a-es 
onse
utivas pueden ser suprimidas.Si �0 2 MAI �, el �arbol de deriva
i�on de �0 es el �arbol (tal vez in�nito, pero tal que 
ada nodo posee un
onjunto �nito de hijos) ArMAI(�0) 
uyos nodos est�an etiquetados por palabras en MAI � y 
uyas aristas loest�an por las produ

iones I, II., III. o IV. de�nido re
ursivamente 
omo sigue:1. La ra��z de ArMAI(�0) tiene 
omo etiqueta a �0.2. Para 
ada nodo de ArMAI(�0), digamos que etiquetado 
on la palabra �, si no se le puede apli
arninguna produ

i�on a � enton
es este nodo se de
lara 
omo hoja, en otro 
aso,(a) pongamos un 
ontador de hijos h igual a 0, y apliquemos, en tanto sea posible, las reglas siguientesen el orden en que las presentamos:(b) si � termina 
on i, � = �1i, ha
emos h := h+ 1 y le a~nadimos un h-�esimo hijo a � etiquet�andolo
on �1ia, y a la arista que los une 
on I.,(
) si � 
omienza 
onm, � = m�1, ha
emos h := h+1 y le a~nadimos un h-�esimo hijo a � etiquet�andolo
on m�1�1, y a la arista que los une 
on II.,(d) si � 
ontiene la 
adena iii, para 
ada vez que aparez
a esa 
adena, es de
ir siempre que podamoses
ribir � = �1iii�1, ha
emos h := h + 1 y le a~nadimos un h-�esimo hijo a � etiquet�andolo 
on�1a�1, y a la arista que los une 
on III.,(e) si � 
ontiene la 
adena aa, para 
ada vez que aparez
a esa 
adena, es de
ir siempre que podamoses
ribir � = �1aa�1, ha
emos h := h + 1 y le a~nadimos un h-�esimo hijo a � etiquet�andolo 
on�1�1, y a la arista que los une 
on IV.Es
riba un programa que re
iba una 
adena �0 2 MAI � y un n�umero natural n y enliste los n primerosnodos de ArMAI(�0) en un re
orrido \a lo an
ho" (si no los hubiere ha de indi
ar que �este es el 
aso).2. Considere la gram�ati
a del re
uadro siguiente:I. S ! 0AB II. A1 ! SB1III. A0 ! S0B IV. 1B ! 0V. B ! SAVI. B ! 01El �arbol de deriva
i�on de S es el �arbol (tal vez in�nito, pero tal que 
ada nodo posee un 
onjunto �nitode hijos) ArG 
uyos nodos est�an etiquetados por palabras en (S +A+ B + 0 + 1)� y 
uyas aristas lo est�anpor las produ

iones I, II., III., IV., V., VI. de�nido re
ursivamente 
omo sigue:1. La ra��z de ArG tiene 
omo etiqueta a S.2. Para 
ada nodo de ArG, digamos que etiquetado 
on la palabra �, si � 2 (0 + 1)� enton
es este nodose de
lara 
omo hoja, en otro 
aso, se apli
a la produ

i�on que 
orresponda, examinando � por laizquierda y las produ

iones en el orden enlistado.Es
riba un programa que partiendo del s��mbolo ini
ial S y un n�umero natural n, enliste los n primerosnodos de ArG en un re
orrido \a lo an
ho" (si no los hubiere ha de indi
ar que �este es el 
aso). De
ida si ellenguaje de esta gram�ati
a es o no va
��o.3. Siguiendo la idea del algoritmo de Markov mostrado en la se

i�on 1.2.3, dise~ne un algoritmo de Markovpara multipli
ar por el entero 5 n�umeros enteros en binario. Es
riba un programa que re
iba 
omo entrada
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i�on en base 2 de un entero n y muestre visualmente la apli
a
i�on sobre �el del algoritmo que lo\quintupli
a".4. Enumera
i�on 
on representa
i�on en o
tetos: Utili
e la representa
i�on en base 256 = 28 de los n�umerosenteros. Cada d��gito en tal representa
i�on es un byte. Un arreglo de k bytes a = [ak�1; ak�2; : : : ; a1; a0℄,0 � ai � 255 representa al n�umeroma = ak�1256k�1 + ak�2256k�2 + � � �+ a12561 + a0:Imprima a 
ada d��gito ai 
omo una pareja de d��gitos hexade
imales: 00 = 0; : : : ; FF = 255Para un alfabeto � de m 
ara
teres 
onsidere la enumera
i�on 
 : �� ! IN de�nida en la Proposi
i�on2.2.4.Es
riba sendos programas para los problemas siguientes:1. Dada m y una 
adena � 2 ��, 
al
ule 
(�) y lo exprese representado en o
tetos.2. Dada m y un n�umero entero x representado en o
tetos, 
al
ule � 2 �� tal que x = 
(�).5. Sea A = fa1; : : : ; ang un 
onjunto de n elementos. Para 
ada rela
i�on binaria R � A�A, 
onsideremosla matriz MR = (mij)i;j�n 2 f0; 1gn�n, llamada de adya
en
ia, tal que8i; j � n : mij = � 1 si R(ai; aj),0 en otro 
aso.Es
riba un programa que dados n 2 IN y una matriz M 2 f0; 1gn�n de
ida (de manera efe
tiva ye�
iente) si la rela
i�on R 
uya matriz de adya
en
ia es M es:1. re
exiva,2. sim�etri
a,3. antisim�etri
a,4. transitiva,5. de equivalen
ia,6. de orden.De la eviden
ia que d�e este programa, 
onjeture 
u�antas rela
iones que sean a la vez re
exivas, sim�etri
as,antisim�etri
as y transitivas puede haber en un 
onjunto de n elementos. Demuestre que su 
onjetura es
orre
ta.6. Experimento de 
onteo a la Monte Carlo de rela
iones de equivalen
ia: Es
riba un programa que dadon, genere de manera aleatoria una rela
i�on que sea a la vez re
exiva y sim�etri
a.Es
riba un programa que dados n y k, reali
e k ve
es el experimento siguiente: Genera de maneraaleatoria una rela
i�on que sea a la vez re
exiva y sim�etri
a. Si �esta fuese tambi�en transitiva in
rementa un
ontador. Luego de las k repeti
iones, el programa ha de 
al
ular la raz�on del 
ontador entre k.>A 
u�ales valores, en fun
i�on de n, esperar��a usted que 
onverjan esas razones, 
uando k se in
rementaarbitrariamente?Pruebe este programa para valores de n entre 20 y 100 y de k no menor que 105.7. Experimento de 
onteo a la Monte Carlo de rela
iones de orden: Es
riba un programa que dado n,genere de manera aleatoria una rela
i�on que sea a la vez re
exiva y antisim�etri
a.Es
riba un programa que dados n y k, reali
e k ve
es el experimento siguiente: Genera de maneraaleatoria una rela
i�on que sea a la vez re
exiva y antisim�etri
a. Si �esta fuese tambi�en transitiva in
rementaun 
ontador. Luego de las k repeti
iones, el programa ha de 
al
ular la raz�on del 
ontador entre k.>A 
u�ales valores, en fun
i�on de n, esperar��a usted que 
onverjan esas razones, 
uando k se in
rementaarbitrariamente?Pruebe este programa para valores de n entre 20 y 100 y de k no menor que 105.
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riba un programa que dado n, genere de manera aleatoria una rela
i�on de equivalen
ia en un 
onjuntoA de n elementos. Para 
ada tal rela
i�on R, des
riba al 
o
iente A=R y 
al
ule el ��ndi
e de R.Repita este experimento y gra�que una tabla de fre
uen
ias 
onsiderando los ��ndi
es.9. Es
riba un programa que dado n, genere de manera aleatoria una rela
i�on de orden en un 
onjunto Ade n elementos. Para 
ada tal rela
i�on R, dibuje a su gr�a�
a dirigida G(A;R): los nodos son los elementosde A y entre dos nodos x; y, x 6= y, habr�a una arista de x a y si xRy y no hay un ter
er elemento z tal quexRz y zRy.10. Sea � un alfabeto. Considere la rela
i�on de orden:Pre�jo: Una palabra es menor que otra si es un pre�jo de ella. 8�1; �2 2 ��:�1 �pre �2 , 9� 2 �� : �2 = �1�:Es
riba programas para resolver 
ada uno de los problemas siguientes:1. Dadas dos palabras �1; �2 de
ida si a
aso una es menor que la otra.2. Para un 
onjunto dado de palabras S = f�ig1�i�m 
al
ule la matriz de orden M = (mij)i;j�n:mij = 1, �i � �j .Una 
adena es un sub
onjunto ordenado linealmente, es de
ir, 
ualesquiera dos elementos de ella se
omparan entre s��. La 
adena es maximal si no est�a 
ontenida propiamente en ninguna otra.En este 
aso en
uentre todas las 
adenas maximales posibles.11. Sea � un alfabeto. Considere la rela
i�on de orden:Monoton��a: Una palabra es menor que otra si todos sus s��mbolos apare
en, en el mismo orden, en ella.8�1 = s11 � � � s1k1 ; �2 = s21 � � � s2k2 2 ��:�1 �mon �2 , 9� : [1; k1℄! [2; k2℄ 
re
iente ;8j � k1 : s1j = s2�(j):Es
riba programas para resolver 
ada uno de los problemas siguientes:1. Dadas dos palabras �1; �2 de
ida si a
aso una es menor que la otra.2. Para un 
onjunto dado de palabras S = f�ig1�i�m 
al
ule la matriz de orden M = (mij)i;j�n:mij = 1, �i � �j .En
uentre todas las 
adenas maximales posibles.12. Sea A = fa1; : : : ; ang un 
onjunto de n elementos. Para 
ada opera
i�on binaria � : A � A ! A,
onsideremos su tabla de multipli
a
i�on M = (mij)i;j�n 2 [[1; n℄℄n�n, tal que8i; j � n : amij = ai � ajEs
riba un programa que dados n 2 IN y una matrizM 2 [[1; n℄℄n�n de
ida (de manera efe
tiva y e�
iente)si la opera
i�on 
uya tabla de multipli
a
i�on es M es:1. 
onmutativa,2. posee una unidad dere
ha,3. posee una unidad izquierda,4. aso
iativa,5. dado que existe una unidad, de
idir si 
ada elemento posee un inverso,6. un monoide,



2.6. PROGRAMAS G. Morales-Luna 457. un grupo.13. Consideraremos 
onjuntos A = fa1; : : : ; ang de n elementos 
on una opera
i�on binaria � : A � A !A, dada por su tabla de multipli
a
i�on M = (mij)i;j�n 2 [[1; n℄℄n�n en los que se de�ne una rela
i�on deequivalen
ia mediante su matriz de adya
en
ia, R 2 f0; 1gn�n.Es
riba un programa que dados n 2 IN , una tabla de multipli
a
i�on M 2 [[1; n℄℄n�n y una equivalen
iaR 2 f0; 1gn�n de
ida (de manera efe
tiva y e�
iente) si la equivalen
ia es 
ongruente 
on la multipli
a
i�on.En tal 
aso, 
al
ule la tabla de multipli
a
i�on del 
o
iente A=R.Sugeren
ia: Ejempli�que 
onsiderando dos n�umeros primos p; q. Haga n = p � q. Considere la opera
i�on(i; j) 7! (i � 1)(j � 1) mod n + 1 y la rela
i�on iRj , i � j mod p. Ejempli�que tambi�en 
onsiderando latabla de mutipli
a
i�on del grupo de permuta
iones Sk, 
on k! elementos. Considere 
omo rela
i�on �R si ys�olo si la 
omposi
i�on �Æ es una permuta
i�on par. (Revise un libro de Algebra Moderna, si fuera ne
esario,para a
larar la terminolog��a que uso.)14. Produ
to de monoides: Dados dos monoides A1 = (A1; �1; u1) y A2 = (A2; �2; u2) el monomio produ
tode ellos dos es A3 = (A3; �3; u3), donde A3 = A1�A2, la opera
i�on est�a de�nida \
omponente-a-
omponente"�3 : ((x11; x12) ; (x21; x22)) 7! (x11; x12) �3 (x21; x22) = (x11 �1 x21; x12 �2 x22)y u3 = (u1; u2). Si n1 es el n�umero de elementos en A1 y n2 el de A2 enton
es su produ
to tendr�an3 = n1n2 elementos. Enumeremos a los elementos de A3 
omo (ak3)n3k=1, donde 8i; j : a�(i;j) 3 = (ai1; aj2),y � : (i; j) 7! (i� 1)n2 + j.Es
riba un programa que dados dos monoidesA1, A2 
on sendas tablas de multipli
a
i�onM1 2 [[1; n1℄℄n1�n1 ,M2 2 [[1; n2℄℄n2�n2 , es
riba la tabla de multipli
a
i�on del produ
to A3, de a
uerdo 
on la enumera
i�on �.15. Homomor�smo de monoides: Es
riba un programa que dados dos monoides A1, A2 
on sendas tablas demultipli
a
i�on M1 2 [[1; n1℄℄n1�n1 , M2 2 [[1; n2℄℄n2�n2 , de
ida si existe o no un homomor�smo � : A1 ! A2.En 
aso de que exista, lo
ali
e un homomor�smo, y de he
ho a todos los posibles homomor�smos.16. Sea Zm el anillo de enteros m�odulo m. Sea Matn�n(Zm) el 
onjunto de matri
es n � n 
on entradasen Zm. Con la multipli
a
i�on de matri
es, Matn�n(Zm) forma un monoide. Si A;B 2 Matn�n(Zm) son dosmatri
es, 
ualquier palabra � 2 (A+B)� determina una matriz en Matn�n(Zm), a saber, la que se obtieneal interpretar la 
onjun
i�on de dos s��mbolos 
omo el produ
to de matri
es. Introduz
amos la rela
i�on deequivalen
ia en (A+B)� siguiente:� � � , � = � vistas 
omo matri
es en Matn�n(Zm):El 
o
iente (A+ B)�= � resulta ser un submonoide de Matn�n(Zm).Es
riba un programa que dados m y n y dos matri
es A;B 2 Matn�n(Zm) 
al
ule a los elementos en(A+B)�= � y a su tabla de multipli
a
i�on.17. Dada una palabra � 2 �, un per��odo es un pre�jo � de � tal que � es un pre�jo de alguna poten
ia de� , es de
ir, � �pre �k para alguna k.Es
riba un programa que dada una palabra � 
al
ule todos sus per��odos y es
riba una lista de laslongitudes de los per��odos.18. Una palabra � 2 � se di
e ser libre-de-
uadrados si no 
ontiene ning�un en�jo de la forma �� , 
on� 6= nil .Es
riba un programa que dados n y m es
riba una lista de todas las palabras de longitud a lo sumo nque est�an libres de 
uadrados sobre el alfabeto de m s��mbolos fa; b; 
; :::;m-�esima letrag.19. Sea A1 = (a+ b) el alfabeto 
onsistente de dos s��mbolos, y sea A = A1 \A21 \A31 el lenguaje 
onsistentede las 14 palabras de longitud a lo m�as 3 sobre A1.1. Es
riba un programa que dados n y un sub
onjunto no va
��o X � A enliste al 
onjunto Xn 
onformadopor las palabras de longitud a lo m�as n formadas al 
on
atenar part��
ulas en X .2. Para 
ada n de�na la rela
i�on de equivalen
ia: X �n Y , Xn = Yn.Es
riba un programa que dado n es
riba la matriz de adya
en
ia de �n.
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en 
onjugadas si existe una ter
er palabra � tal que �� = �� . Esta rela
i�on esde equivalen
ia.Es
riba un programa que dadosm y n d�e las 
lases de equivalen
ia de la rela
i�on de 
onjuga
i�on restringidaa las palabras de longitud n sobre un alfabeto de m s��mbolos.Conjeture 
u�antas 
lases ha de haber, en t�erminos de m y n.21. Es
riba un programa que dados m, y dos palabras � y � , sobre un alfabeto de m s��mbolos, donde� ante
ede a � en el orden lexi
ogr�a�
o, 
al
ule 
u�antas palabras est�an entre � y � (
ontando a � peroex
luyendo a �, seg�un ese orden).22. Deriva
i�on guiada en gram�ati
as formales: Es
riba un programa que dada una gram�ati
a formalG = (V; T; P; s0) le permita a un usuario derivar de manera intera
tiva palabras, sele

ionando produ

ionesa apli
arse en part��
ulas de la palabra a
tual.En otras palabras, divida la pantalla en dos se
tores, en 
ada uno de los 
uales ha de poder ha
erse\s
rolling". En el primero se muestra las produ

iones enumeradas. En el segundo se deriva palabras. Lapalabra a
tual es la �ultima l��nea de este segundo se
tor. El usuario ha de \remar
ar" una part��
ula en lapalabra a
tual, ha de indi
ar 
u�al produ

i�on quiere apli
ar y el programa apli
ar�a esa produ

i�on dejandoel resultado 
omo palabra a
tual.23. Problema de la palabra en gram�ati
as libres de 
ontexto: Es
riba un programa que resuelva el Problemade la palabra en gram�ati
as libres de 
ontexto, bus
ando deriva
iones siniestras (\leftmost").Para una gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; s0) y una palabra dada � de
ida si a
aso � 2 L(G).Si �0 = �A�1 es una palabra que posee un pre�jo 
om�un 
on �, � , 
onsistente de s��mbolos terminalesy A es un s��mbolo variable, enton
es vea 
u�ales produ

iones 
on ante
edente A tienen 
onse
uentes que\empaten" 
on �. Opte por las primeras. Pro
eda de esta forma hasta re
ono
er a �. Si fallara enton
esreali
e \ba
ktra
king" 
onsiderando otras produ

iones que empaten 
on �.24. Dise~ne una gram�ati
a que genere al lenguajeLPoten
iasDeDos = f12n jn � 0g:Es
riba un programa que dado n muestre visualmente la manera en la que hay que apli
ar las reglas paragenerar 12n .25. Dise~ne una gram�ati
a que genere al lenguajeLCuadrados = f1n2 jn � 2g:Es
riba un programa que dado n muestre visualmente la manera en la que hay que apli
ar las reglas paragenerar 1n2 .Sugeren
ia: Observe que para todo n � 0 : (n+ 1)2 = n2 + 2n+ 1.26. Dise~ne una gram�ati
a que genere al lenguajeLijij = faibjaibj ji; j � 1g:Es
riba un programa que dados i; j muestre visualmente la manera en la que hay que apli
ar las reglas paragenerar aibjaibj .27. Considere a la gram�ati
a 
on produ

ionesS ! DAI ja ; D ! Sjd ; A! Sja ; I ! SjiEs
riba un programa que dado n � 0 genere una palabra terminal de longitud 2n+ 1.Es
riba un programa que dado n � 0 
uente el n�umero total de deriva
iones posibles para arribar a unapalabra de longitud 2n+ 1.28. Cuenta de palabras en gram�ati
as libres de 
ontexto: Es
riba un programa que para una gram�ati
a librede 
ontexto G = (V; T; P; s0) y para un n�umero n 
uente 
u�antas palabras de longitud n se derivan en G.



Cap��tulo 3Aut�omatas �nitos y expresionesregulares3.1 M�aquinas se
uen
iales3.1.1 M�aquinas de MealyUna m�aquina de Mealy es una estru
tura de la formaMMe = (Q;Ent ;Sal ; tran; res; q0)donde Q : es el 
onjunto de estados,Ent : es el alfabeto de entrada,Sal : es el alfabeto de salida,tran : Q� Ent ! Q; es la fun
i�on de transi
i�on,res : Q� Ent ! Sal ; es la fun
i�on de respuesta, yq0 2 Q : es el estado ini
ial.La sem�anti
a pro
edimental de la m�aquina de Mealy es la siguiente:Al ini
io de 
ualquier 
omputa
i�on, la m�aquina se en
uentra en el estado q0. Posteriormente,
uando la m�aquina se en
uentra en un estado q 2 Q, y re
ibe una literal de entrada e 2 Ent ,enton
es emite el s��mbolo de salida s = res(q; e) y transita al nuevo estado p = tran(q; e).Gr�a�
amente, representamos esto de la siguiente manera:-"!# q0 "!# q R"!# pe=s
q0 es el estado ini
ial. Si se est�a en q y llega e enton
es se emite s = res(q; e)y se transita a p = tran(q; e).Ejemplos1. Residuos m�odulo 4: Si n 2 IN enton
es n1 = 1(n) es la representa
i�on unaria de n.Presentaremos una m�aquina que 
al
ula el residuo m�odulo 4, de una 
adena de 1's, 
uando se ve a esa
adena 
omo la representa
i�on unaria de un n�umero no-negativo.47
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R

1/2
"!# q2I 1/3"!# q3

I
1/0 tran 1q0 q1q1 q2q2 q3q3 q0 res 1q0 1q1 2q2 3q3 0(a) (b)Figura 3.1: M�aquina de Mealy para el 
�al
ulo de residuos m�odulo 4 en representa
i�on unaria.Representamos gr�a�
amente a la m�aquina en la �gura (3.1-a).Esta m�aquina es Mmod 4 = (fq0; q1; q2; q3g; f1g; f0; 1; 2; 3g; tran; res ; q0) donde las fun
iones tran y resest�an dadas 
omo sendas tablas en la �gura (3.1-b).Aqu�� se puede 
onfundir el 
onjunto de estados 
on el alfabeto de salida de manera muy natural: eli-�esimo estado es un i-�esimo s��mbolo de salida.2. Repeti
i�on �nal de un mismo s��mbolo: Construyamos una m�aquina de Mealy que re
onoz
a a laspalabras en (0+1) que terminan 
on la repeti
i�on de un mismo s��mbolo. Es de
ir, que re
onoz
a a palabrasen el alfabeto L = (0 + 1)�(00 + 11). Gr�a�
amente, presentamos a la m�aquina en la �gura (3.2).La interpreta
i�on de 
ada estado es natural:q0 : estado ini
ial,p0 : estado de \haber llegado un 0",p1 : estado de \haber llegado un 1".Se tiene una respuesta a�rmativa 
u�ando se permane
e en un mismo estado.Las 
omponentes de la m�aquina son pues Q = fq0; p0; p1g, Ent = f0; 1g, Sal = fn; sg ytran 0 1q0 p0 p1p0 p0 p1p1 p0 p1 res 0 1q0 n np0 s np1 n s3. M�aquina expendedora de golosinas: Consideremos una m�aquina expendedora de golosinas, de $4pesos 
ada una, que re
ibe monedas de $1, $2, $5 y $10 pesos. Supongamos que la m�aquina fun
iona bajolos siguientes supuestos:� el 
osto de las golosinas puede 
ubrirse 
on 
ualquier 
ombina
i�on de monedas a
eptables,� la m�aquina s�olo da 
ambio en monedas de $1 peso, las 
uales est�an alma
enadas en una al
an
��a. Si nopuede dar 
ambio, es de
ir, si el 
ontenido de la al
an
��a no es su�
iente, regresa la moneda insertada,y
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-"!# q0 ��������*0/nHHHHHHHHj1/n

"!# p0 �� ��0/s
R

1/n
"!# p1 �� ��1/s
I

0/s
Figura 3.2: M�aquina de Mealy para re
ono
er palabras que terminan 
on un s��mbolo repetido.� s�olo se puede insertar monedas en orden inverso a su denomina
i�on.Codi�quemos el fun
ionamiento de la m�aquina 
on los 
onjuntos siguientes:� Monedas a insertarse: m0 : ninguna moneda se inserta,m1 : moneda de un peso,m2 : moneda de dos pesos,m5 : moneda de 
in
o pesos,m10 : moneda de diez pesos.� Respuestas de la m�aquina: s0 : 
ontin�ua sin m�as,s1 : entrega una golosina,s2 : da un peso de 
ambio,s3 : devuelve la moneda insertada.� Estados de la m�aquina: q0 : estado ini
ial;8i 2 [0; 5℄ : ai : resta por devolver i pesos,8j 2 [1; 2℄ : bi : falta por pagar j pesos 
uando se ini
i�o el pago 
on $2,8k 2 [1; 3℄ : 
i : falta por pagar k pesos 
uando se ini
i�o el pago 
on $1.� Dep�osito en la al
an
��a: 8i 2 [1; 6℄ : pi : NO al
anza a haber i pesos,p7 : al menos hay $6 pesos.La m�aquina de Mealy que modela el fun
ionamiento de la m�aquina expendedora tiene 
omo alfabetode entrada el produ
to 
artesiano del 
onjunto de monedas a
eptables 
on el 
onjunto que 
odi�
a a losdep�ositos de la al
an
��a. Hay pues 5 � 7 = 35 s��mbolos de entrada m�p� . El alfabeto de salida est�a dadopor las 4 posibles respuestas que da la m�aquina expendedora. Hay 1 + 6 + 2 + 3 = 12 estados.A grandes rasgos las transi
iones se de�nen 
omo se muestra en las tablas (3.1) y (3.2).
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8j � 6 :tran(q0;m10pj) = q0res(q0;m10pj) = s3 si se inserta una moneda de $10 pesos y no hay
ambio su�
iente, se devuelve la moneda y se reini-
ia el pro
eso,tran(q0;m10p7) = a5res(q0;m10p7) = s2 ya que lo hay, pro
�edase a dar 
ambio,8k = 5; 4; 3; 2; 1 :tran(ak;m0P ) = ak�1res(ak;m0P ) = s2 para P = pj , 
ualquiera que sea j, 
ontin�uese de-volviendo un peso hasta 
ompletar el 
ambio.Obs�ervese que aqu��, en prin
ipio, puede haber
ombina
iones (ak; pj) 
ontradi
torias. Sin em-bargo, la interpreta
i�on que se est�a 
onstruyendoex
luye que aparez
an esas in
onsisten
ias.tran(a0;m0P ) = q0res(a0;m0P ) = s1 al terminar de dar el 
ambio, se entrega la golosinay se reini
ia el pro
eso.Tabla 3.1: Transi
iones y repuestas de la m�aquina expendedora.

tran(q0;m5p1) = q0res(q0;m5p1) = s3 si se inserta una moneda de $5 pesos y no hay 
am-bio, se devuelve la moneda y se reini
ia el pro
eso,tran(q0;m5P ) = a0res(q0;m5P ) = s2 si hay monedas en la al
an
��a, i.e. P 6= p1, en-ton
es se da el peso de 
ambio,tran(q0;m2P ) = b2res(q0;m2P ) = s0 se insertan $2 pesos y se espera a 
ompletar elimporte de $4 pesos,tran(b2;m2P ) = q0res(b2;m2P ) = s1 habi�endose 
ompletado el 
osto de la golosina, selo entrega y se reini
ia el pro
eso,tran(b2;m1P ) = 
1res(b2;m1P ) = s0 se inserta un peso m�as y hay que esperar a quellegue el �ultimo,tran(b2;MP ) = b2res(b2;MP ) = s3 si llega una moneda 
on denomina
i�on mayorM =m5;m10 enton
es se la devuelve y se 
ontin�ua laespera,tran(q0;m1P ) = 
3res(q0;m1P ) = s0 si se ini
ia el pago 
on una moneda de un peso hyaque esperar los otros tres pesos,8k = 3; 2; 1 :tran(
k;m1P ) = 
k�1res(
k;m1P ) = s0 se 
ontin�ua el pago, re
ibiendo un peso a la vez.Aqu�� 
0 = a0. Si se re
ibe monedas de mayordenomina
i�on, se develve �estas.
ualquier otra posibilidad (Estado,Entrada) es in-
onsistente e inal
anzable en la m�aquina.Tabla 3.2: Transi
iones y repuestas de la m�aquina expendedora (
ont).



3.1. M�AQUINAS SECUENCIALES G. Morales-Luna 51-"!# q0 : 0�� ��0 R1I 1"!# q1 : 1 R0I 0"!# q2 : 2 �� ��0
Figura 3.3: M�aquina de Moore para 
al
ular 
ongruen
ias m�odulo 3 de n�umeros dados en binario.3.1.2 M�aquinas de MooreUna m�aquina de Moore es similar a una de Mealy, salvo en que la respuesta s�olo depende del estado a
tualde la m�aquina y es independiente de la entrada. Pre
isamente, una m�aquina de Moore es una estru
tura dela forma MMo = (Q;Ent ;Sal ; tran; res ; q0)donde Q : es el 
onjunto de estados,Ent : es el alfabeto de entrada,Sal : es el alfabeto de salida,tran : Q� Ent ! Q; es la fun
i�on de transi
i�on,res : Q! Sal ; es la fun
i�on de respuesta,q0 2 Q : es el estado ini
ial.La sem�anti
a pro
edimental de la m�aquina de Moore es la siguiente:Al ini
io de 
ualquier 
omputa
i�on, la m�aquina se en
uentra en el estado q0. Posteriormente,
uando la m�aquina se en
uentra en un estado q 2 Q, y re
ibe una literal de entrada e 2 Ent ,enton
es transita al nuevo estado p = tran(q; e) y emite el s��mbolo de salida s = res(p).Ejemplos1. Congruen
ias m�odulo 3: Supongamos que se da un n�umero n 2 IN en su representa
i�on binaria yse quiere 
al
ular su residuo m�odulo 3.Consideremos la m�aquina 
uya representa
i�on gr�a�
a se muestra en la �gura (3.3).Las fun
iones de transi
i�on y de respuesta quedan espe
i�
adas de manera tabular 
omo sigue:tran 0 1q0 q0 q1q1 q2 q0q2 q1 q2 resq0 0q1 1q2 2Por indu

i�on en la longitud n de 
ualquier palabra � 2 (0 + 1)�, que sea la representa
i�on en binario deun n�umero x� se puede ver que la respuesta �nal obtenida al apli
ar � es x� mod 3.En efe
to, para n = 1, 
on las palabras '0' y '1' se tiene las respuestas 
orre
tas 0 y 1. Sea n > 0.Supongamos que para una palabra �, de longitud n�1, se tiene 
omo respuesta �nal i, donde x � i mod 3 yx es el n�umero representado en binario por �. Para s 2 (0+ 1) el n�umero representado por la 
on
atena
i�onde � 
on s, �s es 2x+ s, el 
ual es 
ongruente m�odulo 3 
on 2i+ s mod 3. Al tabular estos �ultimos valoresse tiene ins 0 10 0 11 2 02 1 2
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MMo10mod 5 : tran 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9q0 q0 q1 q2 q3 q4 q0 q1 q2 q3 q4q1 q0 q1 q2 q3 q4 q0 q1 q2 q3 q4q2 q0 q1 q2 q3 q4 q0 q1 q2 q3 q4q3 q0 q1 q2 q3 q4 q0 q1 q2 q3 q4q4 q0 q1 q2 q3 q4 q0 q1 q2 q3 q4
MMo10mod 7 : tran 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9q0 q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q0 q1 q2q1 q3 q4 q5 q6 q0 q1 q2 q3 q4 q5q2 q6 q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q0 q1q3 q2 q3 q4 q5 q6 q0 q1 q2 q3 q4q4 q5 q6 q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q0q5 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q0 q1 q2 q3q6 q4 q5 q6 q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6
MMo10mod 13 :

tran 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9q0 q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9q1 qA qB qC q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6q2 q7 q8 q9 qA qB qC q0 q1 q2 q3q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 qA qB qC q0q4 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 qAq5 qB qC q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7q6 q8 q9 qA qB qC q0 q1 q2 q3 q4q7 q5 q6 q7 q8 q9 qA qB qC q0 q1q8 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 qA qBq9 qC q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8qA q9 qA qB qC q0 q1 q2 q3 q4 q5qB q6 q7 q8 q9 qA qB qC q0 q1 q2qC q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 qA qB qCTabla 3.3: C�al
ulo de residuos m�odulo 5, 7 y 13 en nota
i�on de
imal.lo que 
orresponde naturalmente a la tabla de transi
iones del aut�omata 
onstru��do.De he
ho, �este es un 
aso parti
ular del siguiente ejemplo m�as general: Sea n > 1 una base de repre-senta
i�on de n�umeros naturales y sea k > 0 un n�umero natural. Sea MMonmod k la m�aquina de Moore talque� posee n s��mbolos de entrada f0; : : : ; n� 1g,� posee k estados fq0; : : : ; qk�1g, y k s��mbolos de salida, uno por 
ada estado.� tiene 
omo transi
i�on a la fun
i�on (qi; s) 7! q(i�n) mod k, y� tiene 
omo respuesta qi 7! i.Enton
es MMonmod k 
al
ula el residuo m�odulo k de 
ualquier n�umero en base n. En la tabla (3.3)presentamos las tablas de transi
i�on de las m�aquinas MMo10mod k, para k = 5; 7; 13. El le
tor no ha de tenerdi�
ultad en visualizar, a partir de esos ejemplos, las transi
iones de 
ualquier m�aquina MMonmod k.2. Problema de botes: Supongamos dados k > 1 botes. Para 
ada i � k, sea 
i 2 IN la 
apa
idad,en litros, del i-�esimo bote. Los botes pueden ser llenados de agua o bien ser va
iados de a
uerdo 
on lassiguientes reglas:
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��ese el i-�esimo bote,Mi1i2 : vi�ertase el 
ontenido del i1-�esimo bote en el i2-�esimo hasta que aquel se va
��e o �este se llene.Si se 
onsidera a los dos primeros botes 
omo distinguidos, se trata de 
ara
terizar a las 
antidades deagua \
onstru
tibles" 
omo suma de los 
ontenidos de esos dos primeros botes.Sean pues Estados : Q = fx = (x1; : : : ; xk)j8i � k : 0 � xi � 
igEntradas : Ent = fLi; Vigi�k [ fMi1i2gi1i2�k;i1 6=i2Salidas : Sal = [0; 
1 + 
2℄Las transi
iones quedan 
ara
terizadas de la siguiente forma:8i � n : tran(x; Li) = y donde 8j : yj = � 
i si j = i,xj en otro 
aso.8i � n : tran(x; Vi) = y donde 8j : yj = � 0 si j = i,xj en otro 
aso.8i1; i2 � n : tran(x;Mi1i2) = y donde 8j : 8>>>><>>>>: j 6= i1; i2 ) yj = xjj = i1 ) yi1 = � 0 si xi1 � 
i2 � xi2 ,xi1 + xi2 � 
i2 en otro 
aso.j = i2 ) yi2 = � xi1 + xi2 si xi1 � 
i2 � xi2 ,
i2 en otro 
aso.La respuesta es la fun
i�on res : x 7! x1 + x2.3.1.3 Equivalen
ia e indistinguibilidadSea M = (Q;Ent ;Sal ; tran; res ; q0) una m�aquina, ya sea de Mealy o de Moore. Extendemos la fun
i�on detransi
i�on tran : Q� Ent ! Q a una fun
i�on tran� : Q� Ent� ! Q, ha
iendo, para 
ada estado q 2 Q:tran�(q;nil) = q;8� 2 Ent�; s 2 Ent : tran�(q; �s) = tran(tran�(q; �); s)As�� pues, para 
ada palabra �, tran�(q; �) es el estado al que se llega 
uando, a partir del estado q, se vaapli
ando, uno a uno, 
ada uno de los s��mbolos de �, de izquierda a dere
ha.De manera similar se puede extender la fun
i�on de respuesta a todo el di

ionario Ent�.Si M es una m�aquina de Mealy, de�nimos res� : Q� Ent� ! Sal�, ha
iendo, para 
ada estado q 2 Q ypara 
ada palabra � 2 Ent�, res�(q; �) = � 2 Sal� donde,� = nil ) � = nil ;� = s1 � � � sk ) � = t1 � � � tk 
on t1 = res(q; s1) ; q1 = tran(q; s1)t2 = res(q1; s2) ; q2 = tran(q1; s2)... ... ; ... ...tk = res(qk�1; sk) ; qk = tran(qk�1; sk)en otras palabras, se tiene res�(q;nil) = nil ;8� 2 Ent�; s 2 Ent : res�(q; �s) = res�(q; �)res(tran�(q; �); s)Si M es una m�aquina de Moore, la fun
i�on de respuesta res� : Q�Ent� ! Sal� depende �uni
amente delestado visitado: para 
ada estado q 2 Q res�(q;nil) = nil ;8� 2 Ent�; s 2 Ent : res�(q; �s) = res�(q; �)res(trans�(q; �))



54 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESEn 
ualquier 
aso, sea en m�aquinas de Mealy o de Moore, la fun
i�on trad : � 7! res�(q0; �), donde q0es el estado ini
ial, es la fun
i�on de tradu

i�on que realiza la m�aquina. Por las sem�anti
as pro
edimentalesintrodu
idas, se tiene que 8�: long(trad(�)) = long(�).Dos m�aquinas M y N se di
en ser equivalentes, M � N , si tradM = tradN . En otras palabras, dosm�aquinas son equivalentes si ambas tradu
en de id�enti
a manera a 
ualquier palabra de entrada.Ya que las m�aquinas de Moore son 
asos parti
ulares de las m�aquinas de Mealy, se tiene que toda m�aquinade Moore es equivalente a una de Mealy. Veamos que el re
��pro
o tambi�en se 
umple:Proposi
i�on 3.1.1 Toda m�aquina de Mealy es equivalente a una de Moore: Para 
ada m�aquina de MealyMMe = (Q;Ent ;Sal ; tran; res ; q0) existe una m�aquina de Moore MMo = (Q0;Ent ;Sal ; tran 0; res 0; q00) tal queMMe � MMo.En efe
to, dada una m�aquina de Mealy MMe = (Q;Ent ;Sal ; tran; res ; q0), reali
emos la siguiente 
ons-tru

i�on:estados: sea Q0 = Q � Sal [ f(q0;nil)g. Se \desdobla" 
ada estado "viejo" q 2 Q en 
ard(Sal) estados\nuevos" de la forma (q; t), t 2 Sal ;transi
i�on: sea tran 0 : ((q; t); e) 7! (tran(t; e); res(t; e)), donde tran y res son las fun
iones de transi
i�on yde respuesta \viejas";respuesta: sea res 0 : (q; t) 7! t; yestado ini
ial: sea q00 = (q0;nil).Se ve dire
tamente que la m�aquina de Moore 
onstruida es equivalente a la de Mealy dada.EjemploConsideremos la m�aquina de Mealy del ejemplo 2. anterior que \re
ono
e a repeti
iones �nales de unmismo s��mbolo en f0 + 1g". Ah��, la m�aquina tiene transi
i�on y respuesta,trans 0 1q0 p0 p1p0 p0 p1p1 p0 p1 res 0 1q0 n np0 s np1 n sLa m�aquina de Moore equivalente 
onsiste de 7 = 1 + 6 estadosq0nil ; q0n; p0n; p1n; q0s; p0s; p1sy sus 
orrespondientes transi
i�on y respuesta sontrans 0 0 1q0nil p0n p1nq0n p0n p1np0n p0s p1np1n p0n p1sq0s p0n p1np0s p0s p1np1s p0n p1s
res 0q0nil nilq0n np0n np1n nq0s sp0s sp1s sObservamos aqu�� que los estados q0nil ; q0n; q0s no apare
en en la imagen de la fun
i�on de transi
i�onnueva. Por tanto, los restantes 
uatro estados, junto 
on el ini
ial, de�nen una m�aquina de Moore de 5estados equivalente a la m�aquina de Mealy dada.En lo que resta de esta se

i�on, 
onsideraremos �uni
amente m�aquinas de Moore.



3.1. M�AQUINAS SECUENCIALES G. Morales-Luna 55SeaMMo = (Q;Ent ;Sal ; tran; res ; q0) una m�aquina de Moore. Se di
e queMMo es unam�aquina-(n;m; k)si n = 
ard(Q) es el n�umero de estados, m = 
ard(Ent) es el n�umero de s��mbolos de entrada y k = 
ard(Sal)es el n�umero de s��mbolos de salida, que son efe
tivamente asumidos bajo la fun
i�on de respuesta res.Sea fMMo = res Æ tran� la fun
i�on que, para un estado q y una palabra �, da el �ultimo s��mbolo derespuesta 
uando se apli
a � a partir de q.Diremos que dos estados q1, q2 son indistinguibles, q1 �Ind q2, si para 
ualquier palabra � 2 Ent� se tienef(q1; �) = f(q2; �). Intuitivamente, dos estados son indistinguibles si no se los puede distinguir mediante unasu
esi�on de est��mulos, pues ambos estados ofre
en mismas respuestas ante mismas entradas. Los estados sondistinguibles si para alguna palabra � se tiene f(q1; �) 6= f(q2; �), y en tal 
aso, se di
e que � los distingue.Proposi
i�on 3.1.2 Cualesquiera dos estados distinguibles en una m�aquina-(n;m; k) lo son mediante unapalabra de longitud a lo sumo n� k.En efe
to, para 
ada i � 0 sea Ii el 
onjunto de parejas de estados que no pueden ser distinguidos porpalabras de longitud i,Ii = f(q1; q2) 2 Q2j8� 2 Ent� : long(�) � i) f(q1; �) = f(q2; �)g:Ii es una rela
i�on de equivalen
ia. Sea �i el ��ndi
e de la rela
i�on Ii.Ya que la su
esi�on de rela
iones fIigi es de
re
iente, o sea,8(q1; q2) 2 Q2 : (q1; q2) 2 Ii ) (q1; q2) 2 Ii�1;se tiene que la 
orrespondiente su
esi�on de ��ndi
es f�igi es 
re
iente,
ard(Sal 0) = �0 � �1 � � � � � �i � �i+1 � � � � (3.1)Naturalmente, Maxi�0f�ig � �+1 � 
ard(Q), donde �+1 es el ��ndi
e de la rela
i�on \�Ind".Por tanto, ne
esariamente, 9i0 : �i0 = �i0+1, y, de he
ho, 8i � i0 : Ii = Ii0 . De aqu�� puede verse que lasdesigualdades intermedias en la serie de rela
iones 3.1 son estri
tas, es de
ir
ard(Sal 0) = �0 < �1 < � � � < �i0 � 
ard(Q);y, en parti
ular, 
ard(Sal 0) + i0 � 
ard(Q). Por tanto, el n�umero de rela
iones distintas de la forma Ii est�amayorizado por la desigualdad i0 � 
ard(Q)� 
ard(Sal 0), quod erat demonstratum.La proposi
i�on anterior propor
iona un algoritmo elemental para 
al
ular, de manera exhaustiva, al
o
iente Q= �Ind:1. Sean ne = 
ard(Ent), nq = 
ard(Q) y ns = 
ard(Sal 0) las 
ardinalidades de los 
onjuntos de s��mbolosde entrada, estados y s��mbolos de salida asumidos.2. Sea k = nenq�ns+1 � 1ne � 1 el n�umero de palabras de longitud a lo m�as nq � ns .3. F�ormese la matriz F = (fij)1�i�k;1�j�nq tal que 8i; j : fij = f(qj ; �i).4. Dos estados son indistinguibles entre s�� si los 
orrespondientes ve
tores 
olumnas en F 
oin
iden.Ejemplo. Residuos m�odulo 4: Una m�aquina que re
ono
e n�umeros binarios 
ongruentes 
on 2 o 
on 4,m�odulo 4, se muestra en la �gura (3.4).Se tiene ne = 
ard(Ent) = 2, nq = 
ard(Q) = 4 y ns = 
ard(Sal 0) = 2, luego k = 24�2+1 � 1 = 7.La tabla para re
ono
er estados indistinguibles queda:palabranestado q0 q1 q2 q3nil 1 0 1 00 1 1 1 11 0 0 0 000 1 1 1 101 0 0 0 010 1 1 1 111 0 0 0 0
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R

1	
0
"!# q3 : 0 �� ��1I 0"!# q2 : 1

I
0 �1 tran 0 1q0 q0 q1q1 q2 q3q2 q0 q1q3 q2 q3 res 1q0 1q1 0q2 1q3 0Figura 3.4: Re
ono
edor de n�umeros binarios 
ongruentes 
on 2 o 4 m�odulo 4.Por tanto, las parejas [q0℄ = fq0; q2g y [q1℄ = fq1; q3g 
onstan de estados indistinguibles entre s��.Se ve dire
tamente que la rela
i�on \�Ind" es de equivalen
ia en el 
onjunto de estados Q. Por tanto,el 
o
iente Q= �Ind es una parti
i�on de Q. M�as a�un, si dos estados son indistinguibles, lo son tambi�en losestados a los que transitan bajo 
ualquier est��mulo,q1 �Ind q2 ) 8e 2 Ent : tran(q1; e) �Ind tran(q2; e);en otras palabras, la no
i�on de indistinguibilidad es 
ongruente 
on las transi
iones de la m�aquina MMo.Observa
i�on 3.1.1 El espa
io 
o
iente Q= �Ind puede ser dotado de una estru
tura de m�aquina de Moore.En efe
to, la 
onstru

i�on es la siguiente:estados: 
lases de equivalen
ia [q℄ 2 Q= �Ind, 
on q 2 Q,transi
i�on: tranInd : ([q℄; e) 7! [tran(q; e)℄, o sea, la 
lase de indistinguibilidad de q transita, bajo e a la
lase del estado al que transita q. Esta de�ni
i�on tiene sentido pues la indistinguibilidad es 
ongruente
on las transi
iones,respuesta: resInd : [q℄ 7! res(q)℄, la 
ual fun
i�on tambi�en est�a bien de�nida, yestado ini
ial: q0;Ind = [q0℄, es de
ir, el nuevo estado ini
ial es la 
lase de equivalen
ia del estado ini
ialoriginal. En esta 
lase est�an in
luidos todos los estados indistinguibles respe
to a q0.As�� por ejemplo, la m�aquina 
o
iente del �ultimo ejemplo es la siguiente:-"!# [q0℄ : 1�� ��0 R1I 0"!# [q1℄ : 0 �� ��1
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i�on 3.1.2 La m�aquina 
o
iente tiene un n�umero de estados que no ex
ede al de la m�aquina dada.De he
ho, si hubiera una pareja de estados indistinguibles enton
es el n�umero de estados de la m�aquina
o
iente es estri
tamente menor.Adem�as, la m�aquina 
o
iente es equivalente a la m�aquina dada.En efe
to, veamos que para todo � 2 Ent�, res�Ind(�) = res�(�).Para � = nil se tiene res�Ind(nil) = resInd([q0℄) = res(q0) = res�(nil):Ahora, para � 2 Ent� y e 2 Ent , al suponer que res�Ind(�) = res�(�), se tieneres�Ind(�e) = res�Ind(�)res Ind(tran�Ind([q0℄; �e))= res�(�)res Ind([tran�(q0; �e)℄)= res�(�)res(tran�(q0; �e))= res�(�e)3.2 Aut�omatas �nitos3.2.1 Con
eptos b�asi
osEn la se

i�on anterior se vi�o que basta 
onsiderar a las m�aquinas de Moore en el estudio de las propiedadesrelativas a las m�aquinas �nitas. M�as a�un, en las m�aquinas de Moore se puede omitir a la fun
i�on de respuestay 
onsiderar que en 
ada estado, el s��mbolo que se emite al llegar a �el es pre
isamente la etiqueta 
on quese \distingue" a ese estado. Por tanto, si se est�a interesado en re
ono
er a todas las palabras que al �nalemiten un s��mbolo determinado, bastar�a 
on distinguir 
omo �nales a los estados que emiten ese s��mbolo.Las palabras re
ono
idas son todas aquellas que llegan a los estados �nales a partir del estado ini
ial.Un aut�omata �nito (determinista) es pues una estru
tura de la formaAF = (Q;Ent ; tran; q0; F )donde Q : es el 
onjunto de estados,Ent : es el alfabeto de entrada,tran : Q� Ent ! Q; es la fun
i�on de transi
i�on,q0 2 Q : es el estado ini
ial, yF � Q : es el 
onjunto de estados �nales.Un semiaut�omata �nito es una estru
tura de la formaSAF = (Q;Ent ; tran; q0)es de
ir, es un \aut�omata �nito" en el que no se ha espe
i�
ado estados �nales. Todo aut�omata �nito puedeser visto 
omo un semiaut�omata 
on estados �nales distinguidos. El semiaut�omata determinado por unaut�omata se di
e ser el semiaut�omata subya
ente del aut�omata. Todas las no
iones y asevera
iones he
hassobre semiaut�omatas ser�an v�alidas tambi�en en los aut�omatas de los que son subya
entes.Como en las m�aquinas �nitas, ya sea de Mealy o de Moore, en 
ada semiaut�omata extendemos la fun
i�onde transi
i�on tran : Q� Ent ! Q a una fun
i�on tran� : Q� Ent� ! Q, ha
iendo, para 
ada estado q 2 Q:tran�(q;nil) = q;8� 2 Ent�; s 2 Ent : tran�(q; �s) = tran(tran�(q; �); s)Sea T : Ent� ! Q la fun
i�on � 7! T (�) = tran�(q0; �). Un estado q 2 Q se di
e ser a

esible si est�a en laimagen de T , es de
ir, si 9� 2 Ent� : T (�) = q. La parte a

esible de AF es la imagen de T , es de
ir, 
onstade todos los estados a

esibles a partir del estado ini
ial.



58 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESLema 3.2.1 Sea SAF = (Q;Ent ; tran; q0) un semiaut�omata �nito. Cualquier estado a

esible se al
anzamediante una palabra de longitud a lo sumo el n�umero total de estados, n = 
ard(Q). En otras palabras, laparte a

esible del semiaut�omata 
oin
ide 
on el 
onjunto A

(SAF ) = fT (�)jlong(�) � 
ard(Q)g:En efe
to, para 
ada m 2 IN sea Ent (m) = [��mEnt� el 
onjunto de palabras de longitud a lo sumo m.La 
ole

i�on de 
onjuntos es un re
ubrimiento (
re
iente) del di

ionario Ent� mediante 
onjuntos anidados:Ent� = [m�0Ent (m) &8m � 0 : [Ent (m) � Ent(m+1)℄ ^ [Ent (m) 6= Ent (m+1)℄Conse
uentemente, fT (Ent(m))gm�0 es tambi�en un re
ubrimiento de Q mediante 
onjuntos anidados.Por ser Q �nito, ne
esariamente para alg�un ��ndi
e m0 se ha de tener que T (Ent(m0)) = T (Ent(m0+1)), y, dehe
ho, para todo m � m0, T (Ent(m)) = T (Ent(m0)). As�� pues, se tiene una 
adena �nita de in
lusiones,fq0g = T (Ent(0)) � � � � � T (Ent(m0)) � Q:Como 
ualesquiera dos 
onjuntos 
onse
utivos T (Ent(k)), T (Ent(k+1)) pueden diferir en al menos unelemento en Q se tiene que m0 � n. Adem�as, T (Ent�) = T (Ent(m0)). De aqu�� se sigue la tesis del lema,quod erat demonstratum (q.e.d.).La parte a

esible, SAF a

, de un semiaut�omata SAF 
onsta de todos sus estados a

esibles.Naturalmente, se tiene un algoritmo elemental para 
onstruir la parte a

esible de 
ualquier semiaut�omata�nito:1. Consideremos dos listas: una de estados ya revisados y otra de estados por revisar. Ini
ialmente laprimera est�a va
��a y la segunda 
onsta s�olo del estado ini
ial.2. Para 
ada estado por revisar,(a) se toma a ese estado 
omo a
tual q,(b) para 
ada s��mbolo de entrada e 2 Ent sea p = tran(q; e). Si p apare
e en alguna de las dos listasse pasa al siguiente s��mbolo, en otro 
aso se lo 
olo
a al �nal de los estados a revisar,(
) se 
olo
a el estado a
tual en la lista de los ya revisados.En la �gura 3.5 se presenta un seudo
�odigo de este algoritmo.El lema anterior impli
a que el n�umero de itera
iones en el 
i
lo prin
ipal del algoritmo anterior no ex
edeal n�umero de estados en el aut�omata.Ejemplo. Si Ent = f1g 
onsta de un �uni
o s��mbolo enton
es el algoritmo 3.5 muestra que la parte a

esibletiene forma de la letra griega \rho", �, es de
ir, existen n;m � 0 tales queq0 1! q1 1! � � � 1! qn 1! qn+1 1! � � � 1! qn+m 1! qn| {z }
i
loSea AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) un aut�omata �nito. De
imos que una palabra � 2 Ent� es re
ono
ida porA si T (�) 2 F , es de
ir, � es re
ono
ida si al apli
arla a AF desde el estado ini
ial se arriba a uno de losestados �nales. El lenguaje re
ono
ido por AF 
onsta de todas las palabras re
ono
idas por AF :L(AF ) = f� 2 Ent�jT (�) 2 Fg = T�1(F ):Diremos que un aut�omata AF 1 subsume a otro aut�omata AF 2 si L(AF 2) � L(AF 1). La rela
i�on de\subsun
i�on" es re
exiva y transitiva.



3.2. AUT �OMATAS FINITOS G. Morales-Luna 59Input: A �nite semiautomaton SAF = (Q;Ent ; tran; q0).Output: The a

esible part SAF a

.Tst: List of tested states.TBTst: List of to-be-tested states.f Tst := nil ; TBTst := [q0℄ ;while TBTst 6= nil dof Pop(q;TBTst) ;for ea
h e 2 Ent dof p := tran(q; e) ;if p 62 Tst [ TBTst [ fqg then TBTst := Append (TBTst ; [p℄)g ;Tst := Append(Tst ; [q℄)g ;SAFa

 
onsists of the states in Tstg Figura 3.5: C�al
ulo de la parte a

esible.Diremos que dos aut�omatas son equivalentes si uno subsume al otro, es de
ir, si 
oin
iden los lenguajesre
ono
idos por ellos. Esta es una rela
i�on de equivalen
ia entre aut�omatas.Diremos que un lenguaje L � Ent� es regular-AF si existe un aut�omata �nito AF tal que L = L(AF ).Ejemplos. Sea Ent = f0; 1g.1. Construyamos un aut�omata que re
onoz
a 
adenas binarias 
on n�umeros pares de 0's y de 1's. Con-sideremos los estados siguientes:q0 : n�umero par de 0's y n�umero par de 1's,q1 : n�umero par de 0's y n�umero impar de 1's,q2 : n�umero impar de 0's y n�umero par de 1's,q3 : n�umero impar de 0's y n�umero impar de 1's.La tabla de transi
i�on queda de�nida de manera natural:tran 0 1q0 q2 q1q1 q3 q0q2 q0 q3q3 q1 q2El estado ini
ial es q0 y el 
onjunto de estados �nales es F = fq0g.Es f�a
il ver que el lenguaje re
ono
ido por este aut�omata esL = f� 2 Ent�j(No. de 0's en �) mod 2 = 0 = (No. de 1's en �) mod 2g:El lenguaje L es pues regular-AF.En este ejemplo, es tambi�en muy f�a
il ver que para 
ada � 2 Ent�, T (�) queda determinada por lasparidades de 0's y de 1's en �.



60 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES2. Consideremos el aut�omata 
on tabla de transi
i�ontran 0 1q0 q1 q3q1 q1 q2q2 q3 q2q3 q3 q3y estado ini
ial q0. Observemos que� si se arriba al estado q3 ya no se sale de ah��,� se arriba a q3 si ini
ialmente apare
e un 1 y no hay 0's que lo pre
edan, o bien, habiendo llegado unbloque de 0's y luego uno de 1's, reapare
e un 0.As�� pues, si el 
onjunto de estados �nales es F = fq2g enton
es el lenguaje re
ono
ido por este aut�omataes L = f0n1mjn;m > 0g:3.2.2 Homomor�smosSean SAF 1 = (Q1;Ent ; tran1; q01), SAF 2 = (Q2;Ent ; tran2; q02) dos semiaut�omatas �nitos. Un homomor-�smo, es
rito formalmente h : SAF 1 ! SAF 2, es una fun
i�on h : Q1 ! Q2 que 
umple 
on las 
ondi
ionessiguientes� h \preserva" a las transi
iones, es de
ir,8q1 2 Q1; e 2 Ent : h(tran1(q1; e)) = tran2(h(q1); e);en otras palabras, el siguiente diagrama es 
onmutativoq1 h! q2e # # etran1(q1; e) h! tran2(q2; e)y� el estado ini
ial de SAF 1 se apli
a en el de SAF 2, es de
ir, h(q01) = q02.Si AF 1 = (SAF 1; F1) y AF 2 = (SAF 2; F2) son dos aut�omatas 
on semiaut�omatas adya
entes SAF 1 ySAF 2 enton
es un homomor�smo h : AF 1 ! AF 2 es un homomor�smo h : SAF 1 ! SAF 2 tal que losestados �nales de AF 1 se apli
an en �nales de AF 2, es de
ir, h(F1) � F2.Si existe un homomor�smo h : AF 1 ! AF 2 de
imos que AF 2 es una imagen homomorfa de AF 1.Ejemplo. Consideremos el semiaut�omata SA35 de 35 estados siguiente:tran 0 1q0 q1 q2q1 q3 q4q2 q5 q6q3 q7 q6q4 q8 q9q5 q10 q11q6 q12 q2
tran 0 1q7 q13 q9q8 q14 q15q9 q16 q4q10 q17 q2q11 q18 q19q12 q20 q11q13 q1 q2

tran 0 1q14 q21 q4q15 q22 q23q16 q24 q15q17 q25 q19q18 q26 q15q19 q27 q11q20 q28 q6
tran 0 1q21 q29 q23q22 q27 q11q23 q26 q15q24 q30 q9q25 q5 q6q26 q31 q11q27 q32 q15

tran 0 1q28 q33 q19q29 q8 q9q30 q34 q23q31 q11 q23q32 q15 q19q33 q12 q2q34 q16 q4Sea SA5 el semiaut�omata de 5 estados siguiente:tran 0 1p0 p1 p2p1 p2 p3p2 p4 p2p3 p0 p1p4 p0 p1



3.2. AUT �OMATAS FINITOS G. Morales-Luna 61Sea h : SA35 ! SA5 la apli
a
i�on de�nida 
omo sigue:q0 7! p0q1 7! p1q2 7! p2q3 7! p2q4 7! p3q5 7! p4q6 7! p2
q7 7! p4q8 7! p0q9 7! p1q10 7! p0q11 7! p1q12 7! p4q13 7! p0

q14 7! p1q15 7! p2q16 7! p2q17 7! p1q18 7! p2q19 7! p3q20 7! p0
q21 7! p2q22 7! p4q23 7! p2q24 7! p4q25 7! p2q26 7! p4q27 7! p0

q28 7! p1q29 7! p4q30 7! p0q31 7! p0q32 7! p1q33 7! p2q34 7! p1Enton
es h es un homomor�smo de semiaut�omatas.Si 
onsideramos 
omo estados �nales en SA35 a los estados q2; q3; q6; q15; q16; q18; q21; q23; q25; q33 y en SA5
onsideramos �uni
amente a p2 
omo estado �nal, se tiene que h es tambi�en un homomor�smo de aut�omatas.Proposi
i�on 3.2.1 Si existe un homomor�smo h : AF 1 ! AF 2 enton
es el aut�omata AF 2 subsume alaut�omata AF 2.Para esto, hay que ver que toda palabra re
ono
ida en AF 1 tambi�en ha de ser re
ono
ida en AF 2. Setiene las impli
a
iones siguientes:� 2 L(AF 1) ) tran�1(q01; �) 2 F1) h(tran�1(q01; �)) 2 h(F1) : s�olo nota
i�on,) tran�2(h(q01); �) 2 h(F1) : h preserva transi
iones,) tran�2(q02; �) 2 F2 : h preserva estados ini
ial y �nales,) � 2 L(AF 2)qed.Es evidente que vale laObserva
i�on 3.2.1 Si el aut�omata AF 2 = (Q2;Ent ; tran2; q20; F2) es una imagen homomorfa del aut�omataAF 1 = (Q1;Ent ; tran1; q10; F1) mediante un homomor�smo h : AF 1 ! AF 2 enton
es las siguientes tresproposi
iones son l�ogi
amente equivalentes a pares:1. AF 1 y AF 2 son equivalentes.2. 8q 2 Q1 : q 2 F1 , h(q) 2 F2.3. h�1 (F2) = F1.Un homomor�smo h : AF 1 ! AF 2 es un isomor�smo si h es inye
tivo y supraya
tivo. Si existe unisomor�smo de un aut�omata AF 1 a un aut�omata AF 2, se di
e que ambos son isomorfos, y en tal 
asodi�eren tan solo por la manera en la que se nombra a sus estados.3.2.3 Monoide de un semiaut�omataSea SAF = (Q;Ent ; tran; q0) un semiaut�omata �nito. Consideremos la rela
i�on \�SAF" en el di

ionarioEnt� de�nida 
omo sigue,8�1; �2 2 Ent� : �1 �SAF �2 , 8q 2 Q[tran�(q; �1) = tran�(q; �2)℄; (3.2)es de
ir, dos palabras est�an rela
ionadas si ambas \a
t�uan" de igual manera en todo el 
onjunto de estados.\�SAF" es una rela
i�on de equivalen
ia que es adem�as \
ongruente 
on la 
on
atena
i�on":�1 �SAF �2; �1 �AF �2 ) �1�1 �SAF �2�2:Por tanto el 
o
iente SSAF = (Ent�= �SAF) tiene una estru
tura de monoide, y se di
e ser el monoide delsemiaut�omata SAF.



62 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESCada elemento en SSAF determina una fun
i�on Q ! Q. Si n es el n�umero de estados en Q, enton
eshay nn fun
iones de Q en Q y, 
onse
uentemente, la 
ardinalidad de SSAF, es de
ir, el ��ndi
e de la rela
i�on\�AF", no puede ex
eder nn. De he
ho, esta es una 
ota que, aunque muy grande, llega a al
anzarse. Comoun mero ejemplo de esto, sea Q un 
onjunto de n estados y q0 2 Q un estado distinguido 
omo ini
ial. Sea(f�)nn�=1 una enumera
i�on de QQ, es de
ir , del 
onjunto de todas las fun
iones Q! Q. Ahora, 
onsideremosun alfabeto E = (e�)nn�=1 de nn s��mbolos distintos y sea SAF el semiaut�omata sobre Q que a 
ada s��mboloe� le aso
ia la fun
i�on f� . Es 
laro que el monoide determinado por SAF 
oin
ide 
on QQ, dotado de la
omposi
i�on de fun
iones 
omo opera
i�on, y tiene 
onse
uentemente nn elementos.Ejemplos. Sea Ent = f0; 1g.1. Para el semiaut�omata 
on tabla de transi
i�ontran 0 1q0 q2 q1q1 q3 q0q2 q0 q3q3 q1 q2 (3.3)se tiene que \�AF" se resume 
omo sigue:palabras equivalentes fun
i�on de�nidanil ; 00; 11 � 01230123 �0; 011 � 01232301 �1; 010 � 01231032 �01; 10 � 01233210 �aqu��, por � 0 1 2 3i0 i1 i2 i3 � denotamos a la fun
i�on qj 7! qij .De la tabla anterior es posible 
al
ular la 
lase de equivalen
ia de 
ualquier palabra � 2 Ent�. Dada unapalabra �, 
ada vez que se en
uentra en ella una de las part��
ulas de la primera 
olumna de la tabla en lae
. (3.3), sustitu��mos a esa part��
ula por la primera en di
ha 
olumna. Pro
edemos re
ursivamente en tantoesto sea posible. Por ejemplo, la 
lase de 1010 se 
al
ula 
omo sigue:1010 = 10 10! 0 10 1! 00 11! nil nil = nilTenemos pues que en nuestro ejemplo hay 4 
lases de equivalen
ia: [nil ℄; [0℄; [1℄; [01℄. La tabla de multipli-
a
i�on del monoide de este semiaut�omata es la siguiente:� [nil ℄ [0℄ [1℄ [01℄[nil ℄ [nil ℄ [0℄ [1℄ [01℄[0℄ [0℄ [nil ℄ [01℄ [1℄[1℄ [1℄ [01℄ [nil ℄ [0℄[01℄ [01℄ [1℄ [0℄ [nil ℄2. Para el semiaut�omata 
on tabla de transi
i�ontran 0 1q0 q1 q3q1 q1 q2q2 q3 q2q3 q3 q3
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omo sigue:palabras equivalentes fun
i�on de�nidanil � 01230123 �0; 00 � 01231133 �1; 11 � 01233223 �01; 011 � 01232233 �10; 010; 100; 101 � 01233333 �En este ejemplo hay 5 
lases de equivalen
ia: [nil ℄; [0℄; [1℄; [01℄; [10℄. La tabla de multipli
a
i�on del monoidede este semiaut�omata es la siguiente: � [nil ℄ [0℄ [1℄ [01℄ [10℄[nil ℄ [nil ℄ [0℄ [1℄ [01℄ [10℄[0℄ [0℄ [0℄ [01℄ [01℄ [10℄[1℄ [1℄ [10℄ [1℄ [10℄ [10℄[01℄ [01℄ [10℄ [01℄ [10℄ [10℄[10℄ [10℄ [10℄ [10℄ [10℄ [10℄Presentamos a 
ontinua
i�on un pro
edimiento para 
al
ular el monoide de un semiaut�omata dado.Para 
ada palabra � 2 Ent�, sea t� 2 QQ el ve
tor 
on entradas en Q, indi
ado por ��ndi
es en Q, tal quepara todo q 2 Q, (t�)q = tran�(q; �). Se tiene la re
urren
ia,8� 2 Ent�; e 2 Ent ; q 2 Q : (t�e)q = tran((t�)q ; e):Utilizaremos un arreglo de palabras a revisar y otro de palabras ya revisadas.1. Ini
ialmente se 
olo
a la palabra va
��a en la lista de palabras a revisar y la de revisadas es va
��a.2. Para 
ada palabra por revisar,(a) se toma la primera palabra � a revisar,(b) si el ve
tor t� 
oin
ide 
on el ve
tor 
orrespondiente a una palabra ya revisada, se aso
ia � a esapalabra y se 
ontin�ua este 
i
lo,(
) en otro 
aso, se in
orpora � a las ya revisadas y sus palabras hijas, �e, e 2 Ent , se 
olo
an al �nalde la lista de palabras a revisar.3. La lista de palabras revisadas ha de 
ontener al �nal el monoide del semiaut�omata.De manera m�as pre
isa, presentamos un seudo
�odigo en la �gura 3.6.Ejemplos1. Para el ejemplo 1 anterior, el algoritmo 3.6 genera la tabla mostrada en la tabla (3.4).Ah�� vemos que el monoide posee 4 elementos y la tabla generada por el algoritmo posee 2�4 = 8 renglones.2. Para el ejemplo 2 anterior, el algoritmo (3.6) genera la tabla mostrada en la tabla (3.5).



64 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESInput: A semiautomaton SAF = (Q;Ent ; tran; q0).Output: The semiautomaton's monoid.Tst: List of tested words.TBTst: List of to-be-tested words.f Tst := nil ; TBTst := [nil ℄ ;while TBTst 6= nil dof Pop(�;TBTst) ;if [8� 2 Tst : t� 6= t� ℄ thenf Tst := Append (Tst ; [�℄) ;TBTst := Append(TBTst ; [�eje 2 Ent ℄) gelse 
onne
t � with � 2 Tst su
h that t� = t�g ;the monoid 
onsists of the words in TstgFigura 3.6: C�al
ulo del monoide de un semiaut�omata.� q0 q1 q2 q3 � �AF �nil q0 q1 q2 q3 �0 q2 q3 q0 q1 �1 q1 q0 q3 q2 �00 q0 q1 q2 q3 nil01 q3 q2 q1 q0 �10 q3 q2 q1 q0 0111 q0 q1 q2 q3 nil010 q1 q0 q3 q2 1011 q2 q3 q0 q1 0Tabla 3.4: C�al
ulo del monoide del ejemplo 1.� q0 q1 q2 q3 � �AF �nil q0 q1 q2 q3 �0 q1 q1 q3 q3 �1 q3 q2 q2 q3 �00 q1 q1 q3 q3 001 q2 q2 q3 q3 �10 q3 q3 q3 q3 �11 q3 q2 q2 q3 1010 q3 q3 q3 q3 10011 q2 q2 q3 q3 01100 q3 q3 q3 q3 10101 q3 q3 q3 q3 10Tabla 3.5: C�al
ulo del monoide del ejemplo 2.



3.2. AUT �OMATAS FINITOS G. Morales-Luna 65� q0 q1 q2 q3 q4 � �AF �nil q0 q1 q2 q3 q4 �a q2 q2 q2 q3 q3 �b q4 q4 q2 q2 q2 �
 q3 q3 q2 q2 q2 �aa q2 q2 q2 q3 q3 aab q3 q3 q2 q2 q2 �a
 q3 q3 q2 q2 q2 abba q3 q3 q2 q2 q2 
bb q3 q3 q2 q2 q2 abb
 q3 q3 q2 q2 q2 ab
a q3 q3 q2 q2 q2 

b q3 q3 q2 q2 q2 ab

 q3 q3 q2 q2 q2 ababa q3 q3 q2 q2 q2 ababb q3 q3 q2 q2 q2 abab
 q3 q3 q2 q2 q2 ab
� [nil ℄ [a℄ [b℄ [
℄ [ab℄[nil ℄ [nil ℄ [a℄ [b℄ [
℄ [ab℄[a℄ [a℄ [a℄ [ab℄ [ab℄ [ab℄[b℄ [b℄ [
℄ [ab℄ [ab℄ [ab℄[
℄ [
℄ [
℄ [ab℄ [ab℄ [ab℄[ab℄ [ab℄ [ab℄ [ab℄ [ab℄ [ab℄(a) (b)Tabla 3.6: C�al
ulo del monoide del ejemplo 3.3. Consideremos el semiaut�omata de 5 estados sobre el alfabeto Ent = fa; b; 
g siguiente:tran a b 
q0 q2 q4 q3q1 q2 q4 q3q2 q2 q4 q2q3 q3 q2 q2q4 q3 q2 q2El algoritmo (3.6) genera la tabla mostrada en la tabla (3.6-a). En este ejemplo hay 5 
lases de equivalen
ia:[nil ℄; [a℄; [b℄; [
℄; [ab℄. La tabla de multipli
a
i�on del monoide de este semiaut�omata se muestra en la tabla (3.6-b). 4. Sea n > 0 y sea An el semiaut�omata 
onsistente de n estados q0; q1; : : : ; qn�1, 
uya tabla de transi
i�ones la siguiente: tran 0 1q0 q1 q1q1 q0 q2q2 q2 q3... ... ...qn�2 qn�2 qn�1qn�1 qn�1 q0En otras palabras, la a

i�on del est��mulo 0 puede identi�
arse 
on la transposi
i�on (0 1) y la de 1 puedeidenti�
arse 
on el 
i
lo (0 1 � � � n� 2 n� 1).Es bien sabido que en el grupo Sn de permuta
iones de n objetos se 
umple lo siguiente:� Toda permuta
i�on es un produ
to de 
i
los. Por tanto, los 
i
los generan a Sn.� Todo 
i
lo es un produ
to de transposi
iones, de he
ho,(i) = (i j)(j i)



66 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESpermuta
i�on palabras representativas0123 00; 0000; 11110132 110110213 01011; 111010231 10; 0010; 10000312 0111; 10100321 011011023 0; 000; 00000; 01111; 10101; 111101032 011011; 1101101203 010110; 110111; 1110101230 1; 001; 100; 00001; 00100; 10000; 111111302 101; 00101; 01110; 10001; 101001320 010111; 011010; 1110112013 10112031 010; 00010; 010002103 101102130 01; 0001; 01002301 11; 0011; 1001; 11002310 110; 00110; 10010; 110003012 111; 00111; 01010; 10011; 11001; 111003021 11013102 0101; 11103120 10111; 110103201 011; 00011; 01001; 011003210 0110Una lista de la forma i0i1i2i3, en la primera 
olumna, representa a lapermuta
i�on � : j 7! ij .Tabla 3.7: S4 
omo semigrupo de A4.(i1 i2 � � � ir) = (i1 ir)(i1 ir�1) � � � (i1 i2)Por tanto, las transposi
iones generan a Sn.� Para 
ada transposi
i�on (i j) se tiene (i j) = (0 i)(i j)(0 i). Por tanto, las transposi
iones de la forma(0 i); i < n, generan a Sn.� Para 
ada transposi
i�on (0 j) se tiene (0 j) = (0 j� 1)(j� 1 j)(0 j� 1). Por tanto, las transposi
ionesde la forma (j � 1 j); j < n, generan a Sn.� Si � es una permuta
i�on 
ualquiera, se tiene que (�(0) �(1)) = �(0 1)��1. As��,, si 
n = (0 1 � � � n�2 n� 1) enton
es (j � 1 j) = 
j�1n (0 1)
n�j+1n . Por tanto, (0 1) y 
n generan a Sn.As�� pues, el monoide generado por el semiaut�omata 
oin
idir�a 
on el grupo de permuta
iones Sn, el 
ualposee n! elementos. Al apli
ar el algoritmo 3.6 sobre un semiaut�omata de la forma An se generar�a una tabla
on un orden de 2 �n! renglones. En parti
ular, para n = 4, las 24 = 4! permuta
iones quedan generadas porlas palabras mostradas en la tabla (3.7).Lema 3.2.2 Sea SAF un semiaut�omata �nito. Enton
es su monoide SSAF puede ser dotado de una es-tru
tura de semiaut�omata, y si AF = (SAF ; F ) es un aut�omata 
uyo semiataut�omata adya
ente es SAF,enton
es puede distinguirse a algunas 
lases de equivalen
ia de manera que el aut�omata resultante quedasubsumido por SAF.
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to, 
omo la rela
i�on \�SAF" es 
ongruente 
on la 
on
atena
i�on se tiene bien de�nida la transi
i�ontranS : SSAF � Ent ! SSAF([�℄; e) 7! tranS([�℄; e) = [�e℄Consideremos a una 
lase de equivalen
ia [�℄ 
omo un estado �nal si es que la fun
i�on Q ! Q quedetermina esa 
lase 
ontiene es tal que env��a al estado ini
ial q0 de AF en un estado �nal. Es de
ir, hagamosFS = f[�℄ 2 SAFjtran�(q0; �) 2 Fg:Seguiremos denotando por SAF al aut�omata as�� 
onstru��do.Es evidente que el aut�omata SAF queda, en efe
to, subsumido por AF, qed.As��, por ejemplo, si AF es un aut�omata �nito y SAF es su monoide, visto 
omo aut�omata, enton
es laapli
a
i�on h : SAF ! AF[�℄ 7! h([�℄) = T (�) = tran�(q0; �)es, evidentemente, un homomor�smo. Conse
uentemente, el aut�omata SAF queda subsumido por el aut�omataAF del que es monoide.Proposi
i�on 3.2.2 Si existe un homomor�smo h : AF 1 ! AF 2 enton
es1. existe un homomor�smo de monoides hm : SAF1 ! SAF1 , y2. existe un homomor�smo de aut�omatas ha : SAF1 ! SAF1 , y, de he
ho, los homomor�smos hm y ha
oin
iden.En efe
to, supongamos que h : AF 1 ! AF 2 es un homomor�smo. De�namoshm : SAF1 ! SAF2[�℄AF1 7! hm([�℄AF1) = [�℄AF2Se tiene,� hm est�a bien de�nida, pues,[�1℄AF1 = [�2℄AF1 ) [8q1 2 Q1 : tran�1(q01; �1) = tran�1(q01; �2)℄) [8q2 2 Q2 : tran�2(q02; �1) = tran�2(q02; �2)℄) [�1℄AF2 = [�2℄AF2 ;� hm preserva la 
on
atena
i�on, pueshm([�1℄AF1 � [�2℄AF1) = hm([�1 � �2℄AF1) = [�1 � �2℄AF2= [�1℄AF2 � [�2℄AF2 = hm([�1℄AF1) � hm([�2℄AF1);� hm preserva al estado ini
ial, hm([nil ℄AF1) = [nil ℄AF2 :As�� pues hm es un homomor�smo de monoides. Y se ve dire
tamente que ha = hm es tambi�en un homomor-�smo de aut�omatas. qedReiteremos, para 
on
luir esta se

i�on, una observa
i�on ya he
ha anteriormente: para 
ada estado q 2 Qen la parte a

esible de un semiaut�omata SAF = (Q;Ent ; tran; q0) existe una palabra �q tal que T (�q) = q.Por tanto, para 
ualesquiera dos estados p; q en la parte a

esible de SAF , rige la impli
a
i�on,p 6= q ) [�p℄SAF 6= [�q ℄SAF:As�� pues el monoide de SAF tiene al menos tantos elementos 
uantos tiene la parte a

esible de SAF .
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eso en un semiaut�omataDado un semiaut�omata SAF = (Q;Ent ; tran; q0), de�namos ahora la rela
i�on de equivalen
ia �SAF en eldi

ionario Ent� ha
iendo � �SAF � , TSAF(q0; �) = TSAF(q0; �): (3.4)es de
ir, dos palabras est�an rela
ionadas si ambas arriban a un mismo estado 
uando se parte desde el ini
ial.\�SAF" es una rela
i�on de equivalen
ia que, aunque no es 
ongruente 
on la 
on
atena
i�on, s�� es \invariantebajo 
on
atena
iones a la dere
ha":�1 �SAF �2; � 2 Ent� ) �1� �SAF �2�:De las rela
iones (3.2) y (3.4) se tiene que vale la siguiente:Observa
i�on 3.2.2 La rela
i�on \�SAF" es un re�namiento de la rela
i�on \�SAF", es de
ir,8�1; �2 2 Ent� : �1 �SAF �2 ) �1 �SAF �2:Ahora, es 
laro que 
ada estado a

esible del semiaut�omata SAF determina una 
lase de equivalen
iabajo la rela
i�on \�SAF". Por tanto, el 
o
iente Ent�= �SAF puede identi�
arse naturalmente 
on la partea

esible de SAF, y, 
onse
uentemente, la estru
tura de semiaut�omata de este �ultimo se traslada de maneradire
ta al 
o
iente Ent�= �SAF.3.2.5 Co
ientes de aut�omatasCongruen
ias de aut�omatasSea SAF = (Q;Ent ; tran; q0) un semiaut�omata. Una rela
i�on de equivalen
ia \�" de�nida en el 
onjunto deestados Q se di
e ser 
ongruente 
on la fun
i�on de transi
i�on si8p; q 2 Q : p � q ) 8e 2 Ent : tran(p; e) � tran(q; e); (3.5)es de
ir para 
ada s��mbolo, los estados a los que transita el semiaut�omata desde sendos estados equivalentesson tambi�en equivalentes.Si \�" es una 
ongruen
ia, enton
es el 
o
iente Q= � puede ser dotado de una estru
tura de semi-aut�omata: Q= � : estados,tran 0 : ([q℄; e) 7! [tran(q; e)℄ : transi
i�on,[q0℄ : estado ini
ial.y �este se di
e ser el semiaut�omata 
o
iente respe
to a la 
ongruen
ia \�", denotado 
omo SAF= �. Se tienepues que la proye

i�on � : q 7! [q℄ es un homomor�smo de semiaut�omatas.M�as a�un, si AF = (SAF ; F ) es un aut�omata �nito y (�) � Q2 es una 
ongruen
ia en el semiaut�omataSAF , en el 
o
iente (SAF= �) distinguimos 
omo estados �nales a las 
lases de la forma [q℄ tales que[q℄ \ F 6= ;, para obtener el aut�omata 
o
iente (AF= �). Aqu��, la proye

i�on � es un homomor�smo deaut�omatas. Conse
uentemente, el 
o
iente (AF= �) subsume al aut�omata AF .Observa
i�on 3.2.3 Los aut�omatas AF y (AF= �) son equivalentes si y s�olo si el 
onjunto de estados �nalesF es la uni�on de algunas 
lases de equivalen
ia respe
to a \�".Para presentar unos primeros ejemplos de 
ongruen
ias, 
onsideremos homomor�smos de semiaut�omataso aut�omatas. A lo largo de la presente se

i�on, toda vez que hablemos de homomor�smos, supondremos que�estos son de he
ho epimor�smos, es de
ir, 
omo fun
iones, son supraye
tivos.Sean pues SAF 1 = (Q1;Ent ; tran1; q10) y SAF 2 = (Q2;Ent ; tran2; q20) dos semiaut�omatas y h : SAF 1 !SAF 2 un homomor�smo. Enton
es su n�u
leo, n�u
(h) = f(p; q)jh(p) = h(q)g, es una rela
i�on de equivalen
iaque es de he
ho una 
ongruen
ia. Por tanto, se puede de�nir el 
o
iente SAF 1=n�u
(h), y �este es tal que 
ada
lase de equivalen
ia 
orresponde biun��vo
amente a un elemento en la imagen de h. As�� pues, lo expuestoaqu�� lo enun
iamos 
omo el



3.2. AUT �OMATAS FINITOS G. Morales-Luna 69Teorema 3.2.1 (de homomor�smo de semiaut�omatas) Si h : SAF 1 ! SAF 2 es un epimor�smo desemiaut�omatas enton
es el 
o
iente SAF 1=n�u
(h) es isomorfo a SAF 2. En s��mbolos, SAF 1=n�u
(h) � SAF 2.Para el 
aso de aut�omatas, si AF 1 = (SAF 1; F1) y AF 2 = (SAF 2; F2) son dos aut�omatas y h : AF 1 !AF 2 es un epimor�smo de aut�omatas, tal que8q 2 Q : q 2 F1 , h(q) 2 F2enton
es F1 = f[q℄n�u
(h)jq 2 F1g es la uni�on de algunas 
lases de equivalen
ia respe
to a n�u
(h). Por tantolos aut�omatas AF 1=n�u
(h) y AF 2 son isomorfos.Teorema 3.2.2 (de homomor�smo de aut�omatas) Si h : AF 1 ! AF 2 es un epimor�smo de aut�omatastal que F1 es la uni�on de 
lases de equivalen
ia respe
to a n�u
(h), enton
es el 
o
iente AF 1=n�u
(h) esisomorfo a AF 2. En s��mbolos, AF 1=n�u
(h) � AF 2.As�� pues, en 
ada pareja de semiaut�omatas o aut�omatas homomorfos que ya hemos visto, tendremos
ongruen
ias de semiaut�omatas o aut�omatas y 
orrespondientes estru
turas 
o
ientes. Los ejemplos dehomomor�smos de semiaut�omatas y de aut�omatas que ya hemos visto aqu��, han de propor
ionar ejemplosde 
ongruen
ias y de aut�omatas 
o
ientes.Indistinguibilidad de estados en aut�omatasOtro ejemplo, muy importante, de 
ongruen
ias de aut�omatas est�a dado por la no
i�on de indistinguibilidad.Para un aut�omata AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) de�nimos la siguiente rela
i�on en Q:8p; q 2 Q : p �Ind q , 8� 2 Ent� : [tran�(p; �) 2 F , tran�(q; �) 2 F ℄ (3.6)es de
ir, dos estados son indistinguibles 
uando y s�olo 
uando ante mismas entradas o bien ambos transitana estados �nales o bien ninguno de los dos lo ha
e.Es evidente que \�Ind" es una rela
i�on de equivalen
ia. Adem�as, 
omo Ent� = Ent � Ent�, se tiene,p �Ind q , 8e 2 Ent : tran(p; e) �Ind tran(q; e):Por tanto \�Ind" es tambi�en una 
ongruen
ia, y en 
onse
uen
ia se puede 
onstruir el aut�omata 
o
iente(AF= �Ind). M�as a�un,q1 2 F & (q1 �Ind q2) ) (tran�(p;nil) 2 F , tran�(q;nil ) 2 F ) & q1 2 F ) q2 2 Fas�� que F es una uni�on de 
lases de indistinguibilidad. Conse
uentemente se tiene laObserva
i�on 3.2.4 El aut�omata AF es equivalente a su 
o
iente (AF= �Ind).Observemos que es posible trasladar la rela
i�on de equivalen
ia \�Ind" a una rela
i�on \�Ind, AF" en eldi

ionario Ent� ha
iendo8�1; �2 2 Ent� : �1 �Ind, AF �2 , T (�1) �Ind T (�2) (3.7)la 
ual es invariante por la dere
ha.Observa
i�on 3.2.5 La rela
i�on \�AF" es un re�namiento de la rela
i�on \�Ind, AF", es de
ir,8�1; �2 2 Ent� : �1 �AF �2 ) �1 �Ind, AF �2:En efe
to, si �1 �AF �2 se tiene T (�1) = T (�2) y al ser \�Ind, AF" re
exiva, T (�1) �Ind T (�2).Por tanto, el 
o
iente (Ent�= �Ind, AF), que pr�a
ti
amente 
oin
ide 
on el 
o
iente (AF= �Ind), es de
ardinalidad menor o igual que la 
ardinalidad del aut�omata AF.Veremos que el 
o
iente (AF= �Ind) puede ser visto 
omo \un buen representante" de la 
lase deaut�omatas equivalentes al aut�omata AF .Sean AF 1 = (Q1;Ent ; tran1; q10; F1) y AF 2 = (Q2;Ent ; tran2; q20; F2) dos aut�omatas equivalentes.
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iones \�Ind, AF1" y \�Ind, AF2" 
oin
iden.En efe
to, las siguientes equivalen
ias l�ogi
as son evidentes:�1 �Ind, AF1 �2 , T1(�1) �Ind T1(�2), 8� : [tran�1(T1(�1); �) 2 F1 , tran�1(T1(�1); �) 2 F1℄, 8� : [�1 � � 2 L(AF 1), �1 � � 2 L(AF 1)℄, 8� : [�1 � � 2 L(AF 2), �1 � � 2 L(AF 2)℄, 8� : [tran�2(T2(�1); �) 2 F2 , tran�2(T2(�1); �) 2 F2℄, T2(�1) �Ind T2(�2), �1 �Ind, AF2 �2Resulta enton
es elCorolario 3.2.1 Los aut�omatas 
o
ientes (AF 1= �Ind) y (AF 2= �Ind) son isomorfos.En efe
to, ambos son isomorfos al 
o
iente �Ent�= �Ind, AFi�, sin importar 
u�al de los dos i = 1; 2.De todo esto resulta la siguiente proposi
i�on que expli
a porqu�e es que el aut�omata 
o
iente es un buenrepresentante de los aut�omatas equivalentes.Proposi
i�on 3.2.3 (Propiedad universal) Si AF 1 es equivalente a AF 2 enton
es (AF 1= �Ind) es unaimagen homomorfa de AF 2.Corolario 3.2.2 (Minimiza
i�on) El 
o
iente (AF 1= �Ind) es el aut�omata m��nimo, en 
uanto al n�umerode estados, entre todos los equivalentes al aut�omata AF 1.Para �nalizar esta se

i�on presentaremos un pro
edimiento para 
al
ular el aut�omata 
o
iente (AF= �Ind),dado el aut�omata AF .Sea pues AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) un aut�omata �nito. Dos estados son distinguibles si ellos no sonindistinguibles. Observamos lo siguiente:1. Si un estado es �nal y otro no lo es, esos dos estados son distinguibles, y la palabra va
��a los distingue.2. Si dos estados p1; p2 son distinguibles y la palabra � los distingue, y si para un s��mbolo e 2 Ent yalgunos otros estados q1; q2 se tiene tran(q1; e) = p1 y tran(q2; e) = p2, enton
es q1 y q2 son distinguiblesy la palabra e� los distingue.Con estas observa
iones podemos bosquejar un algoritmo para 
lasi�
ar a las parejas de estados enaquellas que son distinguibles, 
on respe
tivas palabras distinguientes, y en aquellas que son indistinguibles.A grandes rasgos, a lo largo del pro
eso utilizaremos las listas siguientes:Distinguidos : parejas de estados ya re
ono
idas 
omo distinguibles. A 
ada una le aso
iamosla palabra que las distingue,PorProbar : parejas de estados por ser a�un probadas,PorDe
idir : parejas de estados que, aunque ya han sido probadas, la de
isi�on de si a
asoson distinguibles qued�o relegada a una palabra a�un por revisarse,y pro
edemos 
omo sigue:1. Ini
ialmente, las primeras parejas distinguidas son las formadas por un estado �nal y otro no-�nal yla palabra va
��a es la que los distingue. Las dem�as parejas quedan por ser probadas y no hay parejas
on de
isi�on pendiente. Sean pues,Distinguidos = f(p; q;nil)jp 2 F; q 62 FgPorProbar = ffp; qgj(p 2 F&q 2 F ) o (p 62 F&q 62 F )gPorDe
idir = ;



3.2. AUT �OMATAS FINITOS G. Morales-Luna 71tran 0 1q0 q1 q2q1 q3 q4q2 q5 q6q3 q7 q8q4 q9 q10q5 q11 q8q6 q12 q2
tran 0 1q7 q13 q4q8 q14 q15q9 q16 q4q10 q17 q4q11 q18 q8q12 q19 q8q13 q7 q8

tran 0 1q14 q20 q8q15 q18 q8q16 q17 q4q17 q17 q4q18 q18 q8q19 q18 q8q20 q18 q8Tabla 3.8: Semiaut�omata SAF21.2. En tanto que haya parejas PorProbar: se toma una de estas parejas, digamos fp; qg. Se tiene dosposibilidades:(a) para 
ada s��mbolo e la pareja fpe; qeg = ftran(p; e); tran(p; e)g no apare
e en Distinguidos . En-ton
es fp; qg se in
orpora a PorDe
idir y para 
ada e, fp; qg relega su de
isi�on a la pareja fpe; qeg,o bien,(b) existe un s��mbolo e tal que para fpe; qeg = ftran(p; e); tran(p; e)g, hay una ter
eta fpe; qe;�g 2Distinguidos . En tal 
aso, in
orporamos fp; q; e�g a Distinguidos , y re
ursivamente todas lasparejas que hayan relegado su de
isi�on a fp; qg se re
ono
en 
omo distinguibles, y 
on las palabrasque las distinguen se in
orporan a Distinguidos ,3. al �nal, las parejas indistinguibles son las que quedan en la lista PorDe
idir .Ejemplo. Consideremos el aut�omata AF21 = (SAF21 ; F ) de 21 estados 
uyo semiaut�omata adya
enteposee la fun
i�on de transi
i�on que apare
e en la tabla (3.8). y 
uyo 
onjunto de estados �nales esF = fq0; q3; q12; q13; q18; q19g:Al pro
eder de a
uerdo 
on el algoritmo bosquejado para el 
�al
ulo de parejas de estados indistinguiblesse re
ono
e a las parejas de estados distinguibles, 
on respe
tivas palabras distinguientes, mostradas en lastablas (3.9, 3.10).En 
ada rengl�on i < 21 de la tabla (3.9) apare
en parejas de la forma (qi0 ; qi;nil), donde i0 < i y(qi0 ; qi) 2 [F � (Q � F )℄ [ [(Q � F ) � F ℄. Por tanto, es la palabra va
��a la que distinge a esas parejas deestados.Ahora bien, en 
ada rengl�on i < 21 de la tabla (3.10) apare
en por lo general parejas de la forma(qi0 ; qi;�), donde i0 < i y � distinge a esa pareja de estados. Cuando llega a apare
er en ese rengl�on unapareja de la forma (qj0 ; qj ;�0) 
on j < i, es porque en su momento, la pareja (qj0 ; qj) releg�o su de
isi�on,respe
to a indistinguibilidad, en una pareja de la forma (qi0 ; qi). Por ejemplo en el rengl�on 
orrespondiente ai = 15 apare
e la pareja (q8; q10) 
on la palabra 10, porque tran(q8; 1) = q15, tran(q10; 1) = q4 y re
i�en se hades
ubierto que la palabra 0 distingue a la pareja (q4; q15). Tambi�en aqu�� apare
e la pareja (q4; q14) 
on lapalabra 110, porque tran(q4; 1) = q10, tran(q14; 1) = q8 y se a
aba de des
ubrir que la palabra 10 distinguea la pareja (q8; q10).Las parejas de estados indistinguibles quedan enlistadas en la tabla (3.11). Estas determinan una rela
i�onde equivalen
ia, 
uyas 
lases apare
en, renombradas, en la tabla (3.12-a).Al 
onsiderar en ese espa
io 
o
iente la es
tru
tura de semiaut�omata indu
ida por el semiaut�omataoriginal se obtiene la fun
i�on de transi
i�on de la tabla (3.12-b).Finalmente, ha de mar
arse 
omo estados �nales a las 
lases p0 y p6, 
onsistentes de estados �nales enAF21, para obtener un aut�omata equivalente a AF21, que de a
uerdo 
on el 
orolario 3.2.2 es el m��nimoentre los equivalentes a AF21.
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(q0; q1;nil);(q0; q2;nil);(q1; q3;nil); (q2; q3;nil);(q0; q4;nil); (q3; q4;nil);(q0; q5;nil); (q3; q5;nil);(q0; q6;nil); (q3; q6;nil);(q0; q7;nil); (q3; q7;nil);(q0; q8;nil); (q3; q8;nil);(q0; q9;nil); (q3; q9;nil);(q0; q10;nil); (q3; q10;nil);(q0; q11;nil); (q3; q11;nil);(q1; q12;nil); (q2; q12;nil); (q4; q12;nil); (q5; q12;nil); (q6; q12;nil);(q7; q12;nil); (q8; q12;nil); (q9; q12;nil); (q10; q12;nil); (q11; q12;nil);(q1; q13;nil); (q2; q13;nil); (q4; q13;nil); (q5; q13;nil); (q6; q13;nil);(q7; q13;nil); (q8; q13;nil); (q9; q13;nil); (q10; q13;nil); (q11; q13;nil);(q0; q14;nil); (q3; q14;nil); (q12; q14;nil); (q13; q14;nil);(q0; q15;nil); (q3; q15;nil); (q12; q15;nil); (q13; q15;nil);(q0; q16;nil); (q3; q16;nil); (q12; q16;nil); (q13; q16;nil);(q0; q17;nil); (q3; q17;nil); (q12; q17;nil); (q13; q17;nil);(q1; q18;nil); (q2; q18;nil); (q4; q18;nil); (q5; q18;nil); (q6; q18;nil); (q7; q18;nil); (q8; q18;nil);(q9; q18;nil); (q10; q18;nil); (q11; q18;nil); (q14; q18;nil); (q15; q18;nil); (q16; q18;nil); (q17; q18;nil);(q1; q19;nil); (q2; q19;nil); (q4; q19;nil); (q5; q19;nil); (q6; q19;nil); (q7; q19;nil); (q8; q19;nil);(q9; q19;nil); (q10; q19;nil); (q11; q19;nil); (q14; q19;nil); (q15; q19;nil); (q16; q19;nil); (q17; q19;nil);(q0; q20;nil); (q3; q20;nil); (q12; q20;nil); (q13; q20;nil); (q18; q20;nil); (q19; q20;nil);Tabla 3.9: Primer grupo de parejas de estados distinguibles en el aut�omata AF21.



3.2. AUT �OMATAS FINITOS G. Morales-Luna 73(q1; q2; 0);(q1; q4; 0);(q1; q5; 0);(q2; q6; 0); (q4; q6; 0); (q5; q6; 0);(q2; q7; 0); (q4; q7; 0); (q5; q7; 0);(q1; q8; 0); (q6; q8; 0); (q2; q5; 10);(q7; q8; 0);(q1; q9; 0); (q2; q9; 10); (q6; q9; 0); (q7; q9; 0);(q1; q10; 0); (q2; q10; 10); (q6; q10; 0); (q2; q4; 10); (q1; q6; 110); (q6; q7; 110); (q7; q10; 0);(q2; q11; 0); (q4; q11; 0); (q5; q11; 0); (q8; q11; 0); (q9; q11; 0); (q4; q5; 00); (q10; q11; 0);(q0; q12; 0); (q3; q12; 0);(q12; q13; 0);(q1; q14; 0); (q2; q14; 10); (q6; q14; 0); (q7; q14; 0); (q11; q14; 0); (q5; q8; 00);(q2; q15; 0); (q4; q15; 0); (q8; q9; 10); (q8; q10; 10); (q4; q14; 110);(q5; q15; 0); (q8; q15; 0); (q8; q14; 10); (q9; q15; 0); (q10; q15; 0);(q4; q8; 10); (q5; q9; 110); (q5; q10; 110); (q1; q11; 110); (q7; q11; 110);(q9; q14; 110); (q10; q14; 110); (q1; q15; 110); (q7; q15; 110); (q14; q15; 0);(q1; q16; 0); (q2; q16; 10); (q5; q16; 110); (q6; q16; 0);(q7; q16; 0); (q8; q16; 10); (q11; q16; 0); (q14; q16; 110); (q15; q16; 0);(q1; q17; 0); (q2; q17; 10); (q5; q17; 110); (q6; q17; 0);(q7; q17; 0); (q8; q17; 10); (q11; q17; 0); (q14; q17; 110); (q15; q17; 0);(q0; q18; 0); (q3; q18; 0); (q13; q18; 0);(q0; q19; 0); (q3; q19; 0); (q13; q19; 0);(q1; q20; 00); (q2; q20; 0); (q4; q20; 0); (q5; q20; 0); (q7; q20; 00); (q8; q20; 0);(q9; q20; 0); (q10; q20; 0); (q14; q20; 0); (q16; q20; 0); (q17; q20; 0)Tabla 3.10: Segundo grupo de parejas de estados distinguibles en el aut�omata AF21.(q0; q0); (q0; q3); (q0; q13);(q1; q1); (q1; q7);(q2; q2); (q2; q8);(q3; q3); (q3; q13);(q4; q4); (q4; q9); (q4; q10); (q4; q16); (q4; q17);(q5; q5); (q5; q14);(q6; q6); (q6; q11); (q6; q15); (q6; q20);(q7; q7);(q8; q8);(q9; q9); (q9; q10); (q9; q16); (q9; q17);(q10; q10); (q10; q16); (q10; q17);(q11; q11); (q11; q15); (q11; q20);(q12; q12); (q12; q18); (q12; q19);(q13; q13);(q14; q14);(q15; q15); (q15; q20);(q16; q16); (q16; q17);(q17; q17);(q18; q18); (q18; q19);(q19; q19);(q20; q20)Tabla 3.11: Parejas de estados indistinguibles en el aut�omata AF21.



74 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESp0 : fq0; q3; q13g;p1 : fq1; q7g;p2 : fq2; q8g;p3 : fq4; q9; q10; q16; q17g;p4 : fq5; q14g;p5 : fq6; q11; q15; q20g;p6 : fq12; q18; q19g
tran 0 1p0 p1 p2p1 p0 p3p2 p4 p5p3 p3 p3p4 p5 p2p5 p6 p2p6 p6 p2(a) (b)Tabla 3.12: Aut�omata 
o
iente bajo la no
i�on de indistinguibilidad en el aut�omata AF21.3.3 Aut�omatas no-deterministas3.3.1 No
iones b�asi
asLos aut�omatas no-deterministas se 
onforman 
omo los aut�omatas �nitos ya vistos, salvo que sus transi
iones,en lugar de ser fun
iones, son rela
iones que a 
ada pareja (estado,est��mulo) le aso
ian varios, uno o ning�unestado. M�as pre
isamente:Un semiaut�omata no-determinista es una estru
tura de la forma SAFND = (Q;Ent ; tran; q0) dondeQ : es el 
onjunto de estados,Ent : es el alfabeto de entrada,tran � [Q� Ent ℄�Q; es una rela
i�on de transi
i�on,q0 2 Q : es el estado ini
ial.Un aut�omata no-determinista es una pareja AFND = (SAFND ; F ) donde SAFND es un semiaut�omatano-determinista y F � Q es un 
onjunto de estados �nales.Si (q; e; p) 2 tran de
imos que se puede transitar a p desde el estado q 
uando arriba un s��mbolo e. Para
ada pareja (q; e) 2 Q�Ent su imagen bajo la transi
i�on es el 
onjunto tran(q; e) = fp 2 Qj(q; e; p) 2 trang,es de
ir, es el 
onjunto de estados a los que se puede transitar desde q 
on e. De manera reiterada, para(q; �) 2 Q� Ent�, de�nimos la imagen tran�(q; �) 
omo sigue:tran�(q;nil) = fqg� 2 Ent�; e 2 Ent ) tran�(q; �e) = [p2tran�(q;�) tran(p; e) = fo 2 Qj9p 2 tran�(q; �) : (p; e; o) 2 trangPara 
ada � 2 Ent� de�nimos T (�) = tran�(q0; �).Una palabra � 2 Ent� es re
ono
ida por el aut�omata AFND si alg�un estado en T (�) es �nal. El lenguajedel aut�omata AFND 
onsiste de todas las palabras que re
ono
e, L(AFND) = f� 2 Ent�jT (�) \ F 6= ;g:Ejemplo. Sea AFND = (Q;Ent ; tran; q0; F ) el aut�omata no-determinista tal queQ = fq0; q1; q2; q3; q4gEnt = f0; 1gtran = � (q0 0 q1) (q1 0 q0) (q2 0 q1) (q2 0 q2) (q3 0 q2)(q0 1 q3) (q2 1 q3) (q3 1 q1) (q3 1 q2) (q3 1 q4) �q0 : estado ini
ial,F = fq4g
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�al
ulo de la 
orrespondiente fun
i�on T en algunas palabras:� T (�)nil fq0g1 fq3g10 fq2g100 fq2; q1g1000 fq2; q1; q0g10001 fq3g100011 fq1; q2; q4gAs�� pues, T (100011)\ F = fq4g y 
onse
uentemente 100011 2 L(AFND).Observa
i�on 3.3.1 Todo aut�omata �nito (determinista) es tambi�en un aut�omata �nito no-determinista.En efe
to, las fun
iones son 
asos parti
ulares de rela
iones. Por tanto, toda fun
i�on de transi
i�on, esuna rela
i�on de transi
i�on.Representa
i�on de transi
iones mediante matri
es booleanasSea Dos = f0; 1g el �algebra booleana de dos elementos, dotada de sus opera
iones usuales de 
onjun
i�on,\^" y disyun
i�on, \_": x ^ y es 1 s�olo si ambos x e y son 1; x _ y es 0 s�olo si ambos x e y son 0.Para 
ada s��mbolo de entrada e 2 Ent de�namos la matriz MAFND(e) = (mqp)q;p2Q 2 DosQ�Q tal quepara todos q; p 2 Q: mqp = � 1 si (q e p) 2 tran,0 si (q e p) 62 tran.Similarmente, para � 2 Ent� de�namos la matrizMAFND(�) = (mqp)q;p2Q 2 DosQ�Q tal que para todosq; p 2 Q: mqp = � 1 si p 2 tran�(q; �),0 si p 62 tran�(q; �).As�� pues, 8� 2 Ent� se tiene la rela
i�on,8q 2 Q : tran�(q; �) = fp 2 Qj �MAFND(�)�qp = 1g:Ahora bien, la 
ole

i�on DosQ�Q de matri
es booleanas 
on ��ndi
es en Q tiene una estru
tura de anillo
on la opera
i�on suma dada por la disyun
i�on entrada a entrada,A+B = C , 8q; p 2 Q : 
qp = aqp _ bqp;y el produ
to booleano de matri
es,AB = C , 8q; p 2 Q : 
qp = _o2Q(aqo ^ bop):Lema 3.3.1 Si � = �1�2 enton
es MAFND(�) =MAFND(�1)MAFND(�2).En parti
ular, si � = ei0 � � � eik�1 enton
es MAFND(�) = k�1Yj=0MAFND(eij ).Ejemplo. Para el AFND del ejemplo anterior tenemosMAFND(0) = 0BBBB� 0 1 0 0 01 0 0 0 00 1 1 0 00 0 1 0 00 0 0 0 0 1CCCCA ; MAFND(1) = 0BBBB� 0 0 0 1 00 0 0 0 00 0 0 1 00 1 1 0 10 0 0 0 0 1CCCCA



76 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES� � �AFND � � �AFND � � �AFNDnil �0 � 0000 � 00100 �1 � 0001 01 00101 00100 � 0010 � 00110 100001 � 0011 � 00111 00110 � 0100 � 01000 011011 � 0101 01 01001 01000 � 0110 � 01100 0110001 � 0111 01 01101 01010 � 1000 � 01000 1000011 � 1001 001 01001 001100 � 1100 � 11000 1000101 001 1101 001 11001 001110 � 00000 000 001000 1000111 1 00001 001 001001 001Tabla 3.13: C�al
ulo del monoide del aut�omata no-determinista.3.3.2 Monoides de aut�omas no-deterministasEl monoide de un aut�omata no-determinista se 
onstruye de manera similar a 
omo se hizo en el 
asodeterminista: Dos palabras �1; �2 son equivalentes, �1 �AFND �2, si MAFND(�1) =MAFND(�2), es de
ir, siambas de�nen a la misma rela
i�on entre estados.Esta rela
i�on1, adem�as de ser de equivalen
ia, es 
ongruente 
on la 
on
atena
i�on. Por tanto, el 
o
ienteSAFND = (Ent= �AFND) es un monoide, di
ho del aut�omata AFND.SAFND se 
onstruye tambi�en siguiendo el algoritmo (3.6).Ejemplo. Apli
ando el algoritmo (3.6) al ejemplo anterior, se obtiene las palabras mostradas en la tabla (3.13).Se ve que exa
tamente 21 
lases de equivalen
ia 
onforman el monoide del aut�omata. En la tabla (3.14)se muestra 
ada una de las 21 matri
es 
orrespondientes. Ah��, observamos que las palabras 11 y 0011 sonre
ono
idas por el aut�omata (sus entradas (M)04, 
orrespondientes a un arribo al estado �nal q4 a partirdel ini
ial q0, asumen el valor 1). Por tanto, 
ualquier palabra equivalente a una de ellas dos tambi�en ha deser re
ono
ida. Se tiene pues que el lenguaje re
ono
ido por el aut�omata no-determinista es pre
isamente launi�on de las dos 
lases de equivalen
ia [11℄ y [0011℄.Por otro lado, el monoide del aut�omata no-determinista puede ser dotado, 
omo se hizo anteriormente,de una estru
tura de aut�omata �nito. Si aqu�� se de
lara 
omo �nales a las 
lases [11℄ y [0011℄ enton
es elaut�omata resultante ser�a uno �nito que re
ono
e al mismo lenguaje que el aut�omata no-determinista. Estapropiedad de ser equivalente a uno �nito no es ex
lusiva del aut�omata en este ejemplo seg�un veremos en ellema (3.3.2) m�as abajo.3.3.3 Indeterminismo y determinismoDiremos que un lenguaje L � Ent� es regular-N si 
oin
ide 
on el lenguaje re
ono
ido por alg�un aut�omatano-determinista.Ya que todo aut�omata �nito es en s�� mismo un aut�omata no-determinista se tiene que todo lenguajeregular es tambi�en un lenguaje regular-N. El re
��pro
o tambi�en es 
ierto.Lema 3.3.2 (Equivalen
ia de determinismo e indeterminismo) Todo lenguaje regular-N es regular.Es de
ir, para todo aut�omata no-determinista AFND existe un aut�omata �nito AF tal que L(AFND) =L(AF ).1re
ono
emos aqu�� lo desafortunado del lenguaje: esta rela
i�on se re�ere a la de�nida entre palabras, la 
ual rela
iona apalabras que de�nen iguales rela
iones entre estados.



3.3. AUT �OMATAS NO-DETERMINISTAS G. Morales-Luna 77M(nil) = 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1 ! M(0) = 0 1 0 0 01 0 0 0 00 1 1 0 00 0 1 0 00 0 0 0 0 ! M(1) = 0 0 0 1 00 0 0 0 00 0 0 1 00 1 1 0 10 0 0 0 0 !M(00) = 1 0 0 0 00 1 0 0 01 1 1 0 00 1 1 0 00 0 0 0 0 ! M(01) = 0 0 0 0 00 0 0 1 00 0 0 1 00 0 0 1 00 0 0 0 0 ! M(10) = 0 0 1 0 00 0 0 0 00 0 1 0 01 1 1 0 00 0 0 0 0 !M(11) = 0 1 1 0 10 0 0 0 00 1 1 0 10 0 0 1 00 0 0 0 0 ! M(000) = 0 1 0 0 01 0 0 0 01 1 1 0 01 1 1 0 00 0 0 0 0 ! M(001) = 0 0 0 1 00 0 0 0 00 0 0 1 00 0 0 1 00 0 0 0 0 !M(010) = 0 0 0 0 00 0 1 0 00 0 1 0 00 0 1 0 00 0 0 0 0 ! M(011) = 0 0 0 0 00 1 1 0 10 1 1 0 10 1 1 0 10 0 0 0 0 ! M(100) = 0 1 1 0 00 0 0 0 00 1 1 0 01 1 1 0 00 0 0 0 0 !M(110) = 1 1 1 0 00 0 0 0 01 1 1 0 00 0 1 0 00 0 0 0 0 ! M(0000) = 1 0 0 0 00 1 0 0 01 1 1 0 01 1 1 0 00 0 0 0 0 ! M(0010) = 0 0 1 0 00 0 0 0 00 0 1 0 00 0 1 0 00 0 0 0 0 !M(0011) = 0 1 1 0 10 0 0 0 00 1 1 0 10 1 1 0 10 0 0 0 0 ! M(0100) = 0 0 0 0 00 1 1 0 00 1 1 0 00 1 1 0 00 0 0 0 0 ! M(0110) = 0 0 0 0 01 1 1 0 01 1 1 0 01 1 1 0 00 0 0 0 0 !M(1000) = 1 1 1 0 00 0 0 0 01 1 1 0 01 1 1 0 00 0 0 0 0 ! M(1100) = 1 1 1 0 00 0 0 0 01 1 1 0 00 1 1 0 00 0 0 0 0 ! M(00100) = 0 1 1 0 00 0 0 0 00 1 1 0 00 1 1 0 00 0 0 0 0 !Tabla 3.14: Matri
es 
orrespondientes a los elementos del monoide del aut�omata no-determinista.En efe
to, sea AFND = (Q1;Ent ; tran1; q01; F1) un aut�omata no-determinista. Podemos presentar dos
onstru

iones de aut�omatas �nitos equivalentes a AFND .Primera 
onstru

i�on. Construyamos el monoide SAFND del aut�omata no-determinista AFND y 
onsid-eremos su estru
tura de aut�omata �nito: 
ada uno de sus elementos [�℄ es un estado, para 
ada s��mboloe 2 Ent de�namos la transi
i�on ([�℄; e) 7! [�e℄ y de�namos 
omo estados �nales a las 
lases de equivalen
ia[�℄ tales que [�℄\ F 6= ;. Una palabra ser�a re
ono
ida en este �ultimo aut�omata 
uando y s�olo 
uando lo seapor AFND .Segunda 
onstru

i�on. Construyamos el aut�omata �nito AF = (Q2;Ent ; tran2; q02; F2) 
omo sigue:estados: Todo sub
onjunto de estados \viejos" ser�a un \nuevo" estado, Q2 = P(Q1) = fQjQ � Q1g:transi
i�on: Todo sub
onjunto de estados \viejos" se transforma en su imagen bajo la fun
i�on de transi
i�on\vieja", tran2 : Q2 � Ent ! Q2; (Q; e) 7! tran2(Q; e) = [q2Q tran(q; e), es de
ir, para 
ada p 2 Q1,p 2 tran2(Q; e) si y s�olo si 9q 2 Q : (q; e; p) 2 tran1.estado ini
ial: Hagamos q02 = fq01g, la m�onada que 
onsta s�olo del estado ini
ial \viejo".estados �nales: Todo sub
onjunto de estados \viejos" que 
ontenga alguno �nal de �esos ser�a un nuevoestado �nal: Q0 2 F2 , Q0 \ F1 6= ;:Observamos que rige 
ada una de las siguientes equivalen
ias para 
ualquier palabra � 2 Ent :� 2 L(AFND) , tran�AFND(q01; �) \ F1 6= ;, tran�AF(fq01g; �) \ F1 6= ;, tran�AF(q02; �) 2 F2, � 2 L(AF )as�� pues, AFND y AF son equivalentes. Observemos tambi�en aqu�� que el nuevo 
onjunto de estados hade tener 2n elementos, donde n es el n�umero de estados \viejos". Esto ha
e 
re
er mu
ho el tama~no delaut�omata �nito equivalente 
onstru��do de esta forma. Bien que en algunos 
asos tal 
ota superior al n�umerode estados nuevos puede al
anzarse, en mu
hos otros 
asos la parte a

esible del aut�omata 
onstru��do in
luir�as�olo una 
antidad mu
ho menor de estados. Por tanto, en la pr�a
ti
a es muy 
onveniente 
onstruir tan solo la



78 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESQ 0 1 Q 0 1 Q 0 1 Q 0 10 0 0 8 16 0 16 8 2 24 24 21 0 0 9 16 0 17 8 2 25 24 22 4 13 10 20 13 18 12 15 26 28 153 4 13 11 20 13 19 12 15 27 28 154 12 2 12 28 2 20 12 2 28 28 25 12 2 13 28 2 21 12 2 29 28 26 12 15 14 28 15 22 12 15 30 28 157 12 15 15 28 15 23 12 15 31 28 15Tabla 3.15: Transi
i�on en el aut�omata �nito equivalente al no-determinista.parte a

esible del aut�omata AF siguiendo la estrategia del algoritmo (3.5) de 
�al
ulo de estados a

esibles.Ejemplo. Consideremos el mismo ejemplo tratado en esta se

i�on. Cada sub
onjunto Q del 
onjunto deestados Q1 = fq0; q1; q2; q3; q4g puede ser 
odi�
ado por una 
adena de 5 
ara
teres 
Q = 
0Q
1Q
2Q
3Q
4Q 2f0; 1g5 de manera evidente, 8i � 5 : 
iQ = � 1 si qi 2 Q,0 si qi 62 Q.y 
ada una de tales 
adenas puede ser vista 
omo la representa
i�on binaria de un n�umero entero entre 0 y31. Nombremos pues 
on n�umeros de 0 a 31 a los elementos del 
onjunto Q2 de nuevos estados. As�� porejemplo \7" que en binario es 00111 representa al 
onjunto fq2; q3; q4g y \16", 16 = (10000)2, es el nuevoestado ini
ial q02 = fq0g. Los nuevos estados �nales son todos aquellos que 
ontegan a q4, es de
ir, quetengan el �ultimo bit \prendido". Los nuevos estados �nales son enton
es todos los n�umeros impares.Con ayuda de la tabla (3.14), se ve que la fun
i�on de transi
i�on del nuevo aut�omata es la mostrada en latabla (3.15). Observamos en este ejemplo que hay mu
hos estados ina

esibles tan s�olo por el he
ho de quela imagen de la fun
i�on de transi
i�on no in
luye a todos los estados. Con el est��mulo 0 s�olo se puede arribara los estados 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24 y 28. Con el est��mulo 1 s�olo se puede arribar a los estados 0, 2, 13 y 15.Si se apli
a el algoritmo (3.5) se obtiene el aut�omata de 8 estados 
uya tabla de transi
i�on es la siguiente:Q 0 1 Q 0 1 Q 0 1 Q 0 10 0 0 4 12 2 12 28 2 16 8 22 4 13 8 16 0 13 28 2 28 28 2en el que \16" es el estado ini
ial y \13" es el �uni
o estado �nal.3.4 Gr�a�
as de transi
i�on3.4.1 No
iones b�asi
asSea Ent un alfabeto �nito y sea � un s��mbolo que no est�e en Ent . Sea Ent� = f�g [ Ent la extensi�on,mediante la a~nadidura del s��mbolo �, del alfabeto dado. Naturalmente, el di

ionario Ent� est�a in
luido enel di

ionario Ent��. Por otro lado, sea� : Ent� ! Entnil 7! �(nil) = nil�1s = � 7! �(�) = � �(�1)s si s 2 Ent ,�(�1) si s = �.
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i�on que en 
ada palabra de Ent�� suprime todas las apari
iones del s��mbolo �. A
aso vale lapena de
ir aqu�� que � es el homomor�smo entre di

ionarios que extiende a las sustitu
i�onf� : � 7! � nil si � = �,� si � 2 Ent .Una gr�a�
a de transi
i�on sobre el alfabeto Ent es una estru
tura GT = (Q;Ent ; tran; q0; F ) que 
oin
ide
on un aut�omata no-determinista AFND = (Q;Ent�; tran; q0; F ) sobre el alfabeto Ent�. Se di
e que todaslas transi
iones de la forma (q; �; p) son transi
iones-�, o transi
iones-va
��as.Para 
ualquier estado q 2 Q y 
ualquier palabra � 2 Ent� el 
onjunto de estados a

esibles por � desdeq en GT es tran�GT(q; �) = [�12Ent��;�(�1)=� tran�AFND(q; �1);es de
ir, un estado es a

esible si hay una su
esi�on de transi
iones, que puede in
luir transi
iones-�, 
orres-pondiente a los s��mbolos de � desde el estado q hasta ese estado.Introduz
amos tambi�en en este 
aso, la siguiente rela
i�on en Ent�:�1 �GT �2 , 8q 2 Q : tran�GT(q; �1) = tran�GT(q; �2)Como antes, se tiene que �GT es una rela
i�on de equivalen
ia 
ongruente 
on la 
on
atena
i�on. Por tanto,el 
o
iente SGT = (Ent�= �GT) es un monoide, di
ho de la gr�a�
a de transi
i�on.3.4.2 Supresi�on de transi
iones va
��asSea tambi�en TGT(�) = tran�GT(q0; �) el 
onjunto de estados a

esibles en la gr�a�
a de transi
i�on mediante� partiendo del estado ini
ial.Una palabra � 2 Ent� es re
ono
ida por la gr�a�
a de transi
i�on GT si para alguna palabra �1 2 Ent��tal que � = �(�1), se tiene que �1 es re
ono
ida por el aut�omata no-determinista AFND . El lenguaje de lagr�a�
a est�a formado por todas las palabras que re
ono
e.Observa
i�on 3.4.1 Las siguientes dos rela
iones se 
umplen:� L(GT ) = �(L(AFND)).� 8� 2 Ent� : � 2 L(GT ), TGT(�) \ F 6= ;.Un lenguaje L � Ent� se di
e regular-G si existe una gr�a�
a de transi
i�on GT sobre el alfabeto Ent talque L = L(GT ).Todo aut�omata no-determinista sin transi
iones-� es una gr�a�
a de transi
i�on. Por tanto, todo lenguajeregular-N es tambi�en regular-G.En 
uanto al re
��pro
o, se puede ver inmediatamente que todo lenguaje regular-G en el di

ionario Ent�es regular-N en el di

ionario Ent�� y, debido al lema 3.3.2, es de he
ho regular en ese mismo di

ionario.As�� pues, toda gr�a�
a de transi
i�on es equivalente a un aut�omata �nito 
on transi
iones-�. Sin embargo,
on esta 
onstru

i�on se ha aumentado un s��mbolo al alfabeto. Veamos que se puede eliminar de maneraequivalente a las transi
iones-�.Lema 3.4.1 (Equivalen
ia de GT's y AF's) Todo lenguaje regular-G es regular. Es de
ir, para 
adagr�a�
a de transi
i�on GT sobre el alfabeto Ent existe un aut�omata �nito AF sobre el alfabeto Ent tal queL(GT ) = L(AF ).En efe
to, para 
onstruir un aut�omata �nito equivalente a una gr�a�
a de transi
i�on dada, se puede seguir
ualquiera de las dos 
onstru

iones presentadas en el lema 3.3.2 partiendo del 
orrespondiente aut�omatano-determinista, s�olo que en vez de 
onsiderar las rela
iones tran�AFND(q; �) se 
onsiderar�a las rela
ionestran�GT(q; �). Tambi�en, para evitar 
onsiderar estados irrelevantes se puede \�ltrar" la segunda 
onstru

i�on
on el algoritmo (3.5) de 
�al
ulo de partes a

esibles.



80 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESInput: A transition graph GT = (Q;Ent ; tran; q0; F )Output: A �nite automaton AF = (Q1;Ent ; tran1; q01; F1) su
h thatL(GT ) = L(AF ):Tst: List of tested new states.TBTst: List of to-be-tested new states.f Tst := nil ; TBTst := [q0 = 10 � � � 0℄ ; tran1 = nil ;while TBTst 6= nil dof Pop(q;TBTst) ;for ea
h e 2 Ent dof p := [q2q tranGT(q; e) ; tran1 := Append(tran1; (q; e;p)) ;if p 62 Tst [ TBTst [ fqg then TBTst := Append(TBTst ; [p℄)g ;Tst := Append(Tst ; [q℄)g ;AF 
onsists of the states in TstgFigura 3.7: Conversi�on de una gr�a�
a de transi
i�on a un aut�omata �nito equivalente.Presentamos un seudo
�odigo de este pro
edimiento en la �gura (3.7). Si Q = fq0; : : : ; qn�1g es el 
onjuntode estados de la gr�a�
a, la lista q = i0 � � � in�1 2 Dosn denota al sub
onjunto Q0 tal que para todo j,qij 2 Q0 , ij = 1. El nuevo estado �nal es la m�onada que 
onsiste del estado ini
ial q0, q01 = 10 � � � 0 = q0.Los estados �nales ser�an todos aquellos nuevos estados que in
luyan alguno �nal de los viejos estados.Ejemplo. Sea GT = (Q;Ent ; tran; q0; F ) la gr�a�
a de transi
i�on de�nida 
omo sigue:estados: Q = f0; 1; 2; 3g,entradas: Ent = f0; 1g,estado ini
ial: q0 = 0,estados �nales: F = f0g,transi
i�on: tran =8<: (0 � 1) (2 0 1) (2 1 2)(1 � 2) (1 0 3) (3 1 3)(3 � 0) 9=;.La palabra ��1001� realiza la transi
i�on 01221330 y 
onse
uentemente la palabra 1001 es re
ono
ida.Una palabra que 
onsista s�olo de 1's no puede ser re
ono
ida.Se puede ver que \partir del estado 0" es 
omo si se \partiera del estado 1 o del estado 2" pues a ambosse llega desde el estado 0 
on palabras de la forma ��. Por la misma raz�on, si se arriba al estado 0 se arribatambi�en a los estados 1 y 2, si se arriba al estado 1 se arriba tambi�en al estado 2 y si se arriba al estado 3se arriba tambi�en a los estados 0, 1, 2.Al apli
ar el algoritmo (3.7) obtenemos la tabla siguiente:q 0 11000 1111 00101111 1111 11110010 0100 00100100 1111 0100



3.5. AUT �OMATAS BIDIRECCIONALES G. Morales-Luna 81El estado ini
ial del aut�omata equivalente 
onsiste de la m�onada formada por el estado 0, es pues 1000, ylos estados �nales son los que tienen prendido el \bit" de la extrema izquierda, a saber 1000 y 1111.3.5 Aut�omatas bidire

ionalesHasta ahora los aut�omatas que hemos 
onsiderado leen su entrada de izquierda a dere
ha y no re
ulansobre ella para realizar transi
iones alternativas en fun
i�on de la \historia" de la entrada. Los aut�omatasbidire

ionales en 
ambio, s�� pueden revisar la 
adena de entrada y efe
tuar transi
iones en fun
i�on de unamisma entrada le��da varias ve
es. Veamos una formaliza
i�on de esta no
i�on de aut�omatas �nitos.Un aut�omata bidire

ional es una estru
tura de la formaAB = (Q;Ent ; tran; q0; F )donde Q : es el 
onjunto de estados,Ent : es el alfabeto de entrada,tran : Q� Ent ! Q� [Izq ;Der ℄; es la fun
i�on de transi
i�on,q0 2 Q : es el estado ini
ial,F � Q : es el 
onjunto de estados �nales.La sem�anti
a del aut�omata es muy intuitiva: Si se est�a leyendo la i-�esima posi
i�on de una palabra deentrada, en la 
ual apare
e el s��mbolo e, y se est�a en el estado q enton
es,� si tran(q; e) = (p; Izq) se pasa al estado p y a revisar la posi
i�on i� 1 de la 
adena de entrada,� si tran(q; e) = (p;Der) se pasa al estado p y a revisar la posi
i�on i+ 1 de la 
adena de entrada.Para llevar un re
uento de las transi
iones del aut�omata utilizaremos des
rip
iones instant�aneas (DI's).Una DI es una 
adena �Izqqe�Der 2 Ent� �Q� Ent � Ent�que indi
a que la palabra de entrada a
tual es � = �Izqe�Der, se est�a leyendo el s��mbolo e y se est�a en elestado q: �Izq e"q �Der; o bien de la forma �Izqq 2 Ent� �Q, que indi
a que se ha arribado al estado q y seha 
on
luido la le
tura de la palabra de entrada.Diremos que una DI d1 = �1;Izqq1e1�1;Der se sigue de otra d0 = �0;Izqq0e0�0;Der, AB ` (d0 ! d1), si esel resultado de apli
ar la transi
i�on 
orrespondiente a d0. Formalmente, AB ` (d0 ! d1),8>><>>: � (�0;Izq = �1;Izqe1)^(�1;Der = e0�0;Der) � si tran(q0; e0) = (q1; Izq),� (�0;Der = e1�1;Der)^(�1;Izq = �0;Izqe0) � si tran(q0; e0) = (q1;Der)._ 8<: (d0 = �0;Izqq0e0)^(d1 = �0;Izqe0q1)^tran(q0; e0) = (q1; Izq)La 
erradura re
exivo-transitiva de la rela
i�on \se sigue" es la rela
i�on \se deriva", denotada 
omoAB ` (d0 �! d1).Una palabra � 2 Ent� es re
ono
ida por el aut�omata bidire

ional AB si para alg�un estado �nal p 2 F setiene AB ` (q0� �! �p). Es de
ir, una palabra es re
ono
ida si para 
uando se 
on
luya su le
tura se hayaarribado a un estado �nal. El lenguaje re
ono
ido por el aut�omata bidire

ional AB esL(AB) = [� 2 Ent�j9p 2 F : AB ` (q0� �! �p)℄:Un lenguaje es regular-B si es re
ono
ido por un aut�omata bidire

ional.



82 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESDI [1℄ : q0aabbbababbbbDI [2℄ : aq3abbbababbbbDI [3℄ : aaq5bbbababbbbDI [4℄ : aabq1bbababbbbDI [5℄ : aabbq3bababbbbDI [6℄ : aabbbq5ababbbbDI [7℄ : aabbq4bababbbbDI [8℄ : aabq5bbababbbbDI [9℄ : aabbq1bababbbbDI [10℄ : aabbbq3ababbbbDI [11℄ : aabbbaq5babbbbDI [12℄ : aabbbabq1abbbbDI [13℄ : aabbbaq2babbbbDI [14℄ : aabbbabq2abbbbDI [15℄ : aabbbabaq1bbbbDI [16℄ : aabbbababq3bbbDI [17℄ : aabbbababbq5bbDI [18℄ : aabbbababbbq1bDI [19℄ : aabbbababbbbq3Tabla 3.16: A

i�on de SAB6 sobre �1.EjemploEl aut�omata bidire

ional SAB3 que� avanza a la dere
ha hasta que hayan apare
ido dos 1's, y� retro
ede a la dere
ha hasta en
ontrar un 0, en 
uyo 
aso reentra al estado ini
ial,tiene 
omo transi
i�on a la siguiente: Estado 0 1q0 (q0;Der) (q1;Der)q1 (q1;Der) (q2; Izq)q2 (q0;Der) (q2; Izq)El estado ini
ial es q0.Si q1 se designa 
omo estado �nal, enton
es se re
ono
er�a a palabras de la forma 0�(010�)�010�.EjemploConsideremos el semiaut�omata bidire

ional SAB6 de 6 estados sobre el alfabeto de dos s��mbolos A =[a; b℄: q0 q1 q2 q3 q4 q5a (q3;Der) (q2; Izq) (q1;Der) (q5;Der) (q3; Izq) (q4; Izq)b (q4;Der) (q3;Der) (q2;Der) (q5;Der) (q5; Izq) (q1;Der)Una palabra que termina de leerse es �1 = aabbbababbbb . En la tabla (3.16) se ve la a

i�on de SAB6sobre �1. Una palabra 
on un pre�jo de 4 a's ha
e que se salga por la izquierda de la 
adena de entrada. Enefe
to, 
onsideremos �2 = aaaabbbbaaaa . En la tabla (3.17) se ve la a

i�on de SAB6 sobre �2. Una palabraque 
i
la es �3 = aabbabaabbbb . En la tabla (3.18) se ve la a

i�on de SAB6 sobre �3.Si se ve la entrada del aut�omata 
omo ins
rita en una 
inta 
on 
asillas 
ontiguas, en 
ada una de las
uales se ins
ribe un s��mbolo, enton
es en una palabra de k s��mbolos habr�a k +1 separadores de 
asillas. Sila palabra de entrada fuese � = e1 : : : ek, al es
ribir expl��
itamente a los separadores, podr��amos re-es
ribira � 
omo � = s0e1s1 : : : sk�1eksk:



3.5. AUT �OMATAS BIDIRECCIONALES G. Morales-Luna 83DI [1℄ : q0aaaabbbbaaaaDI [2℄ : aq3aaabbbbaaaaDI [3℄ : aaq5aabbbbaaaaDI [4℄ : aq4aaabbbbaaaaDI [5℄ : q3aaaabbbbaaaaDI [6℄ : aq5aaabbbbaaaaDI [7℄ : q4aaaabbbbaaaaDI [8℄ : q3<Salida por la izquierda!Tabla 3.17: A

i�on de SAB6 sobre �2.DI [1℄ : q0aabbabaabbbbDI [2℄ : aq3abbabaabbbbDI [3℄ : aaq5bbabaabbbbDI [4℄ : aabq1babaabbbbDI [5℄ : aabbq3abaabbbbDI [6℄ : aabbaq5baabbbbDI [7℄ : aabbabq1aabbbbDI [8℄ : aabbaq2baabbbbDI [9℄ : aabbabq2aabbbbDI [10℄ : aabbabaq1abbbbDI [11℄ : aabbabq2aabbbbDI [9℄ = DI [11℄ <Ci
lo!Tabla 3.18: A

i�on de SAB6 sobre �3.En la �gura (3.8) presentamos un diagrama de esta presenta
i�on.La apli
a
i�on de la palabra de entrada � en el aut�omata determina una su
esi�on de 
ru
e Si en 
ada unode los separadores si, de a
uerdo 
on la 
onstru

i�on siguiente:1. Ini
ialmente ha
emos S0 = [(q0;Der)℄ y para 
ada i > 0, Si = nil .2. Posteriormente, si d = �Izqqe�Der es la des
rip
i�on instant�anea a
tual, d0 = �0Izqq0e0�0Der es tal queAB ` (d! d0) y e est�a en la posi
i�on j, enton
estran(q; e) = (q0; Izq) ) Sj�1 = Sj�1 � [(q0; Izq)℄;tran(q; e) = (q0;Der) ) Sj = Sj � [(q0;Der)℄;Con estas reglas, toda su
esi�on de 
ru
e ha de 
omenzar 
on una pareja de la forma (q0;Der) 
orrespon-diente a un movimiento a la dere
ha, y los movimientos 
orrespondientes a dos parejas su
esivas en unamisma su
esi�on de 
ru
e habr�an de alternarse. Por tanto, al 
abo de la le
tura de una palabra de entrada, en
6s0 6e1 s1 6e2 s2 � � � 6sk�2 6ek�1sk�1 6ek skFigura 3.8: Cadena de entrada y separadores en un AB.



84 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARESs0 1 s1 0 s2 1 s3 0 s4 0 s5 1 s6(q0;Der) : 1 (q1;Der) : 2 (q1;Der) : 3(q2; Izq) : 4(q0;Der) : 5 (q1;Der) : 6 (q1;Der) : 7 (q1;Der) : 8(q2; Izq) : 9(q0;Der) : 10 (q1;Der) : 11En 
ada entrada, los n�umeros de la dere
ha son un re
uento se
uen
ial de la 
omputa
i�on.Tabla 3.19: Su
esiones de 
ru
e para el aut�omata bidire

ional SAB3.s0 a s1 a s2 a s3 a s4 a s5 a s6(q0;Der) : 1 (q3;Der) : 2 (q5;Der) : 3 (q1;Der) : 4 (q3;Der) : 5 (q5;Der) : 6(q5; Izq) : 8 (q4; Izq) : 7(q1;Der) : 9 (q3;Der) : 10 (q5;Der) : 11b s7 a s8 b s9 b s10 b s11 b s12(q1;Der) : 12(q2; Izq) : 13(q2;Der) : 14 (q1;Der) : 15 (q3;Der) : 16 (q5;Der) : 17 (q1;Der) : 18 (q3;Der) : 19Tabla 3.20: Su
esiones de 
ru
e para el aut�omata bidire

ional SAB6.
ada separador, la 
orrespondiente su
esi�on de 
ru
e ha de tener un n�umero impar de elementos. Adem�as,en el 
aso de que se haya apli
ado una palabra que es efe
tivamente re
ono
ida, ninguna su
esi�on de 
ru
epuede tener dos apari
iones de una misma pareja (en otro 
aso la \
omputa
i�on" se 
i
lar��a).EjemploPara la palabra de longitud 6, 101001, las 7 su
esiones de 
ru
e en el semiaut�omata bidire

ional SAB3son las mostradas en la tabla 3.19.EjemploPara la palabra de longitud 12, aabbbababbbb , las 13 su
esiones de 
ru
e en el semiaut�omata bidire

ionalSAB6 son las mostradas en la tabla 3.20.De manera general, diremos que una su
esi�on de 
ru
e es una lista de parejas de la forma (q;m) 2Q� [Izq ;Der ℄ tal que� los movimientos en la su
esi�on se van alternando, y� ninguna pareja se repite en la su
esi�on.Por razones que se a
larar�an m�as adelante, diremos que una su
esi�on de 
ru
e es dere
ha si 
omienza 
onun movimiento a la dere
ha y es de longitud impar. Sim�etri
amente, diremos que es izquierda si 
omienza
on un movimiento a la izquierda y es de longitud par.Si hay n estados en el aut�omata bidire

ional, enton
es ninguna su
esi�on de 
ru
e puede tener m�as de2n elementos. Adem�as, para 
ada j � n hay 
n;j = � n!(n�j)!�2 su
esiones de 
ru
e de longitud 2j � 1 que
omien
en 
on el movimiento Der . Por tanto, 
on n estados, hayCn = nXj=1 
n;j = (n!)2 nXj=1 1((n� j)!)2posibles su
esiones de 
ru
e dere
has. El 
re
imiento de Cn es muy r�apido 
omo se ve en la tabla (3.21).



3.5. AUT �OMATAS BIDIRECCIONALES G. Morales-Luna 85n Cn n Cn1 1 8 37059272962 8 9 3001801110573 81 10 300180111058004 1312 11 36321793438019215 32825 12 5230338255074767686 1181736 13 883927165107635739617 57905113 14 17324972436109660496552Tabla 3.21: Cre
imiento del n�umero m�aximo de su
esiones de 
ru
e.En resumen, el 
onjunto de su
esiones de 
ru
e para un aut�omata bidire

ional siempre es �nito. Poresto, tendremos que todo aut�omata bidire

ional ser�a equivalente a uno �nito no-determinista. Los estadosde �este �ultimo ser�an pre
isamente las su
esiones de 
ru
e dere
has posibles. En lo que resta de esta se

i�on,veremos 
�omo 
onvertir un aut�omata bidire

ional a uno �nito equivalente.Observemos en las tablas (3.19) y (3.20) que 
ualesquiera dos su
esiones de 
ru
es 
ontiguas \
on
uerdan"entre s�� en el sentido de que sus 
onstru

iones son 
onsistentes 
on el fun
ionamiento del 
orrespondienteaut�omata bidire

ional.Ahora bien, diremos que dos su
esiones de 
ru
e S1, S2 
on
uerdan para un s��mbolo e 2 Ent si paraalguna palabra � = �1e�2, en la 
ual e aparez
a en una posi
i�on, digamos i, se tiene que S1 apare
e 
omosub
adena de la su
esi�on de 
ru
e Si�1, S2 apare
e 
omo sub
adena de Si y ambas 
adenas forman la \traza"del fun
ionamiento del aut�omata bidire

ional sobre la palabra �. Diremos que S1 
on
uerda yendo a ladere
ha 
on S2 si la traza ini
ia 
on el primer elemento de S1 y el movimiento 
orrespondiente es a la dere
ha.Similarmente, diremos que S2 
on
uerda yendo a la izquierda 
on S1 si la traza ini
ia 
on el primer elementode S2 y el movimiento 
orrespondiente es a la izquierda.Para poner esto en t�erminos m�as pre
isos:D.1 La su
esi�on va
��a 
on
uerda yendo a la dere
ha 
onsigo misma para 
ualquier s��mbolo e.I.1 La su
esi�on va
��a 
on
uerda yendo a la izquierda 
onsigo misma para 
ualquier s��mbolo e.D.2 Si S1 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on S2 para el s��mbolo e y tran(q1; e) = (q2; Izq) enton
es la su
esi�on[(q1;Der); (q2; Izq)℄ � S1 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on S2 para el s��mbolo e.En efe
to, la pareja (q1;Der) indi
a que se atraviesa al separador si�1 ha
ia la dere
ha para leer els��mbolo e, y luego, por la a

i�on del AB, se vuelve a atravesar si�1 pero ahora ha
ia la izquierda.I.2 Si S2 
on
uerda yendo a la izquierda 
on S1 para el s��mbolo e y tran(p1; e) = (p2;Der) enton
es lasu
esi�on [(p1; Izq); (p2;Der)℄ � S2 
on
uerda yendo a la izquierda 
on S1 para el s��mbolo e.En efe
to, estamos en una situa
i�on sim�etri
a de la anterior.D.3 Si S2 
on
uerda yendo a la izquierda 
on S1 para el s��mbolo e y tran(q1; e) = (p1;Der) enton
es[(q1;Der)℄ � S1 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on [(p1;Der)℄ � S2 para el s��mbolo e.En efe
to, la pareja (q1;Der) indi
a que se atraviesa a si�1 ha
ia la dere
ha para leer el s��mbolo e, yluego, por la a

i�on del AB, se atraviesa si ha
ia la dere
ha tambi�en. Posteriormente para mantenerla 
on
ordan
ia es ne
esario que S2 
on
uerde yendo a la izquierda 
on S1.I.3 Si S1 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on S2 para el s��mbolo e y tran(q1; e) = (p1; Izq) enton
es [(q1; Izq)℄�S2
on
uerda yendo a la izquierda 
on [(p1; Izq)℄ � S1 para el s��mbolo e.En efe
to, estamos en una situa
i�on sim�etri
a de la anterior.Se sigue inmediatamente lo siguiente:1. Si S1 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on S2, enton
es ambas su
esiones S1 y S2 son dere
has.2. Si S2 
on
uerda yendo a la izquierda 
on S1, enton
es ambas su
esiones S1 y S2 son dere
has.
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ualquier palabra � que se lea por 
ompleto en el aut�omata bidire

ional, si (Si)i es su su
esi�onde su
esiones de 
ru
e, enton
es:(a) 
ada Si es una su
esi�on de 
ru
e dere
ha,(b) 
ada Si�1 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on Si, para el i-�esimo s��mbolo de la palabra �.Proposi
i�on 3.5.1 (Equivalen
ia de los aut�omatas bidire

ionales 
on los no-deterministas) Todolenguaje regular-B es regular-N, y 
onse
uentemente es tambi�en regular. Es de
ir, todo aut�omata bidire
-
ional es equivalente a un aut�omata no-determinista, y 
onse
uentemente a un aut�omata �nito.En efe
to, sea AB = (Q;Ent ; tran; q0; F ) un aut�omata bidire

ional. Construyamos el aut�omata no-determinista siguiente:estados: Q1 = [su
esiones de 
ru
e dere
has℄,estado ini
ial: q01 = [(q0;Der)℄,estados �nales: F1 = [[(q;Der)℄jq 2 F ℄,transi
iones: (S1 e S2) 2 tran1 , S1 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on S2 para el s��mbolo eEs f�a
il ver que ambos aut�omatas son equivalentes pues una \
omputa
i�on re
ono
edora", en el aut�omatano-determinista, 
orresponde a una le
tura por 
olumnas 
omo las presentadas en las tablas 3.19 y 3.20,
orrespondientes a sendas \
omputa
iones re
ono
edoras", en sus respe
tivos aut�omatas bidire

ionales. Elre
��pro
o tambi�en vale.El aut�omata des
rito en la demostra
i�on anterior es muy extenso y seguramente ha de 
ontener una gran
antidad de estados ina

esibles. Como una primera aproxima
i�on para redu
ir el tama~no del aut�omataequivalente podemos 
al
ular s�olo aquellas su
esiones de 
ru
e que poten
ialmente pueden 
on
ordar, seg�unlo permita la fun
i�on de transi
i�on del aut�omata bidire

ional.Des
ribamos un pro
edimiento que dado un s��mbolo a produ
e sendas listas de parejas de su
esionesde 
ru
e que 
on
uerdan yendo por la dere
ha, abreviado Con
Der, y yendo por la izquierda, abreviadoCon
Izq, respe
to al s��mbolo a. Para 
ada una de las dos rela
iones, Con
Der y Con
Izq, utilizaremos unarreglo de palabras a revisar y otro de palabras ya revisadas.1. Ini
ialmente 
onsideramos la su
esi�on de 
ru
e va
��a �. La pareja (�; �) se 
olo
a en la lista de parejasa revisar, en tanto que la lista de parejas revisadas es va
��a, para 
ada una de las dos rela
iones de
on
ordan
ia.2. Por 
ada pareja de su
esiones que quede por revisar,(a) se toma la primera pareja (SDer1;SDer2) a revisar seg�un Con
Der para pasarla a las ya revisadastras el pro
esamiento que aqu�� des
ribimos,(b) para 
ada estado q sea (p;mov ) el resultado de leer a en el estado q y para 
ada pareja (SIzq1;SIzq2)entre las revisadas o por revisar de la rela
i�on Con
Izq:� si mov = Izq enton
es 
onsideramos la pareja ([[q;Der ℄; [p; Izq ℄℄ � SDer1;SDer2), para 
olo-
arla en la lista de las parejas a revisar seg�un la rela
i�on Con
Der, si es que es la primera vezque apare
e,� si mov = Der enton
es 
onsideramos la pareja ([[q;Der ℄℄ � SIzq1; [[p;Der ℄℄ � SIzq2), para
olo
arla en la lista de las parejas a revisar seg�un la rela
i�on Con
Der, si es que es la primeravez que apare
e,(
) luego pro
edemos de manera dual, es de
ir, se toma la primera pareja (SIzq1;SIzq2) a revisarseg�un Con
Izq para pasarla a las ya revisadas tras el pro
esamiento que aqu�� des
ribimos,(d) para 
ada estado q sea (p;mov ) el resultado de leer a en el estado q y para 
ada pareja (SDer1;SDer2)entre las revisadas o por revisar de la rela
i�on Con
Der:� si mov = Der enton
es 
onsideramos la pareja (SIzq1; [[q; Izq ℄; [p;Der ℄℄�SIzq2), para 
olo
arlaen la lista de las parejas a revisar seg�un la rela
i�on Con
Izq, si es que es la primera vez queapare
e,
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es 
onsideramos la pareja ([[p; Izq ℄℄ � SDer1; [[q; Izq ℄℄ � SDer2), para 
olo-
arla en la lista de las parejas a revisar seg�un la rela
i�on Con
Izq, si es que es la primera vezque apare
e,3. Las listas de parejas revisadas han de 
on
ordar.El pro
edimiento des
rito produ
e a�un una gran 
antidad de su
esiones de 
ru
e, aunque efe
tivamenteest�a des
artando a mu
h��simas su
esiones irrelevantes.EjemploVolvamos al aut�omata SAB3. El algoritmo anterior produ
e 48 parejas de su
esiones de 
ru
e dere
has,de manera que la primera 
on
uerda 
on la segunda yendo a la dere
ha, respe
to al s��mbolo 0. En latabla (3.22(a)) las enlistamos en su orden de apari
i�on 
on el algoritmo des
rito. Sin embargo, ah�� apare
entambi�en su
esiones que tienen elementos repetidos. En la tabla (3.22(b)) suprimimos esas su
esiones.En la tabla (3.23) enlistamos las parejas de su
esiones de 
ru
e dere
has, de manera que la primera
on
uerda 
on la segunda yendo a la dere
ha, respe
to al s��mbolo 1, tambi�en en el orden de apari
i�on 
on elalgoritmo des
rito.Para el aut�omata SAB6, de 6 estados, este algoritmo da un n�umero extremadamente grande de su
esionesrela
ionadas.Como otra alternativa, en vez de generar todas las su
esiones de 
ru
e plausibles, 
on 
ierta no
i�onde plausibilidad, partiendo de la su
esi�on de 
ru
e primera [(q0;Der)℄, dada una su
esi�on de 
ru
e a
tual
al
ularemos a todas aquellas que 
on
uerdan 
on ella yendo a la dere
ha para 
ada uno de los s��mbolos enel alfabeto de entrada.Para esto, de�nimos dos rela
iones Ha
iaDera y Ha
iaIzqa de manera tal que para 
ualesquiera dossu
esiones de 
ru
e S y T :SHa
iaDeraT , S 
on
uerda yendo a la dere
ha 
on T respe
to a aSHa
iaIzqaT , T 
on
uerda yendo a la izquierda 
on S respe
to a aDiremos que una pareja [(q; Izq); (p;Der)℄ es \de zig-zag", respe
to al s��mbolo a si en la transi
i�on delaut�omata bidire

ional se tiene tran(q; a) = [p;Der ℄. Diremos tambi�en que un estado q es un \ante
edente"de [p;mov ℄ si para alg�un s��mbolo b se tuviese que tran(q; b) = [p;mov ℄.De manera re
ursiva, tenemos:HD.1 [℄Ha
iaDera[℄.HD.2 [(q;Der)℄ � SHa
iaDera[(p;Der)℄ � T , (tran(q; a) = (p;Der))&(SHa
iaIzqaT ).HD.3 [(q;Der); (p; Izq)℄ � SHa
iaDeraT , (tran(q; a) = (p; Izq))&(SHa
iaDeraT ).HI.1 [℄Ha
iaIzqaT , T es de zig-zag, respe
to al s��mbolo a.HI.2 [(q; Izq)℄ � SHa
iaDera[(p; Izq)℄ � T , (q es ante
edente de (p; Izq))&(SHa
iaIzqaT ).Utilizaremos un arreglo de su
esiones de 
ru
e a revisar y otro de su
esiones de 
ru
e ya revisadas.1. Ini
ialmente se 
olo
a la su
esi�on de 
ru
e [(q0;Der)℄ en la lista de su
esiones a revisar y la de revisadases va
��a.2. En tanto haya su
esiones por revisar,(a) se toma la primera su
esi�on S a revisar, para pasarla luego a las ya revisadas,(b) para 
ada s��mbolo a,i. se 
al
ula la lista de su
esiones T tales que SHa
iaDeraT ,ii. se pone una transi
i�on, mar
ada 
on a de S a 
ada tal T ,iii. la primera vez que aparez
a una tal T , se la pone en la lista de su
esiones a revisar.



88 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES[(0;Der)℄ [(0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (1; Izq); (1;Der); (0; Izq); (0;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (2; Izq); (0;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (0; Izq); (0;Der); (1; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄
[(0;Der)℄ [(0;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der)℄[(2;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(0;Der)℄ [(0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄[(1;Der)℄ [(1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄(a) (b)Tabla 3.22: (a) Las 48 parejas de su
esiones de 
ru
e dere
has, de manera que la primera 
on
uerda 
onla segunda yendo a la dere
ha, respe
to al s��mbolo 0. (b) Las 7 parejas de la tabla (a) sin su
esiones 
onelementos repetidos.



3.5. AUT �OMATAS BIDIRECCIONALES G. Morales-Luna 89[(0;Der)℄ [(1;Der)℄[(1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der)℄[(2;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der)℄[(2;Der); (2; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der)℄[(0;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (1;Der)℄[(1;Der); (2; Izq); (2;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der)℄[(1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (1;Der)℄[(2;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (1;Der)℄[(2;Der); (2; Izq); (1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (1;Der)℄[(1;Der); (2; Izq); (2;Der); (2; Izq); (0;Der)℄ [(1;Der); (0; Izq); (1;Der)℄Tabla 3.23: Las 10 parejas, de manera que la primera 
on
uerda 
on la segunda yendo a la dere
ha, respe
toal s��mbolo 1.3. La lista de su
esiones revisadas de�ne al aut�omata no-determinista equivalente.EjemploPara el aut�omata bidire

ional SAB3, al apli
ar el algoritmo anterior se distingue a las su
esiones de
ru
e 0 [(0;Der)℄1 [(0;Der); (1; Izq); (1;Der)℄2 [(1;Der)℄3 [(1;Der); (0; Izq); (0;Der)℄4 [(1;Der); (2; Izq); (0;Der)℄5 [(1;Der); (1; Izq); (0;Der)℄y 
on la enumera
i�on de la primer 
olumna, la transi
i�on del aut�omata no-determinista es0 10 f0; 1g f2g1 fg fg2 f2; 3; 4g fg3 fg fg4 f5; 4g f2g5 fg fgy sobre �este, al 
al
ular el aut�omata determinista equivalente, obtenemos el aut�omataNvoEdo CtoViejosEdos0 f0g1 f0; 1g2 f2g3 f2; 3; 4g4 fg5 f2; 3; 4; 5g
0 10 1 21 1 22 3 43 5 24 4 45 5 2donde la tabla del lado izquierdo representa una nueva enumera
i�on ahora de los 
onjuntos de estados delaut�omata no-determinista, y la tabla de la dere
ha, la transi
i�on del nuevo aut�omata determinista. Este esel equivalente a SAB3.EjemploPara el aut�omata bidire

ional SAB6, al apli
ar el algoritmo anterior se distingue a 177 su
esiones de
ru
e para formar el aut�omata no-determinista AND. Cuando a �este se le 
onvierte en uno determinista,
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en 63 estados. El estado 0 de AND 
orresponde a la su
esi�on de 
ru
e [(0;Der)℄. Elestado 0 de AD 
orresponde al 
onjunto de estados f0g.Vimos anteriormente que la palabra � = aabbbababbbb se lee por 
ompleto en el aut�omata SAB6 y arribaa su estado 3. Cuando apli
amos � a AD se llega a su estado 49, el 
ual 
orresponde a la 
ole

i�on de estadosde AND f1; 3; 23; 24; 25; 26; 27; 28; 29; 30; 34; 35; 36; 37; 38; 39; 40;41; 42; 43; 44; 46; 47; 48; 58; 59; 60; 61; 62; 63; 64; 65; 66; 67;68; 69; 70; 71; 72; 73; 74; 75; 76; 77; 78; 79; 80; 81; 82; 83; 84;85; 86; 87; 88; 89; 115; 116; 117; 118; 119; 120; 121; 122; 123; 124; 125; 126;127; 128; 129; 130; 131; 132; 133; 134; 135; 136; 137; 138; 149; 150; 151; 152; 153;154; 155; 156; 157; 158; 159gentre los 
uales est�a el estado 1 que 
orresponde a la su
esi�on de 
ru
e [(3;Der)℄.3.6 Produ
to de aut�omatasSean AF 1 = (Q1;Ent ; tran1; q01; F1) y AF 2 = (Q2;Ent ; tran2; q02; F2) dos aut�omatas �nitos. Su semi-aut�omata produ
to se de�ne sobre el produ
to 
artesiano 
omo sigue:estados: Q = Q1 �Q2 = [(q1; q2)jq1 2 Q1; q2 2 Q2℄,estado ini
ial: q01 = (q01; q02),transi
iones: tran : Q� Ent ! Q((q1; q2); e) 7! tran ((q1; q2); e) = (tran1(q1; e); tran2(q2; e))(se tiene un semiaut�omata porque a�un no hay estados �nales). Denotemos por AF = Prod(AF 1;AF 2) aeste semiaut�omata.Es evidente que� 2 Ent�; (q1; q2) 2 Q ) tran� ((q1; q2); �) = (tran1(q1; �); tran2(q2; �))� 2 Ent� ) T (�) = (T1(�); T2(�))As�� pues, si de�nimos 
omo 
onjunto de estados �nales al 
onjuntoF_ = [(q1; q2) 2 Qj(q1 2 F1) _ (q2 2 F2)℄enton
es una palabra � 2 Ent� ser�a re
ono
ida por el produ
to si y s�olo si lo es por alguno de los aut�omatasAF 1 o AF 2, es de
ir, en este 
aso, L(AF ) = L(AF 1) [ L(AF 2):Ahora, si de�nimos 
omo 
onjunto de estados �nales al 
onjuntoF^ = [(q1; q2) 2 Qj(q1 2 F1) ^ (q2 2 F2)℄enton
es una palabra � 2 Ent� ser�a re
ono
ida por el produ
to si y s�olo si lo es por ambos aut�omatas AF 1o AF 2, es de
ir, en este 
aso, L(AF ) = L(AF 1) \ L(AF 2):Naturalmente, un aut�omata produ
to puede redu
irse de manera equivalente 
onsiderando uni
amentesu parte a

esible, es de
ir, apli
�andole el algoritmo 3.5.
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erraduraPara dos lenguajes L1; L2 � Ent� de�nimos los operadores siguientes:interse

i�on: L1 \ L2 = [�j(� 2 L1) ^ (� 2 L2)℄suma: L1 + L2 = L1 [ L2= [�j(� 2 L1) _ (� 2 L1)℄produ
to: L1 � L2 = [�1�2j(�1 2 L1) ^ (�2 2 L2)℄estrella: L01 = [nil ℄8n � 0 : Ln+11 = Ln1 � L1L�1 = [n�0Ln1
omplemento: L
1 = f� 2 Ent�j� 62 L1gProposi
i�on 3.7.1 La 
lase de lenguajes regulares es 
errada bajo 
ada uno de los anteriores operadores.En efe
to, ve�amoslo para 
ada operador.Sean AF 1 y AF 2 sendos aut�omatas �nitos que re
ono
en a L1 y a L2.Interse

i�on: Sea AF el aut�omata produ
to de AF 1 y AF 2 dotado de los estados �nales F^. AF re
ono
eal lenguaje L1 \ L2 y por tanto �este es regular.Suma: Sea AF el aut�omata produ
to de AF 1 y AF 2 dotado de los estados �nales F_. AF re
ono
e allenguaje L1 + L2 y por tanto �este es regular.Alternativamente, sea GT la gr�a�
a de transi
i�on que 
onsiste de la estru
tura de AF 1 m�as la estru
turade AF 2 m�as un estado ini
ial q0 
on 
orrespondientes transi
iones-� (q0 � q01) y (q0 � q02). Esta gr�a�
are
ono
e a L1 + L2 y por tanto �este es regular-G. Como todo regular-G es tambi�en regular, L1 + L2 esregular.Produ
to: Sea GT la gr�a�
a de transi
i�on que 
onsiste de la estru
tura de AF 1 m�as la estru
tura de AF 2m�as un estado ini
ial q0 
on la transi
i�on-� (q0 � q01). A~nadamos tambi�en una transi
i�on-� de 
ada estado�nal de AF 1 al estado ini
ial q02 de AF 2: (q1 � q02), q1 2 F1. Esta gr�a�
a re
ono
e a L1 � L2 y por tanto�este es regular-G. As�� pues, L1 � L2 es regular.Estrella: Sea GT la gr�a�
a de transi
i�on que 
onsiste de la estru
tura de AF 1 m�as un estado ini
ialq0 
on la transi
i�on-� (q0 � q01) y una transi
i�on-� de 
ada estado �nal de AF 1 a q0: (q1 � q0), q1 2 F1.De
laremos tambi�en 
omo �nal a q0. Esta gr�a�
a re
ono
e a L�1 y por tanto �este es regular-G. As�� pues, L�1es regular.Complemento: Sea AF el aut�omata que tiene la misma estru
tura de AF 1 salvo en que un estado ser�a�nal en AF si y s�olo si ese estado no lo es en AF 1, es de
ir, F = Q�F1. Evidentemente, AF re
ono
e a L
1y por tanto �este es un lenguaje regular.3.8 Ejer
i
ios1. Construya m�aquinas de Mealy y de Moore 
on el desempe~no siguiente: Para entradas en (0 + 1)�, sila entrada termina 
on el su�jo 101 emite A; si la entrada termina 
on el su�jo 110 emite B; en otro 
asoemite C.2. Construya m�aquinas de Mealy y de Moore 
on el desempe~no siguiente: Para entradas en (0 + 1 + 2)�,es
ribe el residuo en base 5 del n�umero que, en base 3 est�a dado por la entrada.3. Sea tran : Q�Ent ! Q la fun
i�on de transi
i�on de un aut�omata �nito. Demuestre que para 
ada q 2 Qy 
ada �1; �2 2 Ent� se tiene tran�(q; �1�2) = tran�(tran�(q; �1); �2):



92 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES4. Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = f0; 1g que re
onoz
a al lenguaje 
onsistente delas 
adenas de 
ara
teres 
on tres 0's 
onse
utivos.5. Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = f0; 1g que re
onoz
a al lenguaje 
onsistente delas 
adenas de 
ara
teres tales que 
ada bloque de 
in
o 
ara
teres 
onse
utivos 
ontiene al menos dos 0's.6. Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = f1g que re
onoz
a al lenguaje L = f11116k1jk � 0g.7. Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = fa; bg que re
onoz
a al 
onjunto de palabras 
uyos
uatro �ultimos s��mbolos forman la part��
ula bbab.8. Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = fa; bg que re
onoz
a al 
onjunto de palabras 
uyos
in
o �ultimos s��mbolos in
luyen dos a's y tres b's.9. Revisor de sumas binarias: Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = f0; 1g3 que re
onoz
aal lenguaje Lsum tal que (a1b1
1)(a2b2
2) � � � (akbk
k) 2 Lsum ,(a1a2 � � � ak)2 + (b1b2 � � � bk)2 = (
1
2 � � � 
k)2As��, por ejemplo, 
omo 6 + 14 = 20 se tiene24 001 3524 010 3524 111 3524 110 3524 000 35 2 Lsum10. Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = fa; b; 
g que re
onoz
a al lenguaje 
onsistente delos pal��ndromas de longitud a lo sumo 6.11. Construya un aut�omata �nito sobre el alfabeto Ent = fa; bg que re
onoz
a al lenguaje 
onsistente delas palabras 
uyo antepen�ultimo s��mbolo es b.12. Demuestre que el aut�omata 
uya transi
i�on estran 0 1q0 q1 q2q1 q3 q0q2 q0 q3q3 q3 q3y tiene a q0 
omo estado ini
ial y a �el mismo 
omo �uni
o estado �nal, re
ono
e a todas las 
adenas 
on unmismo n�umero de 0's y 1's que adem�as son tales que 
ualquier pre�jo posee a lo m�as un 1 m�as que 0's o biena lo m�as un 0 m�as que 1's.13. Construya un aut�omata no-determinista sobre el alfabeto Ent = f0; 1g que re
onoz
a al lenguaje
onsistente de las 
adenas de 
ara
teres tales que dos 0's est�an separados por 4i 
ara
teres, para alg�un i � 0.14. Construya un aut�omata no-determinista sobre el alfabeto Ent = fa; b; 
g que re
onoz
a al lenguaje
onsistente de las 
adenas de 
ara
teres tales que dan el mismo valor evaluadas de dere
ha a izquierda o deizquierda a dere
ha seg�un la opera
i�on (no-aso
iativa) siguiente:a b 
a a a 
b 
 a b
 b 
 a15. Construya un aut�omata no-determinista sobre el alfabeto Ent = f0; 1g que re
onoz
a al lenguaje
onsistente de las 
adenas de 
ara
teres tales que el d�e
imo s��mbolo, 
ontado desde la dere
ha, es un 1.16. Pruebe que para todo aut�omata no-determinista A existe un aut�omata no-determinista B 
on un �uni
oestado �nal tal que bien L(B) = L(A) o bien L(B) = L(A)� fnilg.



3.8. EJERCICIOS G. Morales-Luna 9317. a) Construya un aut�omata �nito determinista equivalente al aut�omata no-determinista 
uyo estadoini
ial es q0, su �uni
o estado �nal es q3 y 
uya tabla de transi
i�on es la siguiente:tran 0 1q0 q0; q1 q0q1 q2 q2q2 q3 �q3 q3 q3b) Construya un aut�omata �nito determinista equivalente al aut�omata no-determinista 
uyo estado ini
iales q0, sus estados �nales son q1; q3 y 
uya tabla de transi
i�on es la siguiente:tran 0 1q0 q1; q3 q1q1 q2 q1; q2q2 q3 q0q3 � q218. Construya un aut�omata �nito determinista equivalente al aut�omata bidire

ional 
uyo estado ini
ial esq0, su estado �nal es q2 y 
uya tabla de transi
i�on es la siguiente:tran 0 1q0 (q0;Der) (q1;Der)q1 (q1;Der) (q2;Der)q2 (q2;Der) (q3; Izq)q3 (q4; Izq) (q3; Izq)q4 (q0;Der) (q4; Izq)19. Un aut�omata bidire

ional no-determinista se de�ne de manera similar a uno bidire

ional determinista
on la salvedad de que para 
ada pareja (estado a
tual, s��mbolo le��do) se tiene un 
onjunto de posiblesmovimientos. Pruebe que todo aut�omata bidire

ional no-determinista es equivalente a un aut�omata �nitodeterminista.Sug. La observa
i�on de que ning�un estado puede repetirse 
on la misma dire

i�on en una su
esi�on de 
ru
eya no es v�alida en esta 
aso. Sin embargo, para 
ada 
adena a
eptada puede 
onsiderarse la 
omputa
i�onm�as 
orta que 
ondu
e a re
ono
imiento.20. Muestre que al permitir que en los aut�omatas bidire

ionales no-deterministas la 
abeza le
torapermanez
a inm�ovil a�un 
uando haya 
ambios de estados \no se in
rementa la 
omputabilidad", es de
ir,todo tal aut�omata bidire

ional es equivalente a uno �nito determinista.



94 G. Morales-Luna CAP�ITULO 3. AUT �OMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES



Cap��tulo 4Expresiones regulares4.1 Presenta
i�on 
onjuntistaSea � un alfabeto. Para dos lenguajes 
ualesquiera K;L � �� de�nimosyuxtaposi
i�on o produ
to : K � L = f�� j� 2 K; � 2 Lguni�on o suma : K + L = f�j� 2 K o � 2 Lg = K [ Lpoten
ias : K0 = fnilg: Kn+1 = K �Knpoten
ia \estrella" : K� = [n�0KnDenotemos por P(��) al 
onjunto de \partes" de ��, es de
ir, a la 
ole

i�on de todos los lenguajes sobreel alfabeto �. A algunos lenguajes parti
ulares se los distingue desde la manera en la que se los denota.Algunos de �estos son los siguientes: lenguaje va
��o : 0 = ;palabra va
��a : 1 = fnilgm�onada �, : � = f�glenguaje total : ��Proposi
i�on 4.1.1 La estru
tura algebrai
a (P(��);+; �;0;1) posee las propiedades siguientes:
onmutatividad : ; K + L = L+Kaso
iatividad : (K � L) �M = K � (L �M) ; (K + L) +M = K + (L+M)unidades por la izquierda : 1 �K = K ; 0+K = Kunidades por la dere
ha : K � 1 = K ; K + 0 = Kdistributividad : (K + L) �M = K �M + L �M ; K � (L+M) = K � L+K �M (4.1)Adem�as se 
umplen tambi�en las propiedades siguientes:Produ
to nulidad : K � 0 = 0 ; 0 �K = 0 (4.2)Suma idempoten
ia : K +K = K ; (4.3)La veri�
a
i�on de las rela
iones anteriores es rutinaria.Tenemos pues que (P(��);+; �;0;1) tiene una estru
tura de semianillo1 , idempotente respe
to a laadi
i�on.1Lo �uni
o que la falta para ser un anillo es la propiedad de existen
ia de inversos aditivos.95
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i�on 4.1.2 (Opera
i�on estrella) En P(��) se 
umplen las rela
iones siguientes:K� = K �K� + 1 (4.4)8n � 1 : K� = Kn �K� + n�1Xi=0 Ki! (4.5)0� = 1 (4.6)(KL)�K = K(LK)� (4.7)(K + L)� = (K�L)�K� (4.8)(KL)� = 1+K(LK)�L (4.9)(1+K)� = K� (4.10)1+K� = K� (4.11)(K�)� = K� (4.12)1� = 1 (4.13)K�K� = K� (4.14)En efe
to, la e
ua
i�on (4.4) se sigue de las e
ua
iones siguientes:Xn�0Kn =Xn>0Kn +K0 = KXn�0Kn +K0:La e
ua
i�on (4.5) se sigue al reiterar la e
ua
i�on (4.4).La e
ua
i�on (4.6) se sigue de la e
ua
i�on (4.4) y de la 
ondi
i�on de nulidad (4.2).La e
ua
i�on (4.7) se sigue al desarrollar 
omo sumas 
ada uno de sus miembros para ver que ambas
onstan de sumandos de la forma K(LK)i = (KL)iK 
on i � 0.La e
ua
i�on (4.8) se sigue al desarrollar 
omo sumas 
ada uno de sus miembros para ver que todo sumandoen una suma apare
e en la otra.La e
ua
i�on (4.9) se sigue de las e
ua
iones (4.4) y (4.7).La e
ua
i�on (4.10) se sigue de la e
ua
i�on (4.4) y de que 1 es una unidad multipli
ativa, (e
's. 4.1).La e
ua
i�on (4.11) se sigue de la e
ua
i�on (4.4) y de la idempoten
ia, (e
. 4.3).La e
ua
i�on (4.12) se sigue de las siguientes e
ua
iones, justi�
adas ya anteriormente:(K�)� (1)= K� � (K�)� + 1 (2)= (K + 1)� + 1 (3)= K� + 1(4)= KK� + 1+ 1 (5)= KK� + 1 (6)= K�pues la igualdad (1) es una forma de la e
. (4.4), la igualdad (2) lo es de la e
. (4.8), la igualdad (3) lo es dela e
. (4.10), la igualdad (4) lo es de la e
. (4.4), la igualdad (5) lo es de la e
. (4.3) y la igualdad (6) lo esde la e
. (4.4).La e
ua
i�on (4.13) se sigue de la e
ua
i�on (4.12) y de la e
ua
i�on (4.6) al tomar K = 0.La e
ua
i�on (4.14) se sigue de las siguientes e
ua
iones, justi�
adas ya anteriormente:K� (1)= (K + 1)� (2)= (K�1)�K�(3)= (K�)�K� (4)= K�K�pues la igualdad (1) es una forma de la e
. (4.10), la igualdad (2) lo es de la e
. (4.8), la igualdad (3) lo esde que 1 es unidad multipli
ativa y la igualdad (4) lo es de la e
. (4.12).Diremos que un lenguaje K 2 P(��) posee la 
ondi
i�on de la palabra va
��a (CPV) si nil 2 K.Lema 4.1.1 Sea K un lenguaje que no posee la CPV. Las siguientes dos 
ondi
iones se 
umplen, 
ua-lesquiera que sean los lenguajes L y X:Operador estrella
omo supremo. � : Si para todo n 2 IN se tiene KnK� + L = K� + L,enton
es K� + L = L. (4.15)Arden.℄ : Si X = KX + L enton
es X = K�L. (4.16)
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to, para la primera impli
a
i�on, supongamos que � 2 K�, y sea m = long(�) su longitud. Sean > m. Puesto que � 2 (K� + L), ne
esariamente � 2 (KnK� + L), pero todas las palabras de KnK� sonde longitud estri
tamente mayor que la de �, pues K no posee la CPV, por tanto a fortiori � 2 L. As�� pues,K� � L y K� + L = L.Ahora, para la segunda impli
a
i�on, si se supone que X = KX + L enton
es, al reiterar esta e
ua
i�on,resulta X = Kn+1X+�Pni=0Ki�L. Sea � 2 ��, y sea n � long(�). Bajo esta 
ondi
i�on, rigen las siguientesequivalen
ias: � 2 X , � 2  nXi=0Ki!L , � 2 K�L:Por tanto, X = K�L.Ahora bien, la rela
i�on de in
lusi�on de�ne un \orden par
ial" en la 
lase P(��), y es tal que para
ualesquiera dos lenguajes K;L 2 P(��): K � L, K [ L = L:As�� pues, atendiendo �uni
amente a las opera
iones de�nidas arriba se tiene que la rela
i�onK � L, K + L = L;es un orden par
ial en P(��) (que de he
ho 
oin
ide 
on la in
lusi�on de 
onjuntos).4.2 Presenta
i�on formal4.2.1 Sintaxis de las expresiones regularesSea � un alfabeto. La 
lase de expresiones regulares sobre �, ER(�), se de�ne re
ursivamente:0;1 2 ER(�)s 2 � ) s 2 ER(�)K;L 2 ER(�) ) K + L;K � L 2 ER(�)K 2 ER(�) ) K� 2 ER(�)Las expresiones regulares que poseen la CPV (
ondi
i�on de la palabra va
��a) se determinan tambi�enre
ursivamente: K = 1 ) K 2 CPV (�)K = L�; L 2 ER(�) ) K 2 CPV (�)K = K1 +K2; K1 2 CPV (�);K2 2 ER(�) ) K 2 CPV (�)K = K1K2; K1;K2 2 CPV (�) ) K 2 CPV (�)Identi�
aremos entre s�� a las expresiones regulares de a
uerdo 
on las igualdades formuladas en lasproposi
iones 4.1.1 y 4.1.2. En otras palabras, si K;L;M son expresiones regulares enton
es supondremosv�alidos los axiomas2 enlistados en la tabla (4.1). y, por supuesto, �estos impli
an una a una todas lase
ua
iones (4.1-4.14).Ahora bien las e
ua
iones vistas de las expresiones regulares son propiamente reglas de transforma
i�on: Siuna expresi�on regular 
oin
ide 
on uno de los miembros en uno de los miembros de esas e
ua
iones enton
esse puede transformar en el otro miembro. Dos expresiones son enton
es equivalentes si una se puede llevara la otra mediante la apli
a
i�on de un n�umero �nito de esas reglas de transforma
i�on.En parti
ular, si se bus
ase expresiones equivalentes 
on el menor n�umero de operadores, d�andole priori-dad a las a

iones \m�as a la dere
ha", de entre las e
ua
iones (4.1-4.14) se podr��a es
oger las \produ

iones"enlistadas en la tabla (4.2).2Presentamos los axiomas sin poner aten
i�on en el \orden" de la l�ogi
a en que se formulan, el 
ual orden es superior y nomeramente primero.
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K + L � L+K(K + L) +M � K + (L+M)K +K � KK + 0 � K (K � L) �M � K � (L �M)K � 1 � K � 1 �KK � 0 � 0 � 0 �K(K + L) �M � K �M + L �MK � (L+M) � K � L+K �M K �K� � K� �KK� � 1+K �K�(KL)�K = K(LK)�(K + L)� � (K�L)�K�K 62 CPV&[8n : K� + L = KnK� + L℄ ) K� + L = LTabla 4.1: Axiomas de las expresiones regulares.

K + L ! L+K(K � L) �M ! K � (L �M)(K + L) +M ! K + (L+M)(KL)�K ! K(LK)�K +K ! KK �K� + 1 ! K�8n � 1 : Kn �K� + �Pn�1i=0 Ki� ! K�K �M + L �M ! (K + L) �MK � L+K �M ! K � (L+M)0� ! 11� ! 1
0+K ! KK + 0 ! KK � 0 ! 00 �K ! 01 �K ! KK � 1 ! K(K�L)�K� ! (K + L)�1+K(LK)�L ! (KL)�(1+K)� ! K�(K�)� ! K�K�K� ! K�Tabla 4.2: Reglas de produ

i�on para redu
ir expresiones regulares.



4.2. PRESENTACI �ON FORMAL G. Morales-Luna 99Ejemplo. Sobre el alfabeto Dos = (0 + 1), 
onsideremos la expresi�on regular:exp1 = 1� + (1� + 1�0�)(1� + 1�0�)�1�Las produ

iones anteriores realizan la transforma
i�on siguiente:exp1 = [1+ (1� + 1�0�)(1� + 1�0�)�℄ 1� = (1� + 1�0�)� 1� = (1� (1+ 0�))� 1�= (1 + (1+ 0�))� = (1+ (1 + 0�))� = (1 + 0�)�= (0� + 1)�y sirva el ejemplo para ilustrar que el s��mbolo 1 que denota a la palabra va
��a es distinto del s��mbolo 1 2 Dos .Como un segundo ejemplo, de manera indu
tiva en la 
ara
teriza
i�on de las expresiones 
on la CPV sedemuestra la siguiente:Observa
i�on 4.2.1 Para toda expresi�on regular K que posea la CPV existe una expresi�on regular L tal queL no posee la CPV y K = 1+ L.4.2.2 Interpreta
i�on est�andarToda expresi�on regular se interpreta 
omo un lenguaje:Int(0) = ;Int(1) = fnilgs 2 � ) Int(s) = fsgK;L 2 ER(�) ) Int(K + L) = Int(K) + Int(L);Int(K � L) = Int(K) � Int(L);K 2 ER(�) ) Int(K�) = (Int(K))�Observa
i�on 4.2.2 Una expresi�on regular K posee la CPV si y s�olo si nil 2 Int(K).Diremos que un lenguaje L � �� es formalmente regular si existe una expresi�on regular K 2 ER(�) quese interpreta 
omo L, es de
ir, K es tal que L = Int(K).Ya que, vistos 
omo 
onjuntos de palabras, los axiomas de las expresiones regulares, se 
umplen en el
onjunto P(��) se tiene, evidentemente, laProposi
i�on 4.2.1 (Coheren
ia) Si dos expresiones regulares son equivalentes enton
es se interpretan
omo un mismo lenguaje.El re
��pro
o tambi�en se 
umple, pero su demostra
i�on ex
ede los l��mites del presente 
urso (v�ease, porej. [21℄).Proposi
i�on 4.2.2 (Completitud) Si dos expresiones regulares se interpretan 
omo un mismo lenguajeenton
es son equivalentes.El espa
io 
o
iente (ER(�)= �) se identi�
a naturalmente 
on la 
lase de los lenguajes formalmenteregulares.4.2.3 De expresiones regulares a aut�omatasProposi
i�on 4.2.3 Todo lenguaje formalmente regular es regular.En efe
to, veamos que si L es un 
onjunto formalmente regular enton
es existe una gr�a�
a de tran-si
i�on que lo re
ono
e. Para esto, pro
ederemos indu
tivamente seg�un las 
onstru

iones de las expresionesregulares.
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os:1. Cualquier gr�a�
a de transi
i�on sin estados �nales re
ono
e al 
onjunto va
��o.2. Para re
ono
er a la palabra va
��a 
onsideremos dos estados q0; q1. El primero, q0, es a la vez ini
ial y�nal. Bajo 
ualquier s��mbolo se pasa a q1 y ah�� se queda 
uando llega 
ualquier otro s��mbolo. Evidentemente,esta gr�a�
a de transi
i�on s��lo re
ono
e a la palabra va
��a.3. De manera similar, para un s��mbolo s 2 � dado, 
onsideremos una gr�a�
a de tres estados q0; q1; q2
on las transi
iones:(q0; t) 7! � q1 si t = s,q2 en otro 
aso. ; y para i = 1; 2 hagamos (qi; t) 7! q2:Al ha
er ini
ial a q0, y �nal s�olo a q1, se re
ono
e �uni
amente al s��mbolo s.Casos indu
tivos:Supongamos 
onstru��das sendas gr�a�
as de transi
i�on GA y GB que re
onoz
an a los lenguajes queinterpretan a las expresiones regulares A y B. Sean q0A y q0B los respe
tivos estados ini
iales y sean FA yFB los respe
tivos 
onjuntos de estados �nales.1. Para re
ono
er A + B introduz
amos un nuevo estado ini
ial q0 y la uni�on de ambas gr�a�
as GAy GB . Tendamos transi
iones va
��as de q0 a 
ada uno de los estados ini
iales q0A y q0B : (q0;nil) 7! q0A,(q0;nil) 7! q0B ; y 
omo 
onjunto de estados �nales 
onsideremos a la uni�on FA [ FB .Esta nueva gr�a�
a re
ono
e efe
tivamente a la suma A+B.2. Para re
ono
er A �B \pongamos a GA antes de GB": Consideremos la uni�on de ambas gr�a�
as GA yGB , 
omo estado ini
ial tomamos a q0A, tendamos transi
iones va
��as de 
ada uno de los estados �nales enFA al estado ini
ial q0B : (q;nil) 7! q0B , q 2 FA, y 
omo 
onjunto de estados �nales 
onsideremos a FB .Esta nueva gr�a�
a re
ono
e efe
tivamente al produ
to A � B.3. Para re
ono
er A� 
onsideramos GA m�as un nuevo estado q0 que ser�a el ini
ial de la nueva gr�a�
ay su �uni
o estado �nal. Tendemos una transi
i�on va
i��a de q0 al ini
ial anterior q0A y de 
ada estado �nalanterior tendemos una transi
i�on va
��a a q0.Esta nueva gr�a�
a re
ono
e efe
tivamente a la poten
ia estrella A�.Veremos m�as adelante que el re
��pro
o tambi�en es 
ierto: Todo lenguaje regular puede representarsemediante una expresi�on regular.4.3 Estru
tura algebrai
a de las expresiones regulares4.3.1 OrdenSea � un alfabeto. En la 
lase de expresiones regulares ER(�) introdu
imos la rela
i�on8A;B : A � B , A+B � B:Tenemos 
on �esta, una rela
i�on re
exiva y transitiva. Esta rela
i�on aunque no es antisim�etri
a en ER(�) s��lo es en el 
o
iente (ER(�)= �) en donde, 
omo ya vimos, 
oin
ide 
on la rela
i�on de orden de in
lusi�on enlos lenguajes formalmente regulares.Proposi
i�on 4.3.1 Las siguientes rela
iones son verdaderas:1. 0 2 ER(�) es el elemento m��nimo, es de
ir, 8A 2 ER(�) : 0 � A.2. A posee la CPV si y s�olo si 1 � A.3. 8A 2 ER(�) : 1 � A�.4. 8A;B 2 ER(�) : A � A+B.5. 8A 2 ER(�);8n 2 IN : 1+A+ � � �+An � A�.6. Si A � B enton
es 8C 2 ER(�):



4.3. ESTRUCTURA ALGEBRAICA DE LAS EXPRESIONES REGULARES G. Morales-Luna 101� A 2 CPV ) B 2 CPV ,� A+ C � B + C,� A � C � B � C y C � A � C � B,� A� � B�.En efe
to, veri�quemos 
ada una de las asevera
iones:1. Como 0 es la unidad aditiva, 0+A = A, por tanto, 0 � A.2. Por indu

i�on en la 
ara
teriza
i�on de las expresiones que poseen la CPV se ve que A 2 CPV ,1+A = A.3. Esta desigualdad se sigue inmediatamente de que A� posee la CPV.4. Por ser la suma idempotente, A+ (A+B) = A+B, por tanto, A � A+B.5. Por la e
. (4.5) 8A 2 ER(�);8n 2 IN se tiene:A� +An+1A� =  nXi=0 An +An+1A�!+An+1A� = nXi=0 An +An+1A� = A�luego 1+A+ � � �+An +A� = 1+A+ � � �+ An + (An+1A� +A�) = (A� +A�) = A�;por tanto, 1+A+ � � �+An � A�.6. Si A � B enton
es A+B = B, luego 8C 2 ER(�):� 
omo B = (A+B), B 2 CPV ,� (A+ C) + (B + C) = (A+B) + C = B + C, por tanto, A+ C � B + C,� A � C +B � C = (A+B) � C = B � C, por tanto, A � C � B � C,� Ya que A � B y B � B� se tiene A � B�. Luego, 8n : �Pn�1i=0 Ai� � B�. En 
onse
uen
ia,A� + B� = AnA� + B�. Si A no posee la CPV, del �ultimo de los axiomas enlistados en latabla (4.1) se sigue A� � B�. Si A posee la CPV, es
ribamos A = 1 + A1 donde A1 no posee laCPV. Enton
es, A� = (1+A1)� = A�1 � B�.Tenemos pues, en 
on
lusi�on, que las opera
iones regulares son mon�otonas respe
to a la rela
i�on de orden.4.3.2 Puntos �jos de e
ua
iones linealesDadas dos expresiones regulares A;B 2 ER(�) sea PA;B = fX 2 ER(�)jX = AX + Bg el 
onjunto deexpresiones regulares que son puntos �jos de la \fun
i�on" X 7! AX +B.Observa
i�on 4.3.1 La siguientes rela
iones son verdaderas:1. La expresi�on A�B est�a en PA;B.2. A�B es una 
ota inferior de PA;B. Es de
ir, 8X 2 ER(�) : X 2 PA;B ) A�B � X.3. Si A no posee la CPV, enton
es PA;B 
onsta del �uni
o elemento A�B. Es de
ir, A�B es el �uni
o punto�jo de la \transforma
i�on lineal" X 7! AX +B.En efe
to:1. A�B = (1+AA�)B = A(A�B) +B: As�� pues, A�B 2 PA;B .
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es X = AX +B y, mediante sustitu
iones su
esivas, se tiene8n : X = An+1X + (An +An�1 + � � �+A+ 1)B;y por tanto 8n : X � AnB. Conse
uentemente, X � A�B.3. Esto es un replanteamiento del resultado formulado en la e
. (4.16).Resumimos todo lo anterior, aunque sea de manera reiterada, en el siguienteLema 4.3.1 (Arden) 8A;B 2 ER(�) : 1 6� A ) (X = AX +B , X = A�B) :La suposi
i�on de que A no posea la CPV es importante. Por ejemplo, si A poseyera la CPV y B fuese
ualquier expresi�on regular, enton
es siempre que X � B se tendr�a: X = X + B = 1X + B. Sin embargo,no ne
esariamente se tendr�a que X = 1�B = B.4.3.3 Matri
es de expresiones regularesUna matriz de expresiones regulares de m renglones y n 
olumnas es un arreglo A = (Aij)1�j�n1�i�m tal que8i; j : Aij 2 ER(�). Denotemos por ER(�)m�n a la 
lase de matri
es de expresiones regulares dem renglonesy n 
olumnas.Si A;B 2 ER(�)m�n su suma es la matriz C 2 ER(�)m�n tal que 8i; j : Cij = Aij +Bij .Si B 2 ER(�)m�n y A 2 ER(�) el produ
to por un es
alar por la izquierda AB es la matriz C 2ER(�)m�n tal que 8i; j : Cij = A � Bij . Sim�etri
amente, el produ
to por la dere
ha BA es la matrizC 2 ER(�)m�n tal que 8i; j : Cij = Bij �A.Tambi�en de manera 
onven
ional, de�nimos el produ
to de dos matri
esA 2 ER(�)m�n yB 2 ER(�)n�p
omo la matriz C 2 ER(�)m�p tal que 8i; j : Cij = nXk=1Aik � Bkj .Con estas opera
iones las matri
es 
uadradas ER(�)n�n poseen una estru
tura de semianillo (lo �uni
oque les falta para ser un anillo son inversos aditivos) no-
onmutativo. La unidad aditiva es la matriz 
ero0n�n y la unidad multipli
ativa es la matriz identidad Idn = diag(1; : : : ;1).Las opera
iones matri
iales son 
ongruentes 
on \parti
iones por bloques", es de
ir, si se parte a dosmatri
es A;B 2 ER(�)n�n 
omoA = � A11 A12A21 A22 � ; B = � B11 B12B21 B22 �donde bloques 
on mismos ��ndi
es ij son de mismos tama~nos, enton
esA+B = � A11 +B11 A12 +B12A21 +B21 A22 +B22 �AB = � A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22 �Dadas dos matri
es A;B 2 ER(�)n�n, diremos que A � B si 8i; j � n : Aij � Bij . Diremos tambi�enque una matriz A posee la CPV si Id � A.Ahora la opera
i�on \estrella" de matri
es ha de generalizar la opera
i�on \estrella" de las expresionesregulares. Conse
uentemente, se ha de de�nir de manera que� se satisfaga la e
ua
i�on A� = Id+AA�, y� la solu
i�on de la e
ua
i�on X = AX+B sea X = A�B, siempre que A no posea la CPV.Para esto, supongamos primero que ya se haya 
onstruido tal opera
i�on \estrella". Denotemos porY = A� a la \estrella" de A. Si 
onsideramos parti
iones de tama~nos similaresA = � A11 A12A21 A22 � ; Y = � Y11 Y12Y21 Y22 � ; Id = � Id0 00 Id00 �
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ua
i�on A� = Id+AA� resultar�aY11 = A11Y11 +A12Y21 + Id0 (4.17)Y12 = A11Y12 +A12Y22 (4.18)Y21 = A21Y11 +A22Y21 (4.19)Y22 = A21Y12 +A22Y22 + Id00 (4.20)De la e
ua
i�on (4.19) resulta: Y21 = A�22A21Y11: (4.21)De la e
ua
i�on (4.18) resulta: Y12 = A�11A12Y22 (4.22)Al sustituir (4.21) en (4.17) obtenemosY11 = (A11 +A12A�22A21)Y11 + Id0y en 
onse
uen
ia Y11 = (A11 +A12A�22A21)� : (4.23)Al sustituir (4.22) en (4.20) obtenemosY22 = (A22 +A21A�11A12)Y22 + Id00y en 
onse
uen
ia Y22 = (A22 +A21A�11A12)� : (4.24)De las e
ua
iones (4.24), (4.23), (4.22) y (4.21) obtenemosY = A� = � (A11 +A12A�22A21)� A�11A12 (A22 +A21A�11A12)�A�22A21 (A11 +A12A�22A21)� (A22 +A21A�11A12)� � : (4.25)Ahora bien, de la identidad (X + Y )� = (X�Y )�X� obtenemos la expresi�on equivalenteA� = � (A�11A12A�22A21)�A�11 A�11A12 (A�22A21A�11A12)�A�22A�22A21 (A�11A12A�22A21)�A�11 (A�22A21A�11A12)�A�22 � :Tambi�en de la identidad (XY )�X = X(Y X)� obtenemosA�11A12 (A�22A21A�11A12)� = (A�11A12A�22A21)�A�11A12 ;A�22A21 (A�11A12A�22A21)� = (A�22A21A�11A12)�A�22A21y por tanto, A� = � (A�11A12A�22A21)�A�11 (A�11A12A�22A21)�A�11A12A�22(A�22A21A�11A12)�A�22A21A�11 (A�22A21A�11A12)�A�22 � : (4.26)Las e
ua
iones (4.25) y (4.26) dan sendos m�etodos de 
�al
ulo de la matriz A�. As��, por ejemplo, dea
uerdo 
on la e
ua
i�on (4.26), dada una matriz A 2 (ER(�))n�n y una parti
i�on de ella por bloquesA = � A11 A12A21 A22 �enton
es al ha
er C11 = A�11 ; C22 = A�22B12 = A12C22 ; B21 = A21C11D11 = (C11B12A21)� ;D22 = (C22B21A12)�B11 = D11C11 ; B22 = D22C22



104 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULAREShemos de tener que A� = � B11 B11B12B22B21 B22 �Los 
�al
ulos anteriores pueden realizarse para 
ualquier parti
i�on de la matriz A por bloques. Sinembargo, diversas parti
iones ser�an m�as e�
ientes respe
to a otras.Como un primer ejemplo, supongamos que formamos bloques \quitando" el �ultimo rengl�on y la �ultima
olumna. En otras palabras, supongamosA11 2 (ER(�))(n�1)�(n�1)A12 2 (ER(�))(n�1)�1A21 2 (ER(�))1�(n�1)A22 2 (ER(�))1�1Sea T (n) el n�umero de poten
ias \estrellas" es
alares ne
esarias para 
al
ular la poten
ia \estrella" de A.Siguiendo las rela
iones anteriores, ne
esitamos 
al
ular 2 poten
ias \estrellas" de matri
es (n�1)� (n�1),las de las matri
es A11 y C11B12A21, y dos de matri
es 1� 1, las de las matri
es A22 y C22B21A12. Portanto, 8n > 0 : T (n) = 2T (n� 1) + 2T (1) = 1Al resolver la re
urren
ia anterior obtenemos 
omo solu
i�onT (n) = 3 � 2n�1 � 2;y 
onse
uentemente T (n) = O(2n).Ahora, 
omo un segundo ejemplo, supongamos que n = 2k es una poten
ia de 2. En este 
aso, de a
uerdo
on las rela
iones anteriores, para 
al
ular la poten
ia \estrella" de A hay que 
al
ular 4 poten
ias \estrellas"de matri
es n2 � n2 . Por tanto, T (2k) = T (n) = 4T �n2� = 4T (2k�1):Esta vez, la re
urren
ia tiene solu
i�on T (n) = 4k = �2k�2 = n2:Ya que limn!+1 n22n = 0 vemos que es mu
ho m�as 
onveniente introdu
ir parti
iones por \medias"matri
es que quitando un rengl�on y una 
olumna a la vez.Como en el 
aso \es
alar" tenemos que se 
umple el siguienteLema 4.3.2 Si A 2 (ER(�))n�n y b 2 (ER(�))n enton
es la m��nima solu
i�on de la e
ua
i�on X = AX+bes X = A�b. M�as a�un, si A no posee la CPV enton
es la solu
i�on m��nima es la �uni
a solu
i�on.Ejemplo:Para una matriz A2 2 ER(�)2�2, A2 = � a11 a12a21 a22 �se tiene, apli
ando el algoritmo de 
�al
ulo de la opera
i�on \estrella" en matri
es, queA�2 = � [a�11a12a�22a21℄� a�11 a12a�22a21a�11 [a�22a21a�11a12℄� a�22 � (4.27)



4.4. EL TEOREMA DE KLEENE G. Morales-Luna 105Ahora bien para una matriz A4 2 ER(�)4�4,A4 = 2664 a11 a12 a13 a14a21 a22 a23 a24a31 a32 a33 a34a41 a42 a43 a44 3775es ne
esario reiterar desde un segundo nivel el pro
edimiento des
rito de la opera
i�on \estrella" en matri
es.En este 
aso tendremos que A�4 = 2664 b11 b12 b13 b14b21 b22 b23 b24b31 b32 b33 b34b41 b42 b43 b44 3775donde al ha
er 8i; j � 4 : fij = a�iiaija�jjaji8i; j; k � 4 : gijk = aijf�jka�jj + aikakja�jj8i; j; k; l � 4 : hijkl = giklakj + gilkalj8i; j; k; l � 4 : uijkl = a�iihijkl8i; j; k; l;m � 4 : wijklm = aijujklm + f�ijuiklmresulta, por ejemplo,b11 = w12234w�21234a21a�11 + [w�12134w12234w�21234w21134℄� w�12134f�12a�11y los dem�as t�erminos bij tienen expresiones similares, en 
uanto a la 
omplejidad de sus expresiones.4.4 El teorema de KleeneVeremos en esta se

i�on que se 
umple el re
��pro
o de la proposi
i�on 4.2.3: Todo lenguaje regular ha de serformalmente regular.Sea GT = (Q;Ent ; tran; q0; F ) una gr�a�
a de transi
i�on. Consideremos la siguiente transforma
i�on:� : Ent� ! P (Ent�)� 7! �(�) = f� 2 Ent�j�� 2 L(GT )gObserva
i�on 4.4.1 El lenguaje de la gr�a�
a de transi
i�on L(GT ) 
oin
ide 
on el 
onjunto �(nil).Observa
i�on 4.4.2 8� 2 Ent�:1. nil 2 �(�) , � 2 L(GT ).2. 8t 2 Ent ;8� 2 Ent� : t� 2 �(�) , � 2 �(�t).Por tanto, se tiene la igualdad 
onjuntista�(�) =  [t2Ent t � �(�t)! [ 
(�);donde 
(�) = � fnilg si � 2 L(GT ),; si � 62 L(GT ). . Y puesta la igualdad anterior 
omo una expresi�on regular queda�(�) = Xt2Ent t � �(�t) + 
(�): (4.28)Ahora, de manera similar a 
omo se hizo en la e
. (3.6), de�nimos la rela
i�on de indistinguibilidad entre losestados de GT ha
iendo8p; q 2 Q : p �Ind q , 8� 2 Ent� [tran�(p; �) \ F 6= ; , tran�(q; �) \ F 6= ;℄ (4.29)



106 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULARESy de he
ho la extendemos al 
onjunto de sub
onjuntos de estados, P(Q), ha
iendo8P 0; Q0 � Q : P 0 �Ind Q0 , 9p 2 P 0; q 2 Q0 : p �Ind q (4.30)Y, tambi�en a 
omo se hizo en el 
aso de los aut�omatas �nitos, se tiene indu
ida una rela
i�on de indistin-guibilidad en el di

ionario de entrada:8�1; �2 2 Ent� : �1 �Ind,GT �2 , TGT(�1) �Ind TGT(�2) (4.31)donde 8� : TGT(�) = tran�GT(q0; �).Observa
i�on 4.4.3 8�1; �2 2 Ent� se 
umplen las rela
iones siguientes:1. 8� 2 Ent� : � 2 �(�1) \ �(�2) , �1� 2 L(GT )&�2� 2 L(GT ):2. �1 �Ind,GT �2 , �(�1) = �(�2):Observa
i�on 4.4.4 Las asevera
iones siguientes dan una alternativa para 
onstruir aut�omatas m��nimos.1. La rela
i�on \kernel de �" en el di

ionario Ent�,�1 �� �2 , �(�1) = �(�2);
oin
ide 
on la rela
i�on \�Ind,GT" y, 
onse
uentemente, es un re�namiento de la rela
i�on que de�neal monoide del aut�omata.2. El 
o
iente GT� = (Ent�= ��) tiene una estru
tura de aut�omata �nito al aso
iarle(a) las transi
iones (�(�); t) 7! �(�t), y(b) los estados �nales f�(�)jnil 2 �(�)g.GT� es equivalente a la gr�a�
a de transi
i�on dada GT. Adem�as, si SGT es el aut�omata que 
oin
ide
on el monoide de GT al dotar a �este de una estru
tura de aut�omata, enton
es la fun
i�onSGT ! GT�[�℄ 7! �(�)es un homomor�smo de aut�omatas.3. La fun
i�on Q ! GT�, q 7! �(�), donde � es tal que q 2 TGT(�) es tambi�en un homomor�smo degr�a�
as de transi
i�on.4. El ��ndi
e de la rela
i�on �� est�a a
otado por el n�umero de estados en GT.Ahora bien, se tiene una 
orresponden
ia entre la imagen de �, o sea el 
onjunto de estados de GT�, ylas partes de Q que son a

esibles desde el estado ini
ial q0 en la gr�a�
a.Por tanto, podemos 
al
ular al aut�omata 
o
iente GT� de manera similar a 
omo se 
al
ula el aut�omataequivalente a una gr�a�
a de transi
i�on. En la Figura 4.1 presentamos el seudo
�odigo de este pro
edimiento.Si Q = fq0; : : : ; qn�1g es el 
onjunto de estados de la gr�a�
a, la lista q = i0 � � � in�1 2 Dosn denota alsub
onjunto Q0 tal que para todo j, qij 2 Q0 , ij = 1.Habiendo 
al
ulado GT�, supongamos queGT� = f�1; : : : ;�n�g;donde �1 = �(nil) 
orresponde a la palabra va
��a. En este 
aso, las e
ua
iones 4.28 dan un sistema de n�e
ua
iones 
on n� \in
�ognitas" �0; : : : ;�n� de la forma8i � n� : �i = n�Xj=1 �ij�j + bi (4.32)



4.4. EL TEOREMA DE KLEENE G. Morales-Luna 107Input: A transition graph GT = (Q;Ent ; tran; q0; F )Output: The set of states of GT�.Tst: List of tested words.TBTst: List of to-be-tested words.Final: List of �nal states in GT�.f Tst := nil ; TBTst := [nil ℄ ;while TBTst is not empty dof Pop(�;TBTst) ; q := TGT(�) ;for ea
h e 2 Ent dof p := [q2q tranGT(q; e) ;if 8� 2 Tst [ TBTst : p 6= TGT(�) thenfTBTst := Append(TBTst ; [�e℄) ;if p \ F 6= ; then �e 2 Final gg;Tst := Append(Tst ; [�℄)g ;GT� 
onsists of the states represented by words in TstgFigura 4.1: C�al
ulo de la imagen de � para una gr�a�
a de transi
i�on dada.donde 8i; j : �ij es la suma de s��mbolos que en GT� ha
en transitar a �i ha
ia �j :�ij = ft 2 Ent j(�i; t) 7! �jgy bi = � 1 si nil 2 �i,0 en otro 
aso.Puesto de manera matri
ial, el sistema de e
ua
iones 4.32 queda de la forma� = A�+ b;y por la manera en la que se 
onstruy�o, la matriz A no posee la CPV, por tanto� = A�b:En la primera entrada de este ve
tor, es de
ir, la 
orrespondiente a �1, se obtiene una expresi�on regular quedes
ribe al lenguaje re
ono
ido por la gr�a�
a de transi
i�on.En resumen, se tiene laProposi
i�on 4.4.1 (Kleene) El lenguaje re
ono
ido por 
ualquier gr�a�
a de transi
i�on se puede expresarmediante una expresi�on regular. Es de
ir, todo lenguaje regular es formalmente regular.As�� pues, para una gr�a�
a de transi
i�on GT = (Q;Ent ; tran; q0; F ) 
on s�olo dos estados q1 y q2. Hagamosaij = fe 2 Ent jtran(qi; e) = qjgbi = � 1 si qi 2 F ,0 si qi 62 F .Enton
es, de la e
. (4.27) obtenemos: L(GT ) = [a�11a12a�22a21℄� a�11b1 + a12a�22b2:Ejemplo:



108 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULARESSea GT = (Q;Ent ; tran; q0; F ) la gr�a�
a de transi
i�on vista anteriormente, donde Q = f0; 1; 2; 3g, Ent =f0; 1g, q0 = 0, F = f0g y las transi
iones son tran = 8<: (0 � 1) (2 0 1) (2 1 2)(1 � 2) (1 0 3) (3 1 3)(3 � 0) 9=;.Al apli
ar el algoritmo 4.1 obtenemos la tabla siguiente:� TGT(�) � : �(�) = �(�) >Final?nil 1110 � S��0 1111 � S��1 0010 � No00 1111 0 S��01 1111 0 S��10 0110 � No11 0010 1 No100 1111 0 S��101 0010 1 NoPor tanto, GT� = f�(nil);�(0);�(1);�(10)g = f�1;�2;�3;�4g;y se obtiene el sistema de e
ua
iones�1 = �(nil) = 0�(0) + 1�(1) + nil = 0�2 + 1�3 + nil�2 = �(0) = 0�(00) + 1�(01) + nil = 0�2 + 1�2 + nil�3 = �(1) = 0�(10) + 1�(11) = 0�4 + 1�3�4 = �(10) = 0�(100) + 1�(101) = 0�2 + 1�3Puesto de manera matri
ial el anterior sistema de e
ua
iones queda de la forma32664 �1�2�3�4 3775 = 2664 0 0 1 00 (0 + 1) 0 00 0 1 00 0 1 0 3775 � 2664 �1�2�3�4 3775+ 2664 1100 3775El lenguaje de la gr�a�
a de transi
i�on quedar�a expresado por �1 donde2664 �1�2�3�4 3775 = 2664 0 0 1 00 (0 + 1) 0 00 0 1 00 0 1 0 3775� 2664 1100 3775Al 
al
ular la opera
i�on \estrella", se obtiene2664 0 0 1 00 (0 + 1) 0 00 0 1 00 0 1 0 3775� = 2664 1 0 (1 + 0)� + 100 (1 + 0)� 1 (1�01)� 1� 100 (1 + 0)� 0 00 0 (1�01)� 1� 00 0 (1 + 0)� 11� (11�0)� 3775y 
onse
uentemente, el lenguaje re
ono
ido por la gr�a�
a de transi
i�on esL(GT ) = 1+ 0 (1 + 0)� + 100 (1 + 0)�= 1+ (0 + 100) (1 + 0)�3Como mero re
ordatorio los s��mbolos en negritas 0 y 1 representan respe
tivamente al 
onjunto va
��o y a la palabra va
��a,y los rom�ani
os 0 y 1 representan a los 
orrespondientes s��mbolos del alfabeto de entrada.



4.4. EL TEOREMA DE KLEENE G. Morales-Luna 109As�� pues, para una gr�a�
a de transi
i�on GT = (Q;Ent ; tran; q0; F ) 
on s�olo dos estados q1 y q2. Hagamosaij = fe 2 Ent jtran(qi; e) = qjgbi = � 1 si qi 2 F ,0 si qi 62 F .Enton
es, de la e
. (4.27) obtenemos: L(GT ) = [a�11a12a�22a21℄� a�11b1 + a12a�22b2:Ejemplo:Sea GT = (Q;Ent ; tran; q0; F ) la gr�a�
a de transi
i�on vista anteriormente, donde Q = f0; 1; 2; 3g, Ent =f0; 1g, q0 = 0, F = f0g y las transi
iones son tran = 8<: (0 � 1) (2 0 1) (2 1 2)(1 � 2) (1 0 3) (3 1 3)(3 � 0) 9=;.Al apli
ar el algoritmo 4.1 obtenemos la tabla siguiente:� TGT(�) � : �(�) = �(�) >Final?nil 1110 � S��0 1111 � S��1 0010 � No00 1111 0 S��01 1111 0 S��10 0110 � No11 0010 1 No100 1111 0 S��101 0010 1 NoPor tanto, GT� = f�(nil);�(0);�(1);�(10)g = f�1;�2;�3;�4g;y se obtiene el sistema de e
ua
iones�1 = �(nil) = 0�(0) + 1�(1) + nil = 0�2 + 1�3 + nil�2 = �(0) = 0�(00) + 1�(01) + nil = 0�2 + 1�2 + nil�3 = �(1) = 0�(10) + 1�(11) = 0�4 + 1�3�4 = �(10) = 0�(100) + 1�(101) = 0�2 + 1�3Puesto de manera matri
ial el anterior sistema de e
ua
iones queda de la forma42664 �1�2�3�4 3775 = 2664 0 0 1 00 (0 + 1) 0 00 0 1 00 0 1 0 3775 � 2664 �1�2�3�4 3775+ 2664 1100 3775El lenguaje de la gr�a�
a de transi
i�on quedar�a expresado por �1 donde2664 �1�2�3�4 3775 = 2664 0 0 1 00 (0 + 1) 0 00 0 1 00 0 1 0 3775� 2664 1100 3775Al 
al
ular la opera
i�on \estrella", se obtiene2664 0 0 1 00 (0 + 1) 0 00 0 1 00 0 1 0 3775� = 2664 1 0 (1 + 0)� + 100 (1 + 0)� 1 (1�01)� 1� 100 (1 + 0)� 0 00 0 (1�01)� 1� 00 0 (1 + 0)� 11� (11�0)� 37754Como mero re
ordatorio los s��mbolos en negritas 0 y 1 representan respe
tivamente al 
onjunto va
��o y a la palabra va
��a,y los rom�ani
os 0 y 1 representan a los 
orrespondientes s��mbolos del alfabeto de entrada.
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onse
uentemente, el lenguaje re
ono
ido por la gr�a�
a de transi
i�on esL(GT ) = 1+ 0 (1 + 0)� + 100 (1 + 0)�= 1+ (0 + 100) (1 + 0)�4.5 Expresiones regulares y sistemas de planea
i�onSe presenta un problema 
l�asi
o para los Sistemas de Planea
ion: El Problema de los Bloques. Se resuelve esteproblema por 
ompleto model�andolo 
omo un aut�omata �nito y se 
al
ula a todas sus posibles solu
iones.4.5.1 Introdu

i�onLos Sistemas de Planea
i�on generan autom�ati
amente pro
edimientos para resolver problemas bien plantea-dos. En ellos , se des
ribe al Universo del Problema, el 
ual 
onsiste de sus objetos y de las rela
iones entreellos. Se des
ribe tambi�en a las a

iones legales, o movimientos. Cada una de ellas involu
ra a un 
onjuntode pre
ondi
iones que se deben de 
umplir para apli
ar la a

i�on, y otro de post
ondi
iones que se 
umplir�antras haber apli
ado la a

i�on. Una a

i�on s�olo se apli
a a algunos estados, y al ha
erlo, los transforma enotros nuevos. Si la a

i�on a se puede apli
ar al estado e es
ribiremos a # e y denotaremos por a(e) al estadoque se obtiene de e al apli
ar a. Una a

i�on a1 es su
esiva de otra a0 respe
to al estado e si se 
umple quea1 # a0(e). Un plan, apli
ado a un estado e, es una su
esi�on de a

iones a0; : : : ; ak tal que a0 # e, a1 essu
esiva de a0 respe
to a e y adem�as ai+1 es su
esiva de ai respe
to a ai�1 Æai�2 Æ � � �Æa0(e), i = 2; : : : ; k�1.El problema de 
ualquier Sistema de Planea
i�on 
onsiste en en
ontrar, para un estado ini
ial e y unometa f dados, un plan a0; : : : ; ak tal que f = ak Æ ak�1 Æ � � � Æ a0(e), siempre que exista un tal plan, o bienindi
ar que no existe, en otro 
aso.El Problema de los Bloques tiene 
omo universo a un 
onjunto de n+1 objetos, de los 
uales n son bloquesy el �ultimo es el piso. Como rela
iones s�olo tiene a dos:� sobre(x; y) \el bloque x est�a sobre el objeto y", y� libre(x) "el objeto x est�a libre para re
ibir un bloque en
ima de �el".Las a

iones legales son instan
ias de mueve(x; y; z) \mueve el bloque x del objeto y al objeto z", 
on� pre
ondi
iones: libre(x)&libre(z)&sobre(x; y)y� post
ondi
iones: libre(x)&libre(y)&sobre(x; z):Cada estado se espe
i�
a 
omo una 
onjun
i�on de enun
iados at�omi
os, o �atomos, los 
uales son instan
iasde rela
iones 
on objetos.Un primer 
riterio para generar planes de manera autom�ati
a es poner a los �atomos de una meta en unalista, 
onsiderarlos 
omo \submetas", e ir logr�andolos uno a uno. Es ne
esario preservar lo logrado al tratarde lograr un nuevo �atomo. Si a
aso no fuera posible, se permuta a la lista de �atomos y se repite el pro
eso.A ve
es este 
riterio no logra estados metas, a�un 
uando efe
tivamente fueren al
anzables. La anomal��ade Sussman es un ejemplo: Con tres bloques 1; 2; 3, estado ini
ialsobre(3; 1)&sobre(2; piso)y meta sobre(1; 2)&sobre(2; 3);la estrategia anterior no logra en
ontrar un plan. En 
ualquiera de las dos permuta
iones de la meta uno seve obligado a desha
er logros ya obtenidos.
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i�on ha sido tratado 
on diversos enfoques, basados, en general, en dedu

i�onautom�ati
a. Alternativamente, 
onsideraremos aqu�� un enfoque de tipo 
ombinatorio. Veremos que esposible 
al
ular no s�olo una solu
i�on, sino a todas las existentes. Primeramente, 
al
ularemos el n�umerode estados en el Problema de Bloques (PB). Presentamos luego una solu
i�on del 
orrespondiente problemade planea
i�on 
on t�e
ni
as de aut�omatas �nitos. Finalmente observamos que, bien que el PB (de he
ho
ualquier otro problema para los Sistemas de Planea
i�on), se resuelve por 
ompleto 
on estas t�e
ni
as, losalgoritmos utilizados son tan 
omplejos que a�un queda lejos su implementa
i�on pr�a
ti
a.4.5.2 El mundo de los bloquesConsideremos n bloques, enumerados 
on los n�umeros naturales n = [1; 2; : : : ; n℄. Aso
i�emosle al piso eln�umero 0. El mundo es n+1 = f0g [ n.En 
ada estado, o 
on�gura
i�on del universo, tendremos un 
ierto n�umero de 
olumnas, 
ada una de ellas
onstitu��da por bloques apilados. Ya que 
ada bloque est�a bien sobre el piso o bien sobre alg�un otro bloque,a 
ada 
on�gura
i�on podemos aso
iarle una fun
i�on apoyo : n ! n+1. Naturalmente, si apoyo(i) = jtendremos que el bloque i est�a sobre el objeto j. As�� pues,tendremos las siguientes propiedades para una talfun
i�on apoyo:1. \S�olo el piso puede ser apoyo de m�as de un bloque". En s��mbolos8i; j 2 n : apoyo(i) = apoyo(j)&i 6= j ) apoyo(i) = 0:2. \El n�umero de 
olumnas en un estado 
oin
ide 
on el de bloques apoyados en el piso". En s��mbolos:n�umero 
olumnas = 
ard [apoyo�10℄:3. \Las 
olumnas no son aros". En s��mbolos:8i 2 n8k � 1 : apoyok(i) 6= i:4. \Cada 
olumna tiene una base en el piso". En s��mbolos:8i 2 n9k � 1 : apoyok(i) = 0:5. \Cada bloque est�a sobre su apoyo". En s��mbolos:8ien : sobre(i; apoyo(i)):Los estados del universo 
orresponden de manera biun��vo
a 
on las fun
iones de apoyo. Por tanto, 
ontarlos posibles estados en el PB equivale a 
ontar las fun
iones de apoyo.Sea pues An = fapoyo : n! n+1 
umple 
on las propiedades 1� 5g:Para una fun
i�on apoyo 2 An, sea k el n�umero de 
olumnas que de�ne y 8j � k sea hj el n�umero debloques en la 
olumna j-�esima. Supondremos a las 
olumnas ordenadas de manera no-de
re
iente en 
uantoa sus alturas. Enton
es tendremos que 0 � h1 � : : : � hk y adem�as h1 + : : : + hk = n. En este sentido,diremos que el estado determina a la su
esi�on (h1; : : : ; hk).Surge pues la ne
esidad de analizar al 
onjunto de su
esionesHn;k = f(h1; : : : ; hk) 2 nkj0 � h1 � : : : � hk& kXj=1 hj = ng:Observamos que dos estados apoyo1 y apoyo2 determinan a una misma su
esi�on (h1; : : : ; hk) 2 Hn;k si ys�olo si el estado apoyo1 di�ere del estado apoyo2 tan s�olo por una permuta
i�on de los n bloques en el Mundo.Tenemos n! permuta
iones tales.



112 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULARESAhora, para una su
esi�on (h1; : : : ; hk) 2 Hn;k podemos tener varias de sus entradas iguales, en otraspalabras, en 
ada estado que determine a la su
esi�on, varias de sus 
olumnas pueden tener una mismaaltura. Tomemos pues el 
onjunto de valores distintos que apare
en en ella. Sea �este 
on(h) = fh 2 nj9i �k : h = hig. Para 
ada h 2 
on(h), 
ontemos sus repeti
iones en h, sea pues repet(h) = 
ardfi � kjhi = hg.Convengamos tambi�en en identi�
ar 
olumnas de igual tama~no. De esta manera, 8h 2 
on(h), [repet(h)℄!permuta
iones de 
olumnas de altura h quedar�an identi�
adas. Luego, habr�a 
(h) = Yh2
on(h) [repet(h)℄!estados identi�
ados, 
ada uno de los 
uales determina a la su
esi�on h.He
has las observa
iones anteriores, un minuto de re
exi�on basta para 
onven
erse de que vale la rela
i�onsiguiente: 
ard(An) = n!Xk=1n Xh2Hnk 1
(h) (4.33)Pasemos ahora a en
ontrar una expresi�on equivalente 
uya evalua
i�on sea m�as sen
illa.Dados n > 1 y k � n, >de 
u�antas formas podemos expresar a n 
omo una suma de k sumandos enterospositivos?. En otras palabras, si de�nimosSnk = f(h1; : : : ; hk) 2 nkj kXj=1 hj = ng;>
u�al es la 
ardinalidad de Snk?Observemos que, en su representa
i�on unaria, n se es
ribe 
omo una sarta de n 1's, es de
ir, 
omo n\palitos 
ontiguos". En esa sarta tendremos n� 1 separa
iones entre palitos adya
entes. Si elegimos a k� 1de tales separa
iones para introdu
ir otras tantas mar
as separadoras, los n palitos quedar�an agrupadosen k hatos 
ontiguos, 
ada uno 
on al menos un palito, y la suma de todos ellos nos da, en efe
to, los npalitos. As�� pues, tendremos que 
ard(Snk) = �n�1k�1�. Ahora, 
ada su
esi�on h 2 Hnk tiene a sus entradasordenadas de manera no-de
re
iente. Si omitimos esta exigen
ia de orden, un segundo minuto de re
exi�onnos 
onven
er�a de que la su
esi�on h dar�a origen a k!
(h) elementos distintos en Snk. Al 
onjuntar estas dosobserva
iones, tenemos que Ph2Hnk k!
(h) = 
ard(Snk) y 
onse
uentementeXh2Hnk 1
(h) = 1k!�n� 1k � 1� (4.34)Una mera manipula
i�on algebrai
a da 1k!�n�1k�1� = 1n(k�1)!�nk�.As�� pues, logramos nuestro objetivo al sustituir 4.34 en 4.33:
ard(An) = (n� 1)! nXk=1 1(k � 1)!�nk�Lo que equivale a que 
ard(An) = n�1Xk=0 k!�n� 1k ��nk� =: an (4.35)Esta �ultima rela
i�on nos da la naturaleza explosiva del PB. En la Tabla 4.3 presentamos algunos n�umerosde estados resultantes 
on diversos n�umeros de bloques.Se ve que 
ard(An) = 
(10n). Este 
re
imiento r�apido del n�umero de estados es lo que, en la pr�a
ti
a,ha
e intratable al PB 
on este enfoque. Sin embargo, a�un nos dedi
aremos a �el para ilustrar el uso deexpresiones regulares.4.5.3 PB visto 
omo un AFSea n > 1. Sea (ek)0�k�an�1 el 
onjunto de estados 
orrespondientes al PB 
on n bloques, PBn. Seg�unvimos anteriormente an =Pn�1k=0 k!�n�1k ��nk�.



4.5. EXPRESIONES REGULARES Y SISTEMAS DE PLANEACI �ON G. Morales-Luna 113No. bloques No. estados No. bloques No. estados1 1 11 8240731412 3 12 124701622333 13 13 2029764012134 73 14 35350175244035 501 15 655738031869216 4051 16 12904342186699217 37633 17 268466164512463538 394353 18 5886334683154038439 4596553 19 1356437369358855817310 58941091 20 327697927886085654441Tabla 4.3: Estados en el PB en fun
i�on de los bloques.Edo m10 m12 m20 m21e0 e0 e1 e0 e2e1 e0 e1 e3 e3e2 e3 e3 e0 e2e3 e3 e3 e3 e3Tabla 4.4: Matriz de transi
i�on del aut�omata 
orrespondiente a 2 bloques.8i 2 n8j 2 n+1� fig 
odi�
aremos a la instru

i�on \Col�oquese el bloque i sobre el objeto j" medianteun s��mbolo espe
ial mij . Claramente, un tal s��mbolo mij s�olo podr�a apli
arse a un estado ek 
uando en esteestado ni i ni j tienen un bloque en
ima, a menos que j = 0, es de
ir, que el objeto j sea pre
isamente elpiso. Introduz
amos enton
es un estado m�as, ean , de in
onsisten
ia. Sea pues E = (ek)0�k�an el 
onjuntode estados y sea M = (mij)ij2n�n+1 el 
onjunto de s��mbolos del aut�omata 
orrespondiente al PBn. Lastransi
iones en �el, estar�an dadas por la fun
i�on T : E �M ! E tal que 8(ek;mij) 2 E �M , T (ek;mij)es bien el estado de in
onsisten
ia ean , en el 
aso que mij no pueda apli
arse a ek, o bien es el estado quedi�ere de ek tan s�olo por la apli
a
i�on del movimiento mij a ek, 
uando �esta es posible.A guisa de ejemplos, en las tablas 4.4 y 4.5 mostramos las tablas de transi
i�on de los aut�omatas 
orre-spondientes a 2 y 3 bloques respe
tivamente.Ahora, para el (semi-)aut�omata AFn = (En;Mn; Tn) 
orrespondiente a PBn 
onsideremos la matrizAn 2 ER(Mn)En�En tal que 8i; j � an:aij =Xfm 2MnjTn(ei;m) = ejg:Para dos bloques, se tieneA2 = 2664 m20 +m10 m12 m21 0m10 m12 0 m20 +m21m20 0 m21 m10 +m120 0 0 m20 +m10 +m12 +m21 3775Para dos bloques, se tiene la matriz de la tabla 4.6.Para A2 se puede 
al
ular su poten
ia \estrella" por el algoritmo des
rito anteriormente. Se obtiene queA�2 = 2664 b11 b12 b13 b14b21 b22 b23 b24b31 b32 b33 b34b41 b42 b43 b44 3775dondeb11 = ��(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�m21m�21�� �



114 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULARESEdo m10 m12 m13 m20 m21 m23 m30 m31 m32e0 e0 e5 e3 e0 e6 e1 e0 e4 e2e1 e1 e12 e13 e0 e6 e1 e13 e13 e13e2 e2 e13 e9 e13 e13 e13 e0 e4 e2e3 e0 e5 e3 e3 e8 e13 e13 e13 e13e4 e13 e13 e13 e4 e13 e10 e0 e4 e2e5 e0 e5 e3 e13 e13 e13 e5 e11 e13e6 e13 e13 e13 e0 e6 e1 e6 e13 e7e7 e13 e13 e13 e13 e13 e13 e6 e13 e7e8 e13 e13 e13 e3 e8 e13 e13 e13 e13e9 e2 e13 e9 e13 e13 e13 e13 e13 e13e10 e13 e13 e13 e4 e13 e10 e13 e13 e13e11 e13 e13 e13 e13 e13 e13 e5 e11 e13e12 e1 e12 e13 e13 e13 e13 e13 e13 e13e13 e13 e13 e13 e13 e13 e13 e13 e13 e13Tabla 4.5: Matriz de transi
i�on del aut�omata 
orrespondiente a 3 bloques.
A3 = [A31 A32 A33℄donde A31 = 2666666664

m10 +m20 +m30 m23 m32 m13 m31 m12m20 m10 +m23 0 0 0 0m30 0 m10 +m32 0 m31 0m10 0 0 m13 +m20 0 m12m30 0 m32 0 m20 +m31 0m10 0 0 m13 0 m12 +m31m20 m23 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 m20 0 00 0 m10 0 0 00 0 0 0 m20 00 0 0 0 0 m300 m10 0 0 0 00 0 0 0 0 0
3777777775

A32 = 2666666664
m21 0 0 0 0 0m21 0 0 0 0 0m21 0 0 m13 0 0m21 0 0 0 0 00 0 0 0 m23 00 0 m21 0 0 m31m21 +m30 m32 0 0 0 0m30 m32 0 0 0 00 0 m21 0 0 00 0 0 m13 0 00 0 0 0 m23 00 0 0 0 0 m310 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0

3777777775
A33 = 2666666664

0 0m12 m13 +m30 +m31 +m320 m12 +m20 +m21 +m230 m23 +m30 +m31 +m320 m10 +m12 +m13 +m210 m20 +m21 +m23 +m320 m10 +m12 +m13 +m310 m10 +m12 +m13 +m20 +m21 +m23 +m310 m10 +m12 +m13 +m23 +m30 +m31 +m320 m12 +m20 +m21 +m23 +m30 +m31 +m320 m10 +m12 +m13 +m21 +m30 +m31 +m320 m10 +m12 +m13 +m20 +m21 +m23 +m32m12 m13 +m20 +m21 +m23 +m30 +m31 +m320 m10 +m12 +m13 +m20 +m21 +m23 +m30 +m31 +m32
3777777775Tabla 4.6: Matriz de 
oe�
ientes del sistema de derivadas.



4.6. MINIMIZACI �ON DE AUT�OMATAS G. Morales-Luna 115�(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�b12 = ��(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�m21m�21�� �m12m�12b13 = m21m�21b14 = m21(m10 +m12) (m20 +m10 +m12 +m21)�b21 = m10 (m20 +m10)� +m10 (m20 +m10)�m21m�21 ��(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�m21m�21���(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�b22 = �m�12m10 (m20 +m10)�m12��m�12 +m10 (m20 +m10)�m21m�21 ��(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�m21m�21��m12m�12b23 = 0b24 = (m20 +m21) (m20 +m10 +m12 +m21)�b31 = �(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�b32 = m12m�12b33 = �m�21 �(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�m21��m�21b34 = �m�21 �(m20 +m10)�m12m�12m10�� (m20 +m10)�m21�� (m10 +m12) (m20 +m10 +m12 +m21)� +m�21m12m�12(m20 +m21) (m20 +m10 +m12 +m21)�b41 = 0b42 = 0b43 = 0b44 = (m20 +m10 +m12 +m21)�Hemos visto que en teor��a es posible utilizar los algoritmos presentados, relativos a los aut�omatas �nitos,para en
ontrar a todos los posibles planes para pasar de un estado a otro en el Mundo de los Bloquesy resolver as�� 
ualquier instan
ia del PB. En la pr�a
ti
a, hemos visto que, in
luso para el 
aso trivial des�olo dos bloques, la solu
i�on 
on este enfoque es dif��
il. De he
ho, la 
omplejidad de este algoritmo 
re
enotablemente, en tiempo y en espa
io, 
on el n�umero n de bloques 
onsiderados.4.6 Minimiza
i�on de aut�omatasSea Ent un alfabeto �nito. Seg�un vimos anteriormente la no
i�on de lenguaje regular puede presentarsemediante el re
ono
imiento por aut�omatas �nitos, sean deterministas o no, o mediante la representa
i�on porexpresiones regulares. Otras presenta
iones equivalentes de esta no
i�on se dan en la siguiente:Proposi
i�on 4.6.1 (Teorema de Myhill-Nerode) Sea L � Ent� un lenguaje arbitrario. Las siguientesasevera
iones son equivalentes a pares:1. L es regular.2. L es la uni�on de algunas 
lases de equivalen
ia de una rela
i�on de equivalen
ia de ��ndi
e �nito, 
on-gruente por la dere
ha 
on la 
on
atena
i�on de palabras.3. La rela
i�on �L� (Ent�)2 tal que8�; � 2 Ent� : � �L � , 8� 2 Ent� (� � � 2 L, � � � 2 L)es una rela
i�on de ��ndi
e �nito.



116 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULARESDemostra
i�on:1: ) 2: Supongamos L regular. Sea AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) un aut�omata �nito tal que L = L(AF .Consideremos la fun
i�on T : � 7! T (�) = tran�(q0; �);y su kernel: 8�; � 2 Ent� : � �K � , T (�) = T (�):Hemos visto que \�K" es una rela
i�on de equivalen
ia de ��ndi
e �nito (de he
ho este ��ndi
e est�a a
otadopor la 
ardinalidad de Q), 
ongruente por la dere
ha. Se tiene adem�asL = [T (�)2F [�℄�K :As�� pues, se 
umple 2.2: ) 3: Sea R � (Ent�)2 una rela
i�on de equivalen
ia de ��ndi
e �nito, 
ongruente por la dere
ha 
on la
on
atena
i�on de palabras, tal que para un sub
onjunto F � Q=R se tiene que L = [[�℄2F[�℄.A�rmamos que 8�; � 2 Ent� : (�R�) , (� �L �) (4.36)En efe
to, si �R� enton
es, 8� 2 Ent�, al ser R 
ongruente por la dere
ha, ��R��. Como L es la uni�onde algunas 
lases de R, esto da que (� � � 2 L, � � � 2 L). As�� pues, � �L � .De la rela
i�on 4.36 vemos que toda 
lase de equivalen
ia respe
to a \�L" es la uni�on de 
lases deequivalen
ia respe
to a R. Por tanto el ��ndi
e de \�L" no puede ex
eder el de R. Como este �ultimo es �nitoel de \�L" es tambi�en �nito.3: ) 1: \�L" es una rela
i�on de equivalen
ia de ��ndi
e �nito, 
ongruente por la dere
ha. De�namosAF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) ha
iendo Q = Ent�= �L, q0 = [nil ℄, F = f[�℄j� 2 Lg y tran : ([�℄; e) 7! [�e℄. Esevidente que una palabra es re
ono
ida por AF si y s�olo si esa palabra est�a en L. As�� pues, L = L(AF )y,
onse
uentemente, es regular.Para un aut�omata �nito AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) diremos que dos estados q1; q2 2 Q son indistinguiblessi para 
ualquier palabra � 2 Ent�, tran�(q1; �) 2 F , tran�(q2; �) 2 F:Si dos estados q1; q2 2 Q no fueran indistinguibles, enton
es habr��a una palabra � 2 Ent� tal que(tran�(q1; �); tran�(q2; �) 2 (F � (Q� F )) [ ((Q� F )� F ):Diremos que tal palabra distingue a los estados q1; q2.La rela
i�on de indistinguibilidad es una rela
i�on de equivalen
ia. La denotaremos 
omo \�I".Sea L = L(AF ) el lenguaje re
ono
ido por el aut�omata AF . Para 
ualesquiera dos palabras �; � 2 Ent�rige la equivalen
ia siguiente [T (�) �I T (�)℄, [� �L � ℄:Por tanto el aut�omata AFM L = (Ent�= �L) 
onstru��do en la demostra
i�on de la impli
a
i�on (3:) 1:) delteorema de Myhill-Nerode 4.6.1 es isomorfo al aut�omata 
o
iente AFM I = (Q
on= �I) y, por 
onsiguiente,es una imagen homomorfa de la parte 
onexa del aut�omata AF , h : T (�) 7! [�℄ es un homomor�smo.De he
ho, AFM L es una imagen homomorfa de 
ualquier aut�omata que re
onoz
a a L. As�� pues, resultade inmediato laProposi
i�on 4.6.2 El aut�omata m��nimo que re
ono
e a un lenguaje regular L es AFM L = (Ent�= �L).El 
�al
ulo de AFM L es equivalente al 
�al
ulo de AFM I , es de
ir, al 
�al
ulo de 
lases de estados indistin-guibles en Q. Para esto observemos lo siguiente:



4.7. LEMA DE BOMBEO G. Morales-Luna 1171. Para una pareja q1 y q2, si en 
ada s��mbolo e 2 Ent la pareja ftran(q1; e); tran(q2; e)g 
onsta de estadosindistinguibles enton
es fq1; q2g es de indistinguibles tambi�en.2. De manera re
��pro
a, si � distingue a la pareja ftran(q1; e); tran(q2; e)g enton
es e� distingue a lapareja fq1; q2g.As�� pues, para 
al
ular las 
lases de estados \distinguibles" podemos pro
eder 
omo sigue:1. Ini
ialmente 
onsideremos va
��as las listas de parejas distinguibles y de parejas mar
adas. Para 
adapareja de estados distintos fq1; q2g, 
onsideremos una lista va
��a de parejas aso
iadas a esa pareja.2. Para 
ada q1 2 F y q2 62 F in
luyamos la pareja fq1; q2g tanto en la lista de distinguibles, pues losestados lo son 
on la palabra va
��a nil , 
omo en la de mar
adas.3. Para 
ada pareja fq1; q2g que no haya sido mar
ada,(a) para 
ada s��mbolo de entrada e 2 Ent ,i. si ftran(q1; e); tran(q2; e)g es distinguible, digamos 
on la palabra �, enton
es in
luyamos lapareja fq1; q2g en la lista de distinguibles, pues lo es 
on la palabra e�, e in
luyamos a todas lasparejas aso
iadas a fq1; q2g en la lista de distinguibles, 
on indi
adores a sus 
orrespondientespalabras que los distinguen,ii. en otro 
aso, aso
iemos la pareja a
tual fq1; q2g a la pareja ftran(q1; e); tran(q2; e)g, siempreque esta �ultima 
onste de dos estados distintos,(b) 
oloquemos a la pareja a
tual fq1; q2g en la lista de palabras mar
adas.4. Las parejas que no son distinguibles dan las 
lases de estados indistinguibles.4.7 Lema de bombeoSea AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) un aut�omata �nito 
on n estados. Una palabra � de longitud k de�ne unasu
esi�on de estados S(�) de longitud k + 1 
onsistente de los estados por los que \pasa" la apli
a
i�on de lapalabra � al aut�omata. Se tiene: � = nil ) S(�) = [q0℄� = �1e ) S(�) = S(�1) � [TAF(�)℄Si k � n ne
esariamente al menos un estado ha de apare
er repetido en la su
esi�on S(�). Por tanto, sepuede des
omponer a S(�) en tres tramos, S(�) = S1 � S2 � S3, de manera tal que S1 y S2 son no-va
��osy sus extremos dere
hos 
oin
iden. Esta des
omposi
i�on de S(�) 
orresponde a una des
omposi
i�on de �de la forma � = �1�2�3 
on long(�2) > 0 y TAF(�1) = TAF(�1�2). As�� pues, la part��
ula no-va
��a �2 est�ade�niendo un bu
le en el aut�omata. Por tanto, si � = �1�2�3 fuese re
ono
ida por el aut�omata, tambi�en hade serlo 
ualquier palabra de la forma �1��2�3.Puesto de manera muy esquem�ati
a, se tiene que toda palabra re
ono
ida por un aut�omata �nito 
uyalongitud ex
eda al n�umero de estados en el aut�omata ne
esariamente ha de 
ontener una part��
ula no-va
��aque se \bombea".Lema 4.7.1 (de Bombeo) Si L es un lenguaje regular enton
es existe un entero n � 1 tal que toda palabra� 2 L 
on longitud al menos n admite una des
omposi
i�on de la forma � = �1�2�3 tal que� long(�2) > 0,� long(�1�3) � n, y� 8k � 0 : �1�k2�3 2 L.



118 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULARESEn s��mbolos: 8L 2 fRegularesg9n � 18� 2 Ent� :(� 2 L)&(long(�) � n) ) 9�1; �2; �3 : 8>><>>: (� = �1�2�3)&(long(�2) > 0)&(long(�1�3) � n)&(8k � 0 : �1�k2�3 2 L) (4.37)En efe
to, si L es regular y es re
ono
ido por un aut�omata �nito AF, enton
es el n 
uya existen
ia seasevera en el lema es, pre
isamente, el n�umero de estados en AF.La proposi
i�on 4.37 es una 
ondi
i�on ne
esaria para los lenguajes regulares. Conse
uentemente, 
ualquierlenguaje que no la satis�
iere no puede ser regular.Ejemplo:El lenguaje de palabras equilibradas L = f0n1njn � 0gno es regular.En efe
to, si lo fuera, existir��a n0 > 0 que satis�
iera 4.37 (
on n0 en lugar de n).Sea n > �n02 �. Enton
es habr��an de existir �1; �2; �3 tales que 0n1n = �1�2�3 y, para 
ualquier k � 0,�1�k2�3 2 L. Un minuto de re
exi�on basta para ver que esto no es posible.Ejemplo:Sea L el lenguaje 
onsistente de las representa
iones en binario, sin 
eros a la izquierda, de los n�umerosprimos. L no puede ser regular.En efe
to, supongamos que para todo � = e0 � � � ek�1 2 (0 + 1)�1� 2 L , 2k + k�1Xj=0 ej2k�1�j es primo,y, por un momento, supongamos que L es regular.El teorema de Eu
lides sobre la in�nidad de los n�umeros primos muestra que en L hay 
adenas arbitrari-amente largas.Elijamos n > 0 que satisfaga 4.37, y 
onsideremos un primo p > 2n, es de
ir, un primo 
uya representa
i�onen binario tenga longitud superior a n. Enton
es podemos en
ontrar �1; �2; �3 tales que para todo j � 0,��1�j2�3�2 es un n�umero primo.Sea ni = (�i)2, i = 1; 2; 3, el n�umero representado en binario por la part��
ula �i y sea ki la longitud de�i. Para j = p, el n�umero q = (�1�p2�3)2 ha de ser primo. Se tiene, al agrupar a la representa
i�on en binariode q en un primer bloque a la dere
ha de k1 bits, p bloques 
ontiguos de k2 bits ha
ia la izquierda y uno�ultimo de k3 bits, queq = �n12pk2+k3�+ hhn22(p�1)k2+k3i+ � � �+ �n22k2+k3�+ �n22k3�i+ [n3℄= n12pk2+k3 + n22k3 h2(p�1)k2 + � � �+ 2k2 + 1i+ n3 (4.38)= n12pk2+k3 + n22k3 �2pk2 � 12k2 � 1 �+ n3Ahora, por el Teorema Peque~no de Fermat, 2p�1 � 1 mod p. Por tanto, 2(p�1)k2 � 1 mod p, y 2pk2 �2k2 mod p, pues 2pk2 = 2k22(p�1)k2 .Sea s = �2(p�1)k2 + � � �+ 2k2 + 1�. Enton
es (2k2�1)s = 2pk2�1. Por tanto, (2k2�1)s � (2k2�1) mod p.As��, m�odulo p, se tiene las igualdades0 � (2k2 � 1)s� (2k2 � 1) = (2k2 � 1)(s� 1):
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onsiguiente p debe dividir a (2k2 � 1) o a (s � 1). No puede dividir a (2k2 � 1) pues 2k2 � 2n < pya que 1 � k2 � n. Por tanto p debe dividir a s� 1. Se sigue que s � 1 mod p.Al tomar 
ongruen
ias m�odulo p en 4.38 se tieneq � �n12pk2+k3 + n22k3 + n3� mod p� p mod p� 0 mod pes de
ir, el primo q debe ser divisible por el primo p. Esto es una 
ontradi

i�on y por tanto L no puede serregular.4.8 Propiedades de lenguajes regulares4.8.1 Propiedades de 
erradura bajo homomor�smosSustitu
ionesSean Ent y Ent 0 dos lenguajes. Una sustitu
i�on es una fun
i�onf : Ent ! P(Ent 0)s 7! Esque a 
ada s��mbolo de Ent le aso
ia un lenguaje en Ent 0. Naturalmente, una sustitu
i�on f se extiende atodo Ent� ha
iendo f� : Ent� ! P(Ent 0)f�(nil) = fnilgf�(�e) = f�(�)f(e)Ahora, si L � Ent� es un lenguaje, de�nimosf��(L) = [�2L f�(�):Por abuso de nota
i�on denotaremos a las fun
iones f�� y f� 
omo f simplemente.Proposi
i�on 4.8.1 Si L � Ent� es un lenguaje regular y f : Ent ! P(Ent 0) es una sustitu
i�on, enton
esf(L) es tambi�en un lenguaje regular, siempre que 8e 2 Ent, f(e) = Ee lo sea.En efe
to, basta ver que f(L) se representa mediante una expresi�on regular. Pero, 
omo L es regular,existe una expresi�on regular E(e) = E(e1; : : : ; em) que lo representa. Ahora bien, para 
ada ei 2 Ent , Eeies una expresi�on regular. Por tanto f(L) = E ((eijEei )i) es una expresi�on regular.Im�agenes homomorfasUn homomor�smo es un 
aso parti
ular de una sustitu
i�on f en la que, para 
ada ei 2 Ent , Eei es unam�onada, 
onsistente de una sola palabra.Por lo visto en la se

i�on anterior, tenemos que si L � Ent� es regular y f es un homomor�smo enton
esf(L) � (Ent 0)� tambi�en es regular.Ahora bien, si K � (Ent 0)� es un lenguaje 
ualquiera, su imagen inversa bajo el homor�smo f es ellenguaje f�1(K) = f� 2 Ent�jf(�) 2 Kg:Es 
laro que se 
umplen las in
lusiones siguientes:8L � Ent� : L � f�1(f(L))8K � (Ent 0)� : K � f(f�1(K))(si, por ejemplo, f fuese inye
tiva, enton
es valdr��an las igualdades en las in
lusiones anteriores.)
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i�on 4.8.2 Las im�agenes inversas de lenguajes regulares, bajo homomor�smos, son regulares. Enotras palabras, si K � (Ent 0)� es un lenguaje regular y f : Ent� ! (Ent 0)� es un homomor�smo, enton
esL = f�1(K) es tambi�en un lenguaje regular.En efe
to, supongamos que AF 0 = (Q;Ent 0; tran0; q0; F ) es un aut�omata �nito que re
ono
e al lenguajeK. Sea AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) el aut�omata �nito que 
oin
ide 
on el anterior salvo en que tran : (q; e) 7!tran 0�(q; f(e)). Es 
laro que 8� 2 Ent� : � 2 L(AF ), f(�) 2 L(AF 0):As�� pues, AF re
ono
e al lenguaje f�1(K) y por tanto, �este es regular.4.9 Ejer
i
ios1. Es
riba expresiones regulares para denotar a 
ada uno de los siguientes 
onjuntos de palabras:1. Palabras 
on a lo sumo una pareja de 0's 
onse
utivos y a lo sumo una pareja de 1's 
onse
utivos.2. Cadenas en las que toda pareja de 0's 
ontiguos apare
e antes de 
ualquier pareja de 1's 
ontiguos.3. Cadenas que no 
ontienen a 101 
omo sub
adena.4. Cadenas equilibradas 
on igual n�umero de 0's y de 1's tales que ning�un pre�jo de 
ualquiera de ellasposee m�as de dos 0's que 1's ni m�as de dos 1's que 0's.2. Des
riba en espa~nol a los lenguajes denotados por las siguientes expresiones regulares:1. (11 + 0)�(00 + 1)�.2. (1 + 01 + 001)�(nil + 0 + 00).3. (00 + 11 + (01 + 10)(11 + 00)�(01 + 10))�.3. Para 
ada una de las siguientes expresiones regulares, 
onstruya un aut�omata �nito que re
onoz
a allenguaje representado por la expresi�on regular.1. 10 + (0 + 11)0�12. 01 �((10)� + 111)� + 0�� 14. Sea L � (a+ b)� el lenguaje de palabras que no 
ontienen a la sub
adena bb.Construya un aut�omata �nito que re
onoz
a a L.En
uentre una expresi�on regular que represente a L.5. Demuestre las siguientes identidades para 
ualesquiera dos expresiones regulares E;F :1. (E�)� = E�2. (nil +E)� = E�3. (E�F �)� = (E + F )�6. Pruebe o refute a 
ada una de las siguientes e
ua
iones:1. (EF +E)�E = E(FE +E)�2. F (EF + F )�E = EE�F (EE�F )�3. (E + F )� = E� + F �



4.9. EJERCICIOS G. Morales-Luna 1217. En
uentre todas las solu
ionesX de la e
ua
i�on X = AX+B, donde A y B son dos expresiones regulares
ualesquiera.8. >Cu�al de los siguientes lenguajes es regular? Justi�que su respuesta:L1 = f02njn � 0gL2 = f� 2 (0 + 1)�j�rev = �gL3 = f� 2 (0 + 1)�j000 no pare
e en �g9. Demuestre que si L es un lenguaje regular tambi�en lo es el lenguajeSaltear(L) = fe1e3 � � � e2i�1 � � � e2n�1je1e2 � � � e2n�1e2n 2 Lg:Sugeren
ia: Si AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) es un aut�omata �nito que re
ono
e a L 
onsidere el aut�omatano-determinista AND = (Q;Ent ; tran0; q0; F ) tal que8p; q 2 Q; e 2 Ent : (p; e; q) 2 tran 0 , 9f 2 Ent : tran�(p; ef) = q:10. Demuestre que si L es un lenguaje regular tambi�en lo es el lenguajeCi
lo(L) = f�2�1j�1�2 2 Lg:Sugeren
ia: Si AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) es un aut�omata �nito que re
ono
e a L, de�namosS�1(F ) = fq 2 Qj9� : tran�(q; �) 2 Fg : estados que arriban a �nales,S(q0) = fq 2 Qj9� : tran�(q0; �) = qg : estados a

esibles desde el ini
ial.Consideremos un nuevo estado ini
ial q00. Para 
ada estado q 2 S(q0) \ S�1(F ) 
onsideremos la gr�a�
a detransi
i�on Gq que 
oin
ide 
on AF salvo en lo siguiente:� deja de 
onsiderar 
omo �nales a los estados de F ,� deja de 
onsiderar 
omo ini
ial a q0,� 
onsidera 
omo �nal e ini
ial a q00,� tiende las siguientes transi
iones nil q00 nil7! qq nil7! q008qf 2 F : qf nil7! q0A partir de las gr�a�
as Gq , q 2 S(q0)\S�1(F ), 
onstruya una gr�a�
a de transi
i�on que re
onoz
a a Ci
lo(L).11. Demuestre que si L es un lenguaje regular tambi�en lo es el lenguaje Lrev 
onsistente de los reversos depalabras en L.12. Sea L 
ualquier sub
onjunto de 0�. Demuestre que L� es un 
onjunto regular.13. Demuestre la extensi�on siguiente del Lema de bombeo:Proposi
i�on 4.9.1 Sea L un lenguaje regular. Enton
es existe un n 2 IN tal que8�1; �2; �3 : 24 �1�2�3 2 Llong(�2) = n �) 9�1; �2; �3 : 8<: �2 = �1�2�3long(�2) � 18i � 0 : �1�1� i2�3�3 2 L 35
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e el ejer
i
io anterior para demostrar que el lenguaje f0n1m2mjm;n � 0g no puede ser regular.15. >Cu�al es la rela
i�on de equivalen
ia \�L", de�nida seg�un el Teorema de Myhill-Nerode, que en (0+1)�de�ne el lenguaje L = f0n1njn � 0g?Con
luya que L no puede ser regular.16. Demuestre que el lenguaje L � (0 + 1)� 
onsistente de las 
adenas que tiene m�as 0's que 1's no esregular.17. Sea L � (0 + 1 + � � �+ 9 + :)� el lenguaje de palabras que son pre�jos (�nitos) de la expansi�on de
imalde �: 3:1; 3:14; 3:141; 3:1415; et
.Demuestre que L no es regular.18. De
ida si a
aso todo sub
onjunto de un 
onjunto regular es tambi�en regular.19. Demuestre que el lenguaje formado por pre�jos de palabras en un lenguaje regular es tambi�en regular.20. Sea Ent = fa; bg y sea Ent1 = fbab; abbag.Demuestre que todo 
onjunto que sea regular respe
to a Ent1 tambi�en lo es respe
to a Ent .Muestre que el re
��pro
o no se 
umple: No todo 
onjunto regular respe
to a Ent lo es respe
to a Ent1.4.10 Programas1. M�aquinas de Mealy 
omo \tradu
tores": Re
ordamos que una m�aquina de Mealy es una estru
tura de laforma MMe = (Q;Ent ;Sal ; tran; res; q0)donde, para �nes de este ejer
i
io:Q = [[1; n℄℄ es el 
onjunto de estados,Ent = fa; b; :::;m-�esimo s��mbolog es el alfabeto de entrada,Sal = fA;B; :::;M -�esimo s��mbolog es el alfabeto de salida,tran : array n�m of [[1; n℄℄ es la fun
i�on de transi
i�on,res : array n�m of [[1;M ℄℄; es la fun
i�on de respuesta, yq0 = 1 es el estado ini
ial.Es
riba un programa que re
iba 
omo entrada los n�umeros enteros n;m;M y los arreglos tran y res .Posteriormente, para 
ada 
adena � 2 Ent� dada, ha de 
al
ular la 
adena de respuesta res�(�) 2 Sal�.2. M�aquinas de Moore 
omo \tradu
tores": Re
ordamos que una m�aquina de Moore es una estru
tura dela forma MMo = (Q;Ent ;Sal ; tran; res ; q0)donde, para �nes de este ejer
i
io:Q = [[1; n℄℄ es el 
onjunto de estados,Ent = fa; b; :::;m-�esimo s��mbolog es el alfabeto de entrada,Sal = fA;B; :::;M -�esimo s��mbolog es el alfabeto de salida,tran : array n�m of [[1; n℄℄ es la fun
i�on de transi
i�on,res : array [[1; n℄℄ of [[1;M ℄℄; es la fun
i�on de respuesta, yq0 = 1 es el estado ini
ial.Es
riba un programa que re
iba 
omo entrada los n�umeros enteros n;m;M y los arreglos tran y res .Posteriormente, para 
ada 
adena � 2 Ent� dada, ha de 
al
ular la 
adena de respuesta res�(�) 2 Sal�.3. Equivalen
ia entre m�aquinas de Mealy y de Moore: Es
riba un programa que dada una m�aquina de Mealy,en la representa
i�on des
rita para el programa 1 de esta lista, 
al
ule la m�aquina de Moore equivalente, tal
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esibles, y la exprese en la representa
i�on des
rita para el programa 2 de estalista.4. Indistinguibilidad en m�aquinas de Moore:1. Dada una m�aquina de MooreM , dos estados qi; qj son indistiguibles si para 
ualquier palabra � 2 Ent�las respuestas de los estados a los que se llega 
on �, partiendo de qi y de qj , 
oin
iden. Esta es unarela
i�on de equivalen
ia entre estados.Es
riba un programa que dada una m�aquina de Moore M 
al
ule al 
o
iente M=Ind .2. Dada una m�aquina de Moore M , dos palabras �1; �2 2 Ent� son indistiguibles si los estados a los quellegan, partiendo del ini
ial, tran�(q0; �1) y tran�(q0; �2) son indistinguibles. Esta es una rela
i�on deequivalen
ia entre palabras.Es
riba un programa que dada una m�aquina de Moore M 
al
ule al 
o
iente Ent�=Ind .3. >Qu�e rela
i�on hay entre los 
o
ientes en
ontrados para una misma m�aquina?Nota: En lo que sigue, un semiaut�omata de n estados 
on m s��mbolos se representar�a 
omo una matrizS del tipo [[1; n℄℄m�n, 
on la inten
i�on obvia de que 8i; j : sij es el ��ndi
e del estado al que se llega desde elestado j 
uando se apli
a el s��mbolo i.Un aut�omata se representar�a 
omo una pereja (S; F ), donde F � [[1; n℄℄ es el 
onjunto de ��ndi
es deestados �nales.5. Parte a

esible de un aut�omata �nito: Dado un aut�omata, 
al
ule la parte a

esible del aut�omata, yrenombre, si fuera ne
esario, al 
onjunto de estados resultante para expresarlo 
on la 
onven
i�on que aqu��hemos adoptado para representar aut�omatas.6. Homomor�smos de aut�omatas: Es
riba un programa que dados dos aut�omatas de
ida si hay un homo-mor�smo del primer aut�omata al segundo.Si h : AF 1 ! AF 2 fuese un homomor�smo entre dos aut�omatas, diga que dos estados q1i ; q1j son equiva-lentes si h(q1i ) = h(q1j ). Esta es, en efe
to, una rela
i�on de equivalen
ia. Cal
ule sus 
lases de equivalen
ia.7. Monoides de aut�omatas deterministas: Es
riba un programa que re
iba un aut�omata determinista y
al
ule la tabla de multipli
a
i�on de su monoide. (Cfr. Se
. 4.2.2 de las \Notas del Curso").8. A

iones de grupos libres en monoides: Suponga dado un monoide M 2 [[1; n℄℄n�n, por su tabla demultipli
a
i�on, 
on unidad, digamos u = 1. Para un 
onjunto no-va
��o de elementos I � [[1; n℄℄ denotamospor [I ℄M al m��nimo submonoide, del monoideM , que 
ontiene al 
onjunto I . [I ℄M es el submonoide generadopor I en M .Si I 
onsta de un �uni
o elemento, digamos I = fag, a 6= u, el submonoide [I ℄M se 
al
ula 
omo sigue:1. Ini
ialmente h�agase [I ℄M = f1g = fa0g, y PorProbar = I .2. Mientras que PorProbar 6= ;, s�aquese el primer elemento x, digamos x = ai, que quede en PorProbary a~n�adasele a [I ℄M . T�omese ahora y = x �a = ai+1. Si y no apare
e a�un en [I ℄M 
ol�oquese y en la listaPorProbar .3. Cuando no queden elementos por probar, el submonoide generado por a queda en [I ℄M y a partir deah�� es posible 
onstruir la tabla de multipli
a
i�on de [fag℄M .Si I 
onsta de m�as de un elemento, digamos I = fa1 : : : ; ak�1; akg, 8i � k : ai 6= u, el submonoide [I ℄Mse 
al
ula 
omo sigue:1. Ini
ialmente h�agase [I ℄M = [fa1 : : : ; ak�1g℄M , el submonoide generado por los primeros k�1 elementos,y PorProbar = fakg.2. Mientras que PorProbar 6= ;, s�aquese el primer elemento x, que quede en PorProbar . Si a
aso yaestuviese en [I ℄M term��nese el pro
eso sin m�as. En otro 
aso, a~n�adasele a [I ℄M y para 
ada elementoz en [I ℄M , t�omese yder = z � x e yizq = x � z. Si yder no apare
e ni en [I ℄M ni en PorProbar , 
ol�oqueseyder en la lista PorProbar . Si yizq no apare
e ni en [I ℄M ni en PorProbar , 
ol�oquese yizq en la listaPorProbar .



124 G. Morales-Luna CAP�ITULO 4. EXPRESIONES REGULARES3. Cuando no queden elementos por probar, el submonoide generado por I queda en [I ℄M y a partir deah�� es posible 
onstruir la tabla de multipli
a
i�on de [I ℄M .Es
riba un programa que dado un monoide en M en
uentre un 
onjunto m��nimo de elementos I =fa1 : : : ; ak�1; akg tal que M = [I ℄M .9. Aut�omatas de m�aximos monoides: (Este programa se ha de apoyar de manera esen
ial en el programaanterior en esta lista.) Dado n 
onsidere un 
onjunto Q de n estados, para �jar ideas, Q = [[1; n℄℄. SeaFn = �f (n)i �nni=1 una enumera
i�on de todas las fun
iones Q ! Q. Fn es un monoide 
on la 
omposi
i�on defun
iones 
omo opera
i�on. Sea m = nn y sea An un sub
onjunto de m s��mbolos.Consideremos el semiaut�omata An = (Q;An; tran; 1) tal que tran : (q; ain) 7! fin(q). Enton
es sumonoide, naturalmente 
oin
ide 
on Fn y posee nn elementos.Es
riba un programa que reduz
a el semiaut�omata An a uno A0n sobre un alfabeto m��nimo A0n � An talque el monoide del semiaut�omata redu
ido A0n 
oin
ida tambi�en 
on Fn.10. Indistinguibilidad de estados en aut�omatas: Para un aut�omata AF = (Q;Ent ; tran; q0; F ) se tiene larela
i�on en Q: 8p; q 2 Q : p �Ind q , 8� 2 Ent� : [tran�(p; �) 2 F , tran�(q; �) 2 F ℄ (4.39)Es
riba un programa que dado un aut�omata 
al
ule el aut�omata 
o
iente 
orrespondiente a esta rela
i�on.Extienda este programa para que dado un aut�omata 
al
ule el m��nimo aut�omata equivalente.11. Monoides de aut�omatas no-deterministas: Es
riba un programa que re
iba un aut�omata no-deterministay 
al
ule la tabla de multipli
a
i�on de su monoide. (Cfr. Se
. 4.3.2 de las \Notas del Curso").12. No-Determinismo = Determinismo: Es
riba un programa que re
iba un aut�omata no-determinista ouna gr�a�
a de transi
i�on y 
al
ule el aut�omata determinista equivalente al dispositivo dado. (Cfr. Se
. 4.3y 4.4 de las \Notas del Curso").13. Bidire

ionalidad = Monodire

ionalidad: Es
riba un programa que re
iba un aut�omata bidire

ionaly 
al
ule el aut�omata (monodire

ional) equivalente al dispositivo dado. (Cfr. Se
. 4.5 de las \Notas delCurso").14. Analizador de expresiones regulares: Es
riba un programa que re
iba una expresi�on regular X 2 ER,
al
ule una gr�a�
a de transi
i�on 
uyo lenguaje sea el expresado por X . (Cfr. Se
. 5.2 de las \Notas delCurso").15. Seudoinversi�on matri
ial 
on expresiones regulares: Es
riba un programa que re
iba una matrizA 2 ERn�n, 
on n � 5, y 
al
ule A�. (Cfr. Se
. 5.4 de las \Notas del Curso").16. Cara
teriza
i�on de lenguajes regulares: Utilizando el programa del ejer
i
io anterior, es
riba un pro-grama que re
iba un aut�omata determinista y 
al
ule una expresi�on regular que represente al lenguaje delaut�omata. (Cfr. Se
. 5.2 de las \Notas del Curso").17. Re
ono
edores de lenguajes �nitos: Es
riba un programa que re
iba un 
onjunto �nito de palabras y
onstruya el aut�omata �nito que re
ono
e �uni
amente a las palabras dadas.18. Conten
i�on de lenguajes regulares: Es
riba un programa que dadas dos expresiones regulares determinesi la primera est�a 
ontenida, y en 
aso que no, en
uentre una palabra en el primer lenguaje que no est�e enel segundo.19. Re
ono
edor de subpalabras: Es
riba un programa que dado un 
onjunto de k palabras, f�1; : : : ; �ng,
onstruya una m�aquina de Moore, 
on alfabeto de salida (aK)K�[[1;n℄℄, tal que para 
ualquier palabra dada� la respuesta del aut�omata tras de leer � ser�a aK , donde K = fij�i es una subpalabra de �g.20. Re
ono
edor de 
aminos: Sea G = (V;D), 
on D � V � V , una gr�a�
a dirigida. Una 
amino es unasu
esi�on de aristas (ai = (vi1; vi2))i tal que 8i : vi2 = vi+1;1.Es
riba un programa que dada una gr�a�
a dirigida, 
onstruya un aut�omata sobre el alfabeto de aristasen la gr�a�
a que re
onoz
a exa
tamente a los 
aminos en la gr�a�
a.21. Reverso de elenguajes regulares: Es
riba un programa que dado un aut�omata �nito AF 
onstruya elaut�omata �nito AFR tal que L(AFR) = L(AF)R = (reverso del lenguaje re
ono
ido por AF).



4.10. PROGRAMAS G. Morales-Luna 12522. Cadenas minimales en lenguajes regulares: Para un lenguaje L seaMin(L) = f� 2 Lj8� 2 L� fnilg : � �pre�jo � ) � = �gel lenguaje 
onsistente de las palabras en L que no poseen pre�jo propio en L.Es
riba un programa que dado un aut�omata �nito AF 
onstruya el aut�omata �nito Min(AF) tal queL(Min(AF)) = MinL(AF).23. Cadenas maximales en lenguajes regulares: Para un lenguaje L seaMax(L) = f� 2 Lj8� 2 L : � �pre�jo � ) � = �gel lenguaje 
onsistente de las palabras en L que no son pre�jo propio de ninguna otra palabra en L.Es
riba un programa que dado un aut�omata �nito AF 
onstruya el aut�omata �nito Max(AF) tal queL(Max(AF)) = MaxL(AF).24. Regularidad de estrellas en alfabetos m�oni
os: Es
riba un programa que dado un 
onjunto �nito de��ndi
es I � IN , 
onstruya un aut�omata, sobre el alfabeto A = fag de un �uni
o s��mbolo, que re
onoz
a allenguaje L =  Xi2I ai!�.25. Pal��ndromas de lenguajes regulares: Para un lenguaje L seaLespe
ular = f�j9� 2 L : � = ��Rgel lenguaje 
onsistente de pal��ndormas 
on una \primera parte" en L, es de
ir de palabras, e im�agenesespe
ulares, en L.Es
riba un programa que dada una expresi�on regular E 
onstruya el aut�omata �nito AFespe
ular tal queL(AFespe
ular) = L(E)espe
ular, donde L(E) es el lenguaje expresado por E.Sugeren
ia: Razonando por indu

i�on en la 
onstru

i�on de la expresi�on E, tranf�ormela en una expresi�onque exprese al lenguaje L(E)espe
ular y a partir de ella 
onstruya al aut�omata pedido.26. Ra��
es n-�esimas de lenguajes regulares: Para un lenguaje L y un entero n, seanpL = f�j9� 2 L : � = �ngel lenguaje 
onsistente de n repeti
iones de una \primera parte" en L.Es
riba un programa que dada una expresi�on regular E 
onstruya el aut�omata �nito npAF tal queL( npAF) = npL(E), donde L(E) es el lenguaje expresado por E.Sugeren
ia: Razonando por indu

i�on en la 
onstru

i�on de la expresi�on E, transf�ormela en una expresi�onque exprese al lenguaje npL(E) y a partir de ella 
onstruya al aut�omata pedido.27. Rota
iones de lenguajes regulares: Para un lenguaje L searota(L) = f�j9�; � : � = �� & �� 2 Lgel lenguaje 
onsistente de transposi
iones de dos partes en L.Es
riba un programa que dada una expresi�on regular E 
onstruya el aut�omata �nito rota(AF) tal queL(rota(AF)) = rota(L(E)), donde L(E) es el lenguaje expresado por E.28. Aut�omatas no-deterministas-�: Un aut�omata no-determinista-� (AND-�) es un aut�omata no-determinista 
on la no
i�on de re
ono
imiento 
ambiada: Una palabra es re
ono
ida si toda 
omputa
i�on,a partir de ella, en el aut�omata la 
ondu
e a un estado �nal. Es
riba un programa que transforme a unAND-� en un aut�omata �nito equivalente.
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Cap��tulo 5Aut�omatas de pila5.1 Prin
ipios b�asi
osUna pila es un dispositivo de alma
enamiento que sigue el prin
ipio \primero-en-entrar-�ultimo-en salir". Lopodemos pensar 
omo un arreglo lineal indi
ado 
on los n�umeros naturales:�! 
[0℄ 
[1℄ 
[2℄ � � � 
[n� 1℄ 
[n℄ 
[n+ 1℄ � � �La 
asilla 
[0℄ se di
e ser el tope de la pila. En todo momento,� 
ada 
asilla puede estar va
��a o 
ontener un s��mbolo de un alfabeto de pila, AlfP , y� la pila est�a en blan
o salvo en un 
onjunto �nito de 
asillas, i.e.9n08n : n > n0 ) Contenido(
[n℄) = va
��a :En este 
aso, si para 
ada i � 0, xi es el 
ontenido de la 
asilla 
[i℄, enton
es{ podemos estable
er que el s��mbolo m�as a la dere
ha, xn0 , sea un s��mbolo distinguido X en elalfabeto AlfP (para mar
ar el �n de la palabra ins
rita en la pila), y{ de
imos que la palabra � = x0x1 � � �xn0�1 es el 
ontenido de la pila.Sobre una pila se pueden eje
utar dos opera
iones:Empilar: Si �0 es una palabra en AlfP� y � 2 AlfP� es el 
ontenido de la pila, enton
es la a

i�on E(�0;Pila)ha
e que el 
ontenido de la pila sea �0�.Desempilar: Si �0 es un pre�jo del 
ontenido � 2 AlfP� de la pila, es de
ir � = �0�1 para alguna palabra�1 2 AlfP�, enton
es la a

i�on D(�0;Pila) ha
e que el 
ontenido de la pila sea �1.(Es 
onven
ional nombrar a las opera
iones E y D por sus denota
iones en ingl�es: Push y Pop, respe
tiva-mente.)Ahora bien, estas dos opera
iones pueden realizarse mediante una opera
i�on de \sustitu
i�on" del topede la pila: Sus(�0;Pila) ha
e que si el 
ontenido de la pila fuese �1 = s�2, donde s es el s��mbolo a
tual enel tope de la pila, enton
es el 
ontenido vendr�a a ser �0 � �1. En otras palabras, el 
ontenido del tope s essustitu��do por �0.As�� pues la a

i�on E(�0;Pila) equivale a Sus(�0 � s;Pila), donde s es el 
ontenido en el tope; en tantoque la a

i�on D(�0;Pila) es equivalente a reiterar la a

i�on Sus(nil ;Pila) tantas ve
es 
omo sea la longitudde �0.En el resto de esta se

i�on 
onsideraremos solamente a

iones de sustitu
i�on en el tope de la pila.Un aut�omata de pila (no-determinista) es una estru
tura de la formaAutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; F )127



128 G. Morales-Luna CAP�ITULO 5. AUT �OMATAS DE PILAdonde Q : es el 
onjunto de estados,Ent : es el alfabeto de entrada,AlfP : es el alfabeto de la pila,tran : Q� (Ent [ fnilg)�AlfP ! P (Q�AlfP�) ; es la fun
i�on de transi
i�on,q0 2 Q : es el estado ini
ial,X 2 AlfP : es el s��mbolo \ini
ial" para la pila, y,F � Q : es un 
onjunto de estados �nales.En 
ada momento, el aut�omata fun
iona 
omo sigue: Si se est�a en el estado q 2 Q, se re
ibe el s��mboloe 2 Ent y en el tope de la pila se en
uentra el s��mbolo Y 2 AlfP ,� si (q0; �) 2 tran(q;nil ; Y ) enton
es se pasa al estado q0, se sustituye Y por � y NO se avanza en la
adena de entrada, o bien� si (q0; �) 2 tran(q; e; Y ) enton
es se pasa al estado q0, se opera en la pila seg�un se des
ribe arriba y seavanza una posi
i�on a la dere
ha en la 
adena de entrada.Ejemplo (Pal��ndromas): Sea L = f� 2 (0+ 1)�j� = rev(�)g el lenguaje que 
onsta de todas las palabrasque son pal��ndromas.Una estrategia obvia para re
ono
er palabras en L es la siguiente:1. al ini
io la pila ha de estar va
��a,2. se deposita en la pila una 
opia de \la primera mitad de la palabra re
ibida", es de
ir,(a) 
on 
ada 0 que llegue se 
olo
a una mar
a C en la pila,(b) 
on 
ada 1 que llegue se 
olo
a una mar
a U en la pila,3. al (suponer) haber llegado la \primera mitad" se bus
a que \la segunda" empate 
on la primera, esde
ir,(a) se pasa a un estado de desempilar,(b) 
on 
ada 0 que llegue y que empate 
on una mar
a C en la pila, se desempila la mar
a,(
) 
on 
ada 1 que llegue y que empate 
on una mar
a U en la pila, se desempila la mar
a,4. se tendr�a �exito s�olo si al terminar de leer se tiene va
��a la pila.As�� pues, 
onsideremos los 
onjuntos siguientes:Alfabeto de entrada: Ent = f0; 1g.Alfabeto de pila: AlfP = fC;U;A;Xg. X es la mar
a del extremo dere
ho de la pila. C y U son mar
aspara re
ontar 0's y 1's, y A es una mar
a de error.Estados: Consideremos 4 estados,q0 : ini
ialq1 : 
omienza a desempilar,q2 : \salta" al s��mbolo del medio en el 
aso de pal��ndromas impares,q3 : �nal
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iones: Las siguientes transi
iones se expli
an por s�� solas. Las de la izquierda 
orresponden a\buenas 
omputa
iones" de re
ono
imiento. Las de la dere
ha mar
an errores.(q0; 0; X) = f(q0; CX); (q1; CX); (q3;nil)g(q0; 0; C) = f(q0; CC); (q1; CC); (q2; CC)g(q0; 0; U) = f(q0; CU); (q1; CU); (q2; CU)g(q0; 1; X) = f(q0; UX); (q1; UX); (q3;nil)g(q0; 1; C) = f(q0; UC); (q1; UC); (q2; UC)g(q0; 1; U) = f(q0; UU); (q1; UU); (q2; UU)g(q1; 0; C) = f(q1;nil); (q3;nil)g(q1; 1; U) = f(q1;nil); (q3;nil)g(q1;nil ; X) = f(q3;nil)g(q2;nil ; C) = f(q1;nil)g(q2;nil ; U) = f(q1;nil)g
(q1; 0; X) = f(q3; A)g(q1; 0; U) = f(q3; A)g(q1; 1; X) = f(q3; A)g(q1; 1; C) = f(q3; A)g

En 
ualquier otra 
on�gura
i�on, la fun
i�on de transi
i�on aso
ia el 
onjunto va
��o.Ejemplo: Sea L = f03n1njn � 0g el lenguaje que 
onsta de todas las palabras que bien son va
��as o bien seini
ian 
on 0's, terminan 
on 1's y 
ontienen el triple de 0's que de 1's.Una estrategia obvia para re
ono
er palabras en L es la siguiente:1. al ini
io la pila ha de estar va
��a,2. 
on 
ada 0 que llegue se 
olo
a una mar
a C en la pila,3. al llegar al primer 1 se pasa a un estado de desempilar,4. 
on 
ada 1 hay que desempilar exa
tamente 3 mar
as C, y5. se tendr�a �exito s�olo si al terminar de leer se tiene va
��a la pila.As�� pues, 
onsideremos los 
onjuntos siguientes:Alfabeto de entrada: Ent = f0; 1g.Alfabeto de pila: AlfP = fC;A;Xg. X es la mar
a del extremo dere
ho de la pila. C es una mar
a parare
ontar 0's y A es una mar
a de error.Estados: Consideremos 5 estados,q0 : ini
ialq1 : 
omienza a desempilar se
uen
ias de tres C's,q2 : se ha desempilado una C en 
ada se
uen
ia de tres C's,q3 : se ha desempilado dos C's en 
ada se
uen
ia de tres C's,q4 : �nalTransi
iones: Las siguientes transi
iones se expli
an por s�� solas. Las de la izquierda 
orresponden a\buenas 
omputa
iones" de re
ono
imiento. Las de la dere
ha mar
an errores.(q0; 0; X) = f(q0; CX)g(q0; 0; C) = f(q0; CC); (q1; CC)g(q0; 1; C) = f(q2;nil)g(q2;nil ; C) = f(q3;nil)g(q3;nil ; C) = f(q1;nil)g(q1; 1; C) = f(q2;nil)g(q1;nil ; X) = f(q4;nil)g
(q0; 1; X) = f(q4; A)g(q1; 1; X) = f(q4; A)g(q1; 0; X) = f(q4; A)g(q1; 0; C) = f(q4; A)g(q2;nil ; X) = f(q4; A)g(q3;nil ; X) = f(q4; A)gEn 
ualquier otra 
on�gura
i�on, la fun
i�on de transi
i�on aso
ia el 
onjunto va
��o.
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ono
imiento de lenguajesSea AutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; F ) un aut�omata de pila.Una des
rip
i�on instant�anea (DI) es una 
adenaq�; � 2 Q� Ent� �AlfP�que indi
a que el aut�omata est�a en el estado q, se est�a leyendo el primer s��mbolo a la izquierda de � y � esel 
ontenido de la pila. El s��mbolo en el tope de la pila es el primero de � .Diremos que una DI d1 = q1�1; �1 se sigue de otra d0 = q0�0;Y 0�0, AutP ` (d0 ! d1), si es el resultadode apli
ar la transi
i�on 
orrespondiente a d0. Formalmente, AutP ` (d0 ! d1) si y s�olo si��0 = e0�1� ^ ��1 = ��0� si (q1; �) 2 tran(q0; e0; Y 0)��0 = e0�1� ^ ��1 = �0� si (q1;nil) 2 tran(q0; e0; Y 0)��0 = �1� ^ ��1 = ��0� si (q1; �) 2 tran(q0;nil ; Y 0)��0 = �1� ^ ��1 = �0� si (q1;nil) 2 tran(q0;nil ; Y 0)La 
erradura re
exivo-transitiva de la rela
i�on \se sigue" es la rela
i�on \se deriva", denotada 
omoAutP ` (d0 �! d1).La des
rip
i�on ini
ial de una palabra � 2 Ent� es DI 0(�) � [q0�;X ℄.Una DI d = q�; � se di
e� �nal si q 2 F y � = nil , es de
ir, si indi
a que se est�a en un estado �nal y no quedan s��mbolos deentrada,� de pila va
��a si � = nil , es de
ir, en el tope de la pila no hay s��mbolo alguno.Una palabra � 2 Ent� se di
e� re
ono
ida por estados �nales si desde la des
rip
i�on ini
ial de ella se arriba a una �nal, es de
ir, si9q 2 F; � 2 AlfP� : AutP ` (DI 0(�) �! q:nil ; �):� re
ono
ida por pila va
��a si desde la des
rip
i�on ini
ial de ella se arriba a una de pila va
��a, es de
ir, si9q 2 Q : AutP ` (DI 0(�) �! q:nil ;nil):Sea LF (AutP) el lenguaje 
onsistente de las palabras re
ono
idas por estados �nales.Sea LPV (AutP) el lenguaje 
onsistente de las palabras re
ono
idas por pila va
��a.Ambas no
iones de re
ono
imiento son equivalentes.Lema 5.2.1 Para 
ada aut�omata de pila AutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; F ) existe otro aut�omata de pilaAutP 0 = (Q0;Ent ;AlfP 0; tran 0; q00; X 0; F 0) tal que el lenguaje re
ono
ido por estados �nales en el primeraut�omata es re
ono
ido por pila va
��a en el segundo, es de
irLF (AutP) = LPV (AutP)0En efe
to, AutP 0 se 
onstruye a partir de AutP 
omo sigue:1. en general, a
t�uese en AutP 0 
omo se ha
e en AutP ,2. 
uando se llegue a un estado �nal de AutP , trans��tese en AutP 0 de manera que ah�� se va
��e la pila,3. para evitar re
ono
imiento de palabras que in
identalmente va
��en la pila de AutP 0, 
ol�oquese ah�� unnuevo delimitador \dere
ho" X 0 que no pertenez
a al alfabeto AlfP y b�orrese s�olo en el 
aso del paso2.
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ada aut�omata de pila AutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; F ) existe otro aut�omata de pilaAutP 0 = (Q0;Ent ;AlfP 0; tran 0; q00; X 0; F 0) tal que el lenguaje re
ono
ido por pila va
��a en el primer aut�omataes re
ono
ido por estados �nales en el segundo, es de
irLPV (AutP) = LF (AutP)0En efe
to, AutP 0 se 
onstruye a partir de AutP 
omo sigue:1. 
ol�oquese en AutP 0 un nuevo s��mbolo ini
ial X 0,2. en general, a
t�uese en AutP 0 
omo se ha
e en AutP ,3. 
uando se va
��e la pila de AutP , es de
ir, 
uando la mar
a X 0 a

eda al tope de la pila, trans��tese enAutP 0 a un nuevo estado �nal.De ahora en adelante supondremos, sin p�erdida de generalidad, que el re
ono
imiento de un lenguaje 
onun aut�omata de pila se ha
e por pila va
��a, y 
onse
uentemente no 
onsideraremos m�as estados �nales.5.3 Aut�omatas de pila y lenguajes libres de 
ontextoSe tiene que una 
ondi
i�on para que un lenguaje sea re
ono
ido por un aut�omata de pila es que ese lenguajesea libre de 
ontexto. En esta se

i�on probaremos y ejempli�
aremos que la 
ondi
i�on es ne
esaria. Pospon-dremos la su�
ien
ia de esta 
ondi
i�on a la exposi
i�on de los lenguajes libres de 
ontexto.Proposi
i�on 5.3.1 Para 
ualquier aut�omata de pila AutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; ;) su lenguaje L =LPV (AutP) es libre de 
ontexto.En efe
to, sea G = (V;Ent ; P; S) la gram�ati
a tal queV = (Q�AlfP �Q) [ fSg;S : (nuevo) s��mbolo ini
ial;P : 
onjunto de produ

iones de�nidas por las transi
iones de AutP :1. 8q 2 Q : S ! [q0; X; q℄2. 8q 2 Q; e 2 Ent ; Y 2 AlfP : si (q0; Y1Y2 � � �Ym) 2 tran(q; e; Y ) enton
es in
l�uyase la produ

i�on[q; Y; q(m+1)℄! e[q0; Y1; q(2)℄[q(2); Y2; q(3)℄ � � � [q(m); Ym; q(m+1)℄para 
ualesquiera sele

iones de los estados q(2); : : : ; q(m); q(m+1);2 Q.3. 8q 2 Q; e 2 Ent ; Y 2 AlfP : si (q0; Y1Y2 � � �Ym) 2 tran(q;nil ; Y ) enton
es in
l�uyase la produ

i�on[q; Y; q(m+1)℄! [q0; Y1; q(2)℄[q(2); Y2; q(3)℄ � � � [q(m); Ym; q(m+1)℄para 
ualesquiera sele

iones de los estados q(2); : : : ; q(m); q(m+1); q(m+2) 2 Q.4. 8q 2 Q; e 2 Ent ; Y 2 AlfP : si (q0;nil) 2 tran(q; e; Y ) enton
es in
l�uyase la produ

i�on [q; Y; q0℄! e.5. 8q 2 Q; e 2 Ent ; Y 2 AlfP : si (q0;nil) 2 tran(q;nil ; Y ) enton
es in
l�uyase la produ

i�on [q; Y; q0℄! nil .La idea subya
ente en esta 
onstru

i�on 
onsiste en que toda deriva
i�on siniestra en la gram�ati
a de�nidaha de simular una 
omputa
i�on re
ono
edora en el aut�omata dado.Veamos que para 
ualquier palabra � 2 Ent� y para 
ualesquiera q; q0 2 Q, Y 2 AlfP se 
umpleG ` �[q; Y; q0℄ �) �� , AutP ` �q�;Y �) q0nil ;X� (5.1)() Mostremos esta impli
a
i�on por indu

i�on en el n�umero de pasos de deriva
i�on.



132 G. Morales-Luna CAP�ITULO 5. AUT �OMATAS DE PILACaso base: Supongamos que la DI q0nil ;X se siga inmediatamente de la DI q�;Y . Enton
es � 
onsta a losumo de un s��mbolo y ne
esariamente (q0;nil) 2 tran(q; �; Y ). Por tanto, [q; Y; q0℄ ! � es una produ

i�onlegal en G. Eso da el 
orrespondiente miembro izquierdo de la rela
i�on 5.1.Caso indu
tivo: Sea k > 0. Supongamos que si q0nil ;X se deriva de q�;Y en a lo sumo k pasos, enton
esG ` �[q; Y; q0℄ �) ��.Consideremos ahora el 
aso en el que q0nil ;X se deriva de q�;Y en exa
tamente k + 1 pasos.Es
ribamos � = s1�1. Ne
esariamente, existe una primera DI q(1)�1;Y1 � � �Ym tal queAutP ` q�;Y ) �q(1)�1;Y1 � � �Ym� �) q0nil ;Xdonde la �ultima deriva
i�on se ha
e en a lo sumo k pasos.Des
ompongamos �1 en m tramos, �1 = �(1)1 � � ��(m)1 , donde 
ada �(i)1 realiza el efe
to global de \desem-pilar" al s��mbolo Yi. Se tiene que existen q(2); q(3); : : : ; q(m); q(m+1) = q0 2 Q tales que8i � m : AutP ` �q(i)�(i)1 ;Yi �) q(i+1)nil ;X� : (5.2)Por la hip�otesis de indu

i�on se tiene G ` �[q(i); Yi; q(i+1)℄ �) �(i)1 � : Ahora, de la primera deriva
i�on AutP `q�;Y ) q(1)�1;Y1 � � �Ym, se tieneG ` �[q; Y; q0℄! s1[q(1); Y1; q(2)℄[q(2); Y2; q(3)℄ � � � [q(m); Ym; q(m+1)℄� ; (5.3)y 
onse
uentemente, de 5.2 y 5.3 G ` �[q; Y; q0℄ �) ��.)) Mostremos ahora la impli
a
i�on re
��pro
a por indu

i�on en el n�umero de pasos de deriva
i�on.Caso base: Si [q; Y; q0℄ ! � es una produ

i�on legal en G, enton
es � 
onsta a lo sumo de un s��mboloy (q0;nil) 2 tran(q; �; Y ). Por tanto la DI q0nil ;X se sigue inmediatamente de la DI q�;Y . Esto da el
orrespondiente miembro dere
ho de la rela
i�on 5.1.Caso indu
tivo: Sea k > 0. Supongamos que si G ` �[q; Y; q0℄ �) �� se deriva en a lo sumo k pasos, enton
esq0nil ;X se deriva de q�;Y .Consideremos ahora el 
aso en el que � se deriva de [q; Y; q0℄ en exa
tamente k + 1 pasos.Es
ribamos � = s1�1. Ne
esariamente, para una primera deriva
i�on se ha de tener[q; Y; q0℄! �s1[q(1); Y1; q(2)℄[q(2); Y2; q(3)℄ � � � [q(m); Ym; q(m+1)℄� �) �donde la �ultima deriva
i�on se ha
e en a lo sumo k pasos.Es
ribamos �1 = �(1)1 � � ��(m)1 , donde 
ada �(i)1 es tal que G ` [q(i); Y1; q(i+1)℄ �) �(i)1 .Por la hip�otesis de indu

i�on se tiene que 8i � m : AutP ` �q(i)�(i)1 ;Yi �) q(i+1)nil ;X� y de aqu�� setiene tambi�en que 8i � m : AutP ` �q(i)�(i)1 ;YiYi+1 � � �YmX �) q(i+1)nil ;Yi+1 � � �YmX� : (5.4)Como [q; Y; q0℄! �s1[q(1); Y1; q(2)℄[q(2); Y2; q(3)℄ � � � [q(m); Ym; q(m+1)℄� es una produ

i�on, ne
esariamenteq�;X ! q(1)�(1)1 ;Y1Y2 � � �YmX (5.5)y 
onse
uentemente, de 5.4 y 5.5 AutP ` �q�;X �) q0nil ;X�. q.e.d.Ejemplo: En un ejemplo anterior, vimos que el lenguaje L = f03n1njn � 0g es re
ono
ido por el aut�omata(q0; 0; X) = f(q0; CX)g(q0; 0; C) = f(q0; CC); (q1; CC)g(q0; 1; C) = f(q2;nil)g(q2;nil ; C) = f(q3;nil)g(q3;nil ; C) = f(q1;nil)g(q1; 1; C) = f(q2;nil)g(q1;nil ; X) = f(q1;nil)g
(q0; 1; X) = f(q1; A)g(q1; 1; X) = f(q1; A)g(q1; 0; X) = f(q1; A)g(q1; 0; C) = f(q1; A)g(q2;nil ; X) = f(q1; A)g(q3;nil ; X) = f(q1; A)g
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ualquier otra 
on�gura
i�on, la fun
i�on de transi
i�on aso
ia el 
onjunto va
��o.De a
uerdo 
on la 
onstru

i�on anterior, el 
onjunto de variables de la gram�ati
a que simula 
omputa-
iones en el aut�omata es V = (Q � AlfP �Q) [ fSg el 
ual, en este 
aso, tiene 4 � 3 � 4 + 1 = 49 s��mbolos.Construyendo las produ

iones 
onforme van apare
iendo los s��mbolos variables, obtenemos lo siguiente:Produ

iones para S: Las produ

iones \ini
iales" son S ! [q0; X; qk℄ 
on k = 0; 1; 2; 3.Produ

iones para [q0; X; qk℄: Como (q0; 0; X) = f(q0; CX)g, tenemos las produ

iones[q0; X; qk℄! 0[q0; C; qj ℄[qj ; X; qk℄ j; k = 0; 1; 2; 3:Produ

iones para [q0; C; qk℄: Como (q0; 0; C) = f(q0; CC); (q1; CC)g y (q0; 1; C) = f(q2;nil)g, tenemoslas produ

iones [q0; C; qk ℄ ! 0[q0; C; qj ℄[qj ; C; qk ℄ j; k = 0; 1; 2; 3[q0; C; qk ℄ ! 0[q1; C; qj ℄[qj ; C; qk ℄ j; k = 0; 1; 2; 3[q0; C; q2℄ ! 1Produ

iones para [q1; C; q2℄: Como (q1; 1; C) = f(q2;nil)g, tenemos la produ

i�on [q1; C; q2℄! 1.Produ

iones para [q2; C; q3℄ y [q3; C; q1℄: Como (q2;nil ; C) = f(q3;nil)g y (q3;nil ; C) = f(q1;nil)g,tenemos las produ

iones [q2; C; q3℄! nil y [q3; C; q1℄! nil .Produ

iones para [q1; X; q1℄: Como (q1;nil ; X) = f(q1;nil)g, tenemos la produ

i�on [q1; X; q1℄! nil .Produ

iones de errores: Como (q0; 1; X) = f(q1; A)g, tenemos la produ

i�on[q0; X; qk℄! 1[q1; A; qk℄:De manera similar, de las dem�as 
ondi
iones de error tendremos las produ

iones[q1; X; qk℄ ! 1[q1; A; qk℄[q1; X; qk℄ ! 0[q1; A; qk℄[q1; C; qk ℄ ! 0[q1; A; qk℄[q2; X; qk℄ ! [q1; A; qk℄[q3; X; qk℄ ! [q1; A; qk℄y no hay produ

iones para variables de la forma [qi; A; qk℄, por lo que una vez que se generaron no haymanera de 
ondu
irlas a una palabra terminal.Rees
ribamos las variables 
omo se indi
a a 
ontinua
i�on:A0 : [q0; X; q0℄A1 : [q0; X; q1℄A2 : [q0; X; q2℄A3 : [q0; X; q3℄F : [q1; X; q1℄
B0 : [q0; C; q0℄B1 : [q0; C; q1℄B2 : [q0; C; q2℄B3 : [q0; C; q3℄C0 : [q1; C; q0℄C1 : [q1; C; q1℄C2 : [q1; C; q2℄C3 : [q1; C; q3℄

D0 : [q2; C; q0℄D1 : [q2; C; q1℄D2 : [q2; C; q2℄D3 : [q2; C; q3℄E0 : [q3; C; q0℄E1 : [q3; C; q1℄E2 : [q3; C; q2℄E3 : [q3; C; q3℄En la 
odi�
a
i�on anterior entre las variables de la forma [qj ; X; qk℄ s�olo 
onsideramos a F = [q1; X; q1℄pues las dem�as no apare
en 
omo ante
edentes de ninguna produ

i�on. Enton
es, las produ

iones que no
orresponden a situa
iones de error son las siguientes:S ! A0jA1jA2jA3A1 ! 0B1FB2 ! 1C2 ! 1D3 ! nilE1 ! nilF ! nil
A0 ! 0B0A0A1 ! 0B0A1A2 ! 0B0A2A3 ! 0B0A3 B0 ! 0B0B0j0B1C0j0B2D0j0B3E0j0C0B0j0C1C0j0C2D0j0C3E0B1 ! 0B0B1j0B1C1j0B2D1j0B3E1j0C0B1j0C1C1j0C2D1j0C3E1B2 ! 0B0B2j0B1C2j0B2D2j0B3E2j0C0B2j0C1C2j0C2D2j0C3E2B3 ! 0B0B3j0B1C3j0B2D3j0B3E3j0C0B3j0C1C3j0C2D3j0C3E3
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iones que en su 
onse
uente tengan s��mbolos que no apare
en en elante
edente de ninguna otra produ

i�on (pues esos s��mbolos no podr�an sustituirse y por tanto no derivanninguna palabra terminal) se tiene las produ

iones:S ! A0jA1jA2jA3A1 ! 0B1FB2 ! 1C2 ! 1D3 ! nilE1 ! nilF ! nil
A0 ! 0B0A0A1 ! 0B0A1A2 ! 0B0A2A3 ! 0B0A3 B0 ! 0B0B0B1 ! 0B0B1j0B3E1B2 ! 0B0B2j0B1C2B3 ! 0B0B3j0B2D3j0C2D3Observemos ahora que toda vez que se generaB0 no hay manera de suprimirla. Por tanto, ninguna deriva
i�onterminal puede involu
rar a esa variable. As�� pues, omitiendo las produ

iones que involu
ran a B0 se tienela gram�ati
a S ! A1A1 ! 0B1FB2 ! 1C2 ! 1D3 ! nilE1 ! nilF ! nil

B1 ! 0B3E1B2 ! 0B1C2B3 ! 0B2D3j0C2D3
la 
ual efe
tivamente genera al lenguaje L.5.4 Aut�omatas de pila deterministasUn aut�omata de pila determinista es un aut�omata de pilaAutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; F )donde se 
umplen las siguientes dos propiedades:� Para 
ualquier pareja (estado,tope de la pila) se tiene que o bien el aut�omata tiene de�nida la transi
i�on
orrespondiente a la palabra de entrada va
��a o bien la tiene de�nida en s��mbolos del alfabeto de entrada,y� para 
ualquier ter
eta (estado,s,tope de la pila), la transi
i�on 
orrespondiente 
ontiene, a lo sumo, unapareja (nuevo estado,tope de la pila).En s��mbolos, 8(q; Y ) 2 Q�AlfP : tran(q;nil ; Y ) 6= ; ) 8s 2 Ent : tran(q; s; Y ) = ;8(q; Y ) 2 Q�AlfP 8s 2 Ent [ fnilg : 
ard (tran(q;nil ; Y )) � 1Sea AutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; F ) un aut�omata de pila determinista. De a
uerdo 
on la 
on-stru

i�on vista para obtener la gram�ati
a libre de 
ontexto de un aut�omata de pila dado, tendremos que lasprodu

iones de la gram�ati
a 
orrespondiente han de ser las siguientes:1. 8q 2 Q : S ! [q0; X; q℄2. 8q 2 Q; e 2 Ent ; Y 2 AlfP : f(q0; Y1Y2 � � �Ym)g = tran(q; e; Y ) )[q; Y; q(m+1)℄! e[q0; Y1; q(2)℄[q(2); Y2; q(3)℄ � � � [q(m); Ym; q(m+1)℄para 
ualesquiera sele

iones de los estados q(2); : : : ; q(m); q(m+1);2 Q.



5.5. AUT �OMATAS DE PILA CON ESCRITURA G. Morales-Luna 1353. 8q 2 Q; e 2 Ent ; Y 2 AlfP : f(q0; Y1Y2 � � �Ym)g = tran(q;nil ; Y ) )[q; Y; q(m+1)℄! [q0; Y1; q(2)℄[q(2); Y2; q(3)℄ � � � [q(m); Ym; q(m+1)℄para 
ualesquiera sele

iones de los estados q(2); : : : ; q(m); q(m+1); q(m+2) 2 Q.4. 8q 2 Q; e 2 Ent ; Y 2 AlfP : f(q0;nil)g = tran(q; e; Y ) ) ([q; Y; q0℄! e).5. 8q 2 Q; Y 2 AlfP : f(q0;nil)g = tran(q;nil ; Y ) ) ([q; Y; q0℄! nil).En este 
aso, si para una pareja (q; Y ) 2 Q � AlfP se generasen produ

iones de a
uerdo 
on la regla 3enton
es no se generar�a ninguna 
on la regla 2. Similarmente, si se generase una 
on la 5, no se generarar�aninguna 
on la 4.De aqu�� resulta que 
ualquier lenguaje re
ono
ido por una aut�omata de pila determinista ha de sergenerado por una gram�ati
a libre de 
ontexto 
uyas produ

iones son de la formaA ! �1A1 � � ��k�1Ak�1�k; donde �1; : : : ; �k�1; �k 2 T �; A1; : : : ; Ak�1 2 V; o bienA ! e; e 2 AlfP5.5 Aut�omatas de pila 
on es
rituraUn aut�omata de pila 
ontiene un arreglo de entrada y una pila. El arreglo de entrada es donde se in-s
ribe la palabra de entrada, y es re
orrido, sin retro
eso, de izquierda a dere
ha por el aut�omata. Eneste arreglo, el aut�omata se detiene en su re
orrido 
uando se en
uentra 
on una transi
i�on de la forma(estado,nil ,tope de la pila). La pila es un dispositivo de alma
enamiento del tipo \el primero en entrar es el�ultimo en salir".Consideremos ahora un segundo arreglo, llamado de salida, que es donde se ins
ribir�a la palabra de saliday que el aut�omata re
orre, tambi�en sin retro
eso, de izquierda a dere
ha.Dada una palabra de entrada �, una 
orrespondiente palabra de salida � ser�a la que quede ins
rita enla 
inta tras de que se haya le��do toda la palabra � y, adem�as, en esa situa
i�on, se hayan agotado todas lastransi
iones de la forma (estado a
tual,nil ,tope de la pila).Formalmente:Un aut�omata de pila 
on es
ritura es una estru
tura de la formaAutP = (Q;Ent ;Sal ;AlfP ; tran; es
; q0; X)donde Q : es el 
onjunto de estados,Ent : es el alfabeto de entrada,Sal : es el alfabeto de salida,AlfP : es el alfabeto de la pila,tran : Q� (Ent [ fnilg)�AlfP ! P (Q�AlfP�) ; es la fun
i�on de transi
i�on,es
 : Q� (Ent [ fnilg)�AlfP ! P(Sal�); es la fun
i�on de es
ritura, y,q0 2 Q : es el estado ini
ial,X 2 AlfP : es el s��mbolo \ini
ial" para la pila.En 
ada momento, el aut�omata fun
iona 
omo sigue: Si se est�a en el estado q 2 Q, se re
ibe el s��mboloe 2 Ent y en el tope de la pila se en
uentra el s��mbolo Y 2 AlfP ,� si (q0; �) 2 tran(q;nil ; Y ) y � 2 es
(q;nil ; Y ) enton
es se pasa al estado q0, se sustituye Y por �, sees
ribe en el arreglo de salida la palabra � y NO se avanza en la 
adena de entrada, o bien� si (q0; �) 2 tran(q; e; Y ) y � 2 es
(q; e; Y ) enton
es se pasa al estado q0, se opera en la pila y en elarreglo de salida seg�un se des
ribe arriba y se avanza una posi
i�on a la dere
ha en la 
adena de entrada.
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i�on de nota
i�on de en�jo a nota
i�on de su�jo):Las expresiones aritm�eti
as se forman mediante 
onstantes, variables y operadores. Consideremos oper-adores unarios, Oper1, y binarios, Oper2. Supongamos adem�as, 
omo es 
onven
ional en 
ualquier lenguajede programa
i�on de alto nivel y en la nota
i�on usual de en�jo, que los operadores unarios tienen prioridadde apli
a
i�on sobre los binarios, y que Oper1 y Oper2 est�an jerarquizados internamente por prioridades deapli
a
i�on: Un operador 
on prioridad mayor se apli
ar�a primeramente y operadores 
on igual prioridad seapli
an de dere
ha a izquierda. Los par�entesis se usan para imponer el orden de apli
a
i�on de los operadorespasando por alto las 
onven
iones de prioridades.Sea T0 el 
onjunto formado por las 
onstantes y las variables. El 
onjunto de t�erminos en nota
i�on deen�jo, y para 
ada t�ermino su operador prin
ipal, se de�ne 
omo sigue:i) � 2 T0 ) [� 2 T ℄ ^ [OpPrin
(�) = nil ℄ii) � 2 T; o1 2 Oper1 ) [o1(�) 2 T ℄ ^ [OpPrin
(o1(�)) = o1℄iii) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) < Prior (OpPrin
(�1)) � ) [�1o2�2 2 T ℄ ^ [OpPrin
(�1o2�2) = o2℄iv) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) � Prior (OpPrin
(�1)) � ) [(�1)o2�2 2 T ℄ ^ [OpPrin
(�1o2�2) = o2℄v) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) < Prior (OpPrin
(�2)) � ) [�1o2�2 2 T ℄ ^ [OpPrin
(�1o2�2) = o2℄vi) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) � Prior (OpPrin
(�2)) � ) [�1o2(�2) 2 T ℄ ^ [OpPrin
(�1o2�2) = o2℄vii) � 2 T ) [(�) 2 T ℄ ^ [OpPrin
((�)) = OpPrin
(�)℄La nota
i�on de su�jo, o llamada tambi�en pola
a1, 
ompone a los t�erminos de la aritm�eti
a en el esquema[Uni
o Operando℄[Operador℄, en el 
aso de operadores unarios, o bien [Primer Operando℄[Segundo Operando℄[Operador℄,en el 
aso de operadores binarios. Formalmente, los t�erminos se de�nen de la siguiente manera:i) � 2 T0 ) [� 2 T ℄ii) � 2 T; o1 2 Oper1 ) [�o1 2 T ℄iii) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2 ) [�1�2o2 2 T ℄Cada t�ermino � en nota
i�on de en�jo 
orresponde a uno �uni
o equivalente Tr(�) en nota
i�on de su�jo.De he
ho la espe
i�
a
i�on de la \tradu

i�on" Tr queda 
omo sigue:i) � 2 T0 ) Tr(�) = �ii) � 2 T; o1 2 Oper1 ) Tr(o1(�)) = Tr(�)o1iii) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) < Prior (OpPrin
(�1)) � ) Tr(�1o2�2) = Tr(�1)Tr(�2)o2iv) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) � Prior (OpPrin
(�1)) � ) Tr((�1)o2�2) = Tr(�1)Tr(�2)o2v) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) < Prior (OpPrin
(�2)) � ) Tr(�1o2�2) = Tr(�1)Tr(�2)o2vi) �1; �2 2 T; o2 2 Oper2;Prior (o2) � Prior (OpPrin
(�2)) � ) Tr(�1o2(�2)) = Tr(�1)Tr(�2)o2vii) � 2 T ) Tr((�)) = Tr(�)La transforma
i�on Tr puede 
al
ularse mediante un aut�omata de pila de es
ritura: En su arreglo deentrada se da una expresi�on aritm�eti
a de en�jo y en su arreglo de salida ha de quedar la expresi�on de su�joequivalente.En vez de dar expl��
itamente la espe
i�
a
i�on del aut�omata de pila, bosquejaremos un algoritmo des
ri-biendo el fun
ionamiento del aut�omata. Para ello, utilizaremos los 
on
eptos siguientes:1Se di
e \pola
a" porque fue utilizada primeramente por el l�ogi
o pola
o Jan  Lukasiewi
z (1878-1956).
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ribir: poner en la posi
i�on a
tual del arreglo de salida al s��mbolo que se indique, e in
rementar la posi
i�ona
tual una posi
i�on a la dere
ha,empilar: se 
olo
a el s��mbolo a
tual del arreglo de entrada en la pila, es de
ir �ese pasa a ser el 
ontenidodel tope de la pila, y se avanza un lugar en la posi
i�on a
tual de la entrada,desempilar: se es
ribe el 
ontenido del tope de la pila en el arreglo de salida, y se le suprime de la pila,e: variable que denota al s��mbolo le��do en el arreglo de entrada, en la posi
i�on a
tual,t: variable que denota al s��mbolo le��do en el tope de la pila,Alfabeto de la pila: Por 
ada operador unario o binario o utilizaremos dos s��mbolos o0 y o. Ambos \re-
uerdan" que se ha le��do el operador o. El primero indi
a que a�un falta por leerse un argumento.Tambi�en utilizaremos dos par�entesis izquierdos (0 y (.Algoritmo:1. Ini
ialmente, se est�a en el estado ini
ial, se est�a leyendo el extremo izquierdo de la 
adena de entraday en la pila se tiene en su tope al s��mbolo ini
ial X . Es de
ir, e es el primer s��mbolo de la 
adena deentrada y t = X . La 
adena de salida est�a en blan
o.2. En fun
i�on del valor de e, pro
�edase seg�un sea el 
aso:(a) e = (: Emp��lese, en prin
ipio, todo par�entesis izquierdo 
omo (0. Si t = o0, para alg�un operadoro, enton
es sustit�uyase o0 por su respe
tivo s��mbolo o.(b) e 2 T0 (se lee un fa
tor): Es
r��base e.Si t = o0, para alg�un operador o, enton
es sustit�uyase o0 por su respe
tivo s��mbolo o.Si t = (0 enton
es sustit�uyase (0 por (.(
) e = o1 2 Oper1 (se lee un operador unario): Pro
�edase seg�un el tope de la pila.i. Si t = o0, para alg�un operador o, enton
es sustit�uyase o0 por o.Emp��lese o01.(d) e = o2 2 Oper2: (se lee un operador binario): Pro
�edase seg�un el tope de la pila.i. En tanto t = o, para alg�un operador binario o 
on Prior (o) � Prior (o2): Desemp��lese o.ii. t = o0, para alg�un operador binario o: La 
adena de entrada est�a mal formada. En este 
aso,term��nese el pro
edimiento.iii. t = (0: La 
adena de entrada est�a mal formada. En este 
aso, term��nese el pro
edimiento.Emp��lese o02.(e) e =): Desemp��lese uno a uno todos los operadores en la pila hasta en
ontrar ( en el tope de lapila y enton
es supr��masele.Si en el trans
urso de tal a

i�on apare
iese un s��mbolo primado o bien no apare
iese tal ( enton
esla 
adena de entrada est�a mal formada. En este 
aso, term��nese el pro
edimiento.(f) e = nil : Desemp��lese uno a uno todos los operadores en la pila hasta va
iarla, i.e. hasta llegar aX .Si en el trans
urso de tal a

i�on apare
iese un s��mbolo primado o bien un par�entesis izquierdo (enton
es la 
adena de entrada est�a mal formada. En este 
aso, term��nese el pro
edimiento.En el 
aso de aut�omatas de pila 
on es
ritura, una des
rip
i�on instant�anea (DI) es una 
adenaq�; � ;! 2 Q� Ent� �AlfP� � Sal�que indi
a que el aut�omata est�a en el estado q, se est�a leyendo el primer s��mbolo a la izquierda de �, � es el
ontenido de la pila y ! es la 
adena ins
rita en la salida.En la �gura 5.1 presentamos dos 
omputa
iones del aut�omata arriba des
rito para sendas 
adenas deentrada. La de la izquierda est�a bien formada mientras que la de la dere
ha no lo est�a. En 
ada reng�on s�oloponemos la pareja � ;!, 
orrespondientes a la pila (el tope es su estremo izquierdo) y a la salida de 
ualquierDI. Cada reng�on 
orresponde a un s��mbolo le��do en la 
adena de entrada.
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K " (A �X " 2 +B �X + (�C)); K"0 ; K(0" ; K(" ; KA�0(" ; KA�(" ; KAX"0 �(" ; KAX" �(" ; KAX2+0(" ; KAX2 " �+(" ; KAX2 " �B�0 + (" ; KAX2 " �B�+ (" ; KAX2 " �BX+0(" ; KAX2 " �BX �+(0+(" ; KAX2 " �BX �+�0(+(" ; KAX2 " �BX �+�(+(" ; KAX2 " �BX �+�(+(" ; KAX2 " �BX �+C+(" ; KAX2 " �BX �+C�" ; KAX2 " �BX �+C �+; KAX2 " �BX �+C �+ "

A+B + C " 2�; A+0 ; A+ ; AB+0 ; AB++ ; AB + C"0 + ; AB + C" + ; AB + C2+ ; AB + C2 "�0 ; AB + C2 " +�0 ; AB + C2 " +<Mal formada!
Figura 5.1: Conversiones a nota
i�on pola
a.



Cap��tulo 6Lenguajes libres de 
ontexto6.1 Arboles de deriva
i�on6.1.1 Gr�a�
as y �arbolesRe
ordamos que una gr�a�
a G = (V;A) 
onsta de un 
onjunto de v�erti
es V = fv0; : : : ; vn�1g y de un
onjunto de aristas A donde 
ada arista es una pareja de v�erti
es. Para una arista a = fvi; vjg se di
e quela arista in
ide en sus extremos vi; vj y que �estos son adya
entes. Para 
ada v�erti
e v 2 V , el grado o lavalen
ia de v es el n�umero de v�erti
es que le son adya
entes:�(v) = 
ardfu 2 V j9a 2 A : a = fv; ugg:Un 
amino entre dos v�erti
es u; v es una su
esi�on de aristas [a1; : : : ; ak℄ tal que u es un extremo de a1, vlo es de ak y 
ualesquiera dos aristas 
ontiguas tienen un extremo 
om�un.Una gr�a�
a dirigida es una gr�a�
a tal que 
ada arista es un elemento del produ
to 
artesiano V �V , es de
ir, 
ada arista posee un ini
io y un �n. En tal 
aso, las valen
ias externa e interna 
uentan,respe
tivamente, las aristas que salen de y las que entran a ese v�erti
e, es de
ir, para 
ualquier v 2 V :�(v)+ = 
ardfu 2 V j9a 2 A : a = (v; u)g;�(v)� = 
ardfu 2 V j9a 2 A : a = (u; v)g:Un �arbol es una gr�a�
a dirigida Ar = (V;A) tal que� Existe un �uni
o v�erti
e r 2 V de grado interior 
ero. Ese v�erti
e se di
e ser la raiz de Ar .� Cualquier v�erti
e que no es raiza posee un grado interior igual a 1.Un v�erti
e v 2 V es interior si su grado exterior es mayor que 0. Los v�erti
es que no son interiores sonhojas. Si (u; v) 2 A enton
es v se di
e ser un hijo de u y u el padre de v. Dos v�erti
es 
on un mismo padrese di
en ser hermanos.Observa
i�on 6.1.1 1. Cada v�erti
e v 2 V tiene un 
amino �uni
o que lo 
one
ta 
on la raiz. El n�umerode aristas en ese 
amino es la altura del v�erti
e. Los v�erti
es visitados por ese 
amino son los an
estrosde v.2. Para 
ada v�erti
e u 2 V el 
onjunto Aru = fvju an
estro de vg adquiere naturalmente una estru
turade �arbol. Se di
e ser el sub�arbol enraizado en u.3. En 
ada v�erti
e u 2 V el sub�arbol Aru es la uni�on de fug junto 
on los sub�arboles enraizados en loshijos de u.Todo �arbol tiene una estru
tura de 
onjunto ordenado mediante el ordenu �Ar v , (u es an
estro de v):139
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e ordenado s�olo si en 
ada v�erti
e interior el 
onjunto de sus hijos poseeun orden lineal, es de
ir, a los hijos vi1 ; : : : ; vik de todo v�erti
e u se los puede ordenar de menor a mayor.Denotemos por �u al orden de los hijos de u.Para 
ada familia O = f�u ju interior en Arg de �ordenes en hijos de v�erti
es interiores se puede de�nir,por ejemplo, los �ordenes siguientes en el �arbol Ar:Preorden: Cada padre pre
ede a sus hermanos mayores y a los v�erti
es del que es an
estro.Entreorden: En 
ada v�erti
e interior se divide al 
onjunto de sus hijos en dos 
onjuntos Primerosu yUltimosu de manera que para 
ualquier pareja (v1; v2) 2 Primerosu �Ultimosu se 
umpla v1 �u v2.En el entreorden se tiene que 
ada padre pre
ede a sus hermanos mayores y a sus �ultimos hijos, perosu
ede a sus hijos primeros.Postorden: Cada padre su
ede a sus hermanos menores y a los v�erti
es del que es an
estro.Cualquiera de estos �ordenes es un orden de izquierda a dere
ha: � es un orden de izquierda a dere
hasi 
ualesquiera dos v�erti
es 
on sub�arboles ajenos son tales que todos los v�erti
es en el sub�arbol de unoante
eden a 
ualquier v�erti
e en el sub�arbol del otro, i. e. 8u; v 2 V :Aru \ Arv = ; ) 8<: (u1 2 Aru&v1 2 Arv ) u1 � v1)o bien(u1 2 Aru&v1 2 Arv ) v1 � u1)Todo orden de izquierda a dere
ha es total: 
ualesquiera dos v�erti
es en el �arbol son 
omparables.En un tal orden, la hoja m��nima se di
e ser la hoja siniestra (leftmost) y la m�axima es la hoja diestra(rightmost).6.1.2 Arboles y gram�ati
asSea G = (V; T; P; s0) una gram�ati
a libre de 
ontexto.Un �arbol gramati
al en G es un �arbol ordenado Ar tal que� los v�erti
es de Ar est�an etiquetados 
on etiquetas en el alfabeto de la gram�ati
a V [T o 
on la etiquetava
��a, nil , y� 
ada v�erti
e interior 
orresponde a una produ

i�on en G, es de
ir, si A es la etiqueta del v�erti
e interiorv0 y � = [e(v)jv es hijo de v0℄ es la palabra formada por las etiquetas de los hijos de v0 enton
es (A! �)es una produ

i�on en P .Un �arbol gramati
al es de deriva
i�on si su raiz est�a etiquetada 
on el s��mbolo ini
ial s0 y todas sus hojastienen etiquetas terminales o va
��a. La leyenda de un �arbol de deriva
i�on es la palabra obtenida al 
on
atenarordenadamente, 
on 
ualquier orden de izquierda a dere
ha, las etiquetas de sus hojas.As�� pues, todo �arbol de deriva
i�on tiene 
omo leyenda una palabra en L(G). Re
��pro
amente, para 
adapalabra � en L(G) existe un �arbol de deriva
i�on 
uya leyenda 
oin
ide 
on �.Si � = �1A�2 y � = �1��2, donde (A! �) es una produ

i�on en P y �2 
onsiste �uni
amente de s��mbolosterminales, de
imos que � se sigue de � por la apli
a
i�on diestra de una produ

i�on. Una deriva
i�on esdiestra si todas las apli
a
iones de produ

iones he
has son diestras. Las deriva
iones siniestras se de�nensim�etri
amente.Ejemplo.Consideremos las siguientes produ

iones:1: S ! a term��nese 
on una �ultima \a"2: S ! aAS 
ol�oquese una \a" a la izquierda, re
u�erdeseesto y rein��
iese,3: A ! SbA antes de 
ualquier \b" han de ir \a"-es,4: A ! ba 
ol�oquese una segunda b y term��nese 
on \a",5: A ! bb el lenguaje es 
errado por 
on
atena
i�on.
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iones siniestra y diestra de la palabra a(ba2)2 = abaabaa son las siguientes:S"2 S"2a A"4 S aA S"2aba S"2 aAaA S"1abaa A"4 S aAa A"4 aabaaba S"1 a A"4 abaaabaabaa abaabaaEn el lenguaje L(G) generado por esta gram�ati
a se en
uentran in
luidos los siguientes lenguajes:� fa3n+1jn � 0g.De he
ho, L(G) \ a� = fakjk � 1 mod 3g.� fanbxajn � 0; (n � 1 mod 3) x = a); (n 6� 1 mod 3) x = aa)g.De he
ho, G ` S �! anbxS, 
on n � 0 y x 
omo antes.� f�ngn�1, donde �n = aba2b � � � banbxn yxn = � aaa si n � 0 mod 3,aa en otro 
aso.Para 
on
luir esta se

i�on presentaremos las no
iones de ambig�uedad en gram�ati
as.Una gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; s0) se di
e ser ambigua si alguna palabra de su lenguaje,� 2 L(G) posee dos deriva
iones diestras.Ejemplos.1. La gram�ati
a G 
uyas produ

iones son S ! SbSja es ambigua pues la palabra (ab)2a posee dosderiva
iones diestras: S"1 S"1S"2 bS S"1 bSab S"1 S"2 bSbSab S"2 bS ab S"2 bSabab S"2 abab S"2ababa ababa2. Si para la gram�ati
a G = (V; T; P; s0) in
luimos una 
opia V 0 del 
onjunto de variables no-ini
iales m�as
opias de las produ

iones de P 
on s��mbolos en S0 enton
es la nueva gram�ati
a G0 = (V [ V 0; T; P [P 0; s0)es ambigua pues 
ada deriva
i�on diestra puede derivarse 
onsiderando s��mbolos en V o en su 
ontraparte V 0.
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iones equivalentes de gram�ati
asRe
ordamos que una gram�ati
a formal G = (V; T; P; S), donde V es el 
onjunto de s��mbolos variables, Tes el 
onjunto de s��mbolos terminales, P es el 
onjunto de produ

iones y S es el s��mbolo ini
ial, se di
eser libre de 
ontexto si sus produ

iones son de la forma X ! �, 
on X 2 V y � 2 (V + T )�. Veremosen esta se

i�on que toda gram�ati
a libre de 
ontexto puede ser 
onvertida, algor��tmi
amente, a gram�ati
asequivalentes que no poseen variables que no se utili
en o que no 
ontengan produ


iones 
on 
onse
uenteva
��o o 
uyas produ

iones sean una mera sustitu
i�on de variables.A lo largo de esta se

i�on, G = (V; T; P; S) denotar�a siempre una gram�ati
a libre de 
ontexto.6.2.1 Supresi�on de s��mbolos in�utilesUn s��mbolo variable X 2 V se di
e ser �util si apare
e en el trans
urso de una deriva
i�on terminal, a partirdel s��mbolo ini
ial. Es de
ir, si9�Izq; �Der 2 (V + T )�; � 2 T � : G ` S �! �IzqX�Der �! �:Un s��mbolo es in�util (>qu�e m�as?) si no es �util.Proposi
i�on 6.2.1 Toda gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S) se puede transformar en una gram�ati
alibre de 
ontexto G0 = (V 0; T; P 0; S0) equivalente a G sin variables in�utiles.Para demostrar esta proposi
i�on es ne
esario, primero, redu
ir la gram�ati
a dada a una gram�ati
a en laque todo s��mbolo variable derive una palabra terminal. Se ha de ver luego que tal gram�ati
a redu
ida puedea su vez redu
irse a otra en la que 
ualquier s��mbolo variable apare
e en alguna 
adena derivable a partirdel s��mbolo ini
ial.Al 
omponer ambas transforma
iones se tendr�a la gram�ati
a 
uya existen
ia se pro
lama en la proposi
i�on.Lema 6.2.1 (B�usqueda ha
ia atr�as) Toda gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S), 
on L(G) 6= ;,se puede transformar en una gram�ati
a libre de 
ontexto G0 = (V 0; T; P 0; S0) equivalente a G tal que para
ualquier A 2 V 0 existe � 2 T � 
on la propiedad G0 ` A �! �.En efe
to, primeramente 
onsideremos 
omo buenas a las variables que generan palabras terminalesen un solo paso, es de
ir, a aquellas que apare
en 
omo ante
edentes de produ

iones 
uyos 
onse
uentesson palabras terminales, in
luso la va
��a. Reiteremos este pro
edimiento, 
onsiderando 
omo buenas a lasvariables que apare
en 
omo ante
edentes de produ

iones 
uyos 
onse
uentes son palabras sobre s��mbolosterminales o variables ya 
onsideradas 
omo buenas. El total de variables buenas da la gram�ati
a redu
idaque se bus
a.En la �gura 6.1 presentamos un seudo
�odigo de este pro
edimiento.Lema 6.2.2 (B�usqueda ha
ia adelante) Toda gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S), se puedetransformar en una gram�ati
a libre de 
ontexto G0 = (V 0; T 0; P 0; S0) equivalente a G tal que T 0 � T y para
ualquier s��mbolo � 2 V 0 [ T 0 existen �Izq; �Der 2 (V 0 [ T 0)� 
on la propiedad G0 ` S0 �! �Izq��Der.En efe
to, ahora, primeramente 
onsideremos 
omo buenos a los s��mbolos que se generan a partir delini
ial en un solo paso, es de
ir, a aquellos que apare
en en 
onse
uentes de produ

iones 
uyo ante
edentees el s��mbolo ini
ial. Reiteremos este pro
edimiento, 
onsiderando 
omo buenos a los s��mbolos que apare
enen 
onse
uentes de produ

iones 
uyos ante
edentes son s��mbolos ya 
onsideradas 
omo buenos. El total des��mbolos buenos da la gram�ati
a redu
ida que se bus
a.En la �gura 6.2 presentamos un seudo
�odigo de este pro
edimiento.Si se apli
a primero el lema 6.2.1 y luego el 6.2.2 a una gram�ati
a dada, se 
onvierte �esta en una gram�ati
aequivalente sin s��mbolos in�utiles. Si el orden de apli
a
i�on se invierte, i. e. primero se apli
a el lema 6.2.2 yluego el 6.2.1, enton
es no ne
esariamente se eliminan los s��mbolos in�utiles, 
omo se puede ver 
onsiderandola gram�ati
a S ! ABjsA ! s
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Input: A 
ontext-free grammar G = (V; T; P; S).Output: An equivalent grammar G0 = (V 0; T; P 0; S0) su
h that8A 2 V 09� 2 T � : G0 ` A �! �:f OldV := ; ;NewV := fX 2 V j9� 2 T � : (X ! �) 2 Pg ;while OldV 6= NewV dof OldV := NewV ;NewV := fX 2 V j9� 2 (T [OldV )� : (X ! �) 2 Pgg ;V 0 := NewV ;P 0 := P \ (V 0 � (V 0 + T )�) ;S0 := SgFigura 6.1: B�usqueda ha
ia atr�as: Redu

i�on a gram�ati
as 
uyas variables todas derivan palabras terminales.

Input: A 
ontext-free grammar G = (V; T; P; S).Output: An equivalent grammarG0 = (V 0; T 0; P 0; S0) su
h that T 0 �T and8� 2 V 0 [ T 09�Left; �Right 2 (V 0 [ T 0)� : G0 ` S0 �! �Left��Right:f OldSym := fSg ;NewSym := f� 2 V [ T j9 (X ! �) 2 P : X 2 (V \OldSym) ^ (� appears in �)g ;while OldSym 6= NewSym dof OldSym := NewSym ;NewSym := f� 2 V [ T j9 (X ! �) 2 P : X 2 (V \OldSym) ^ (� appears in �)gg ;V 0 := V \ NewSym ;T 0 := T \NewSym ;P 0 := P \ (V 0 � (V 0 + T 0)�) ;S0 := SgFigura 6.2: B�usqueda ha
ia adelante: Redu

i�on a gram�ati
as 
uyas variables todas se derivan a partir dels��mbolo ini
ial.
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amos 6.2.1 obtenemos la gram�ati
a fS ! s; A! sg y luego al apli
ar 6.2.2 obtenemos fS ! sg,la 
ual ya no tiene s��mbolos in�utiles.Re
��pro
amente, si apli
amos 6.2.2 obtenemos la gram�ati
a fS ! ABjs; A ! sg y luego al apli
ar 6.2.1obtenemos fS ! s; A! sg, la 
ual 
ontiene al s��mbolo in�util A.6.2.2 Supresi�on de produ

iones va
��asUna produ

i�on va
��a o produ

i�on-nil es una produ

i�on de la forma X ! nil .Proposi
i�on 6.2.2 Toda gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S) se puede transformar en una gram�ati
alibre de 
ontexto G0 = (V 0; T; P 0; S0) sin variables in�utiles ni produ

iones va
��as que es 
asi equivalente aG, i.e. L(G0) = L(G)� fnilg: 8� 2 T � � fnilg : (� 2 L(G0) , � 2 L(G)) :En efe
to, dada una gram�ati
a G evitemos las produ

iones va
��as. De�namos a las variables anulablesde manera re
ursiva 
omo sigue:� Si X ! nil es una produ

i�on va
��a enton
es X es anulable.� SiX1; : : : ; Xk son anulables yX ! X1 � � �Xk es una produ

i�on en la gram�ati
a enton
esX es anulable.Sea V 00 = V � fX 2 V jX es anulableg y sea P 00 el 
onjunto de produ

iones 
onstru��do a partir de P
omo sigue:Para 
ada produ

i�on en P de la forma X ! X1 � � �Xk y para 
ada i � k hagamos Yi = Xi si Xi 2 V 00y Yi = nil si Xi 62 V 00. Si Y1 � � �Yk 6= nil enton
es in
orporemos la produ

i�on Y ! Y1 � � �Yk al 
onjunto P 00.Sea G0 la gram�ati
a que se obtiene de suprimir s��mbolos in�utiles en G00. G0 es la gram�ati
a 
uya existen
iase pro
lama en la proposi
i�on.6.2.3 Supresi�on de produ

iones unitariasUna produ

i�on unitaria es una de la forma X ! Y 
on X;Y 2 V .Proposi
i�on 6.2.3 Toda gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S) que no genere a la palabra va
��a sepuede transformar en una gram�ati
a libre de 
ontexto G0 = (V 0; T; P 0; S0) sin variables in�utiles ni produ
-
iones va
��as ni produ

iones unitarias equivalente a G.En efe
to, dada una gram�ati
a G, 
onstruyamos, mediante la 
onstru

i�on anterior, la gram�ati
a G0equivalente aG sin variables in�utiles ni produ

iones va
��as. Si hubiese a�un produ

iones unitarias podr��amosa
omodarlas todas en una lista 
omo la siguiente:Y11 ! Y12 ! � � � ! Y1k1Y21 ! Y22 ! � � � ! Y2k2... ... ...Ym1 ! Ym2 ! � � � ! YmkmAs�� pues 8i � m81 � j � l � ki : Yij �! Yil.Pues bien, ahora para 
ada par de produ

iones X �! Y , Y ! � 
on X;Y 2 V; � 2 (V + T )�, a esasprodu

iones las sustituimos por la produ

i�on X ! �.La gram�ati
a G0 que as�� obtenemos es equivalente a G00, y por tanto a G, y es 
omo la anun
iada en laproposi
i�on.



6.3. FORMAS NORMALES G. Morales-Luna 1456.3 Formas normales6.3.1 Forma normal de ChomskyUna gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S) se di
e estar en forma normal de Chomsky si sus produ
-
iones son de 
ualquiera de las dos formas� X ! Y Z 
on X;Y; Z 2 V , o bien� X ! a 
on X 2 V y a 2 T .Proposi
i�on 6.3.1 Toda gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S) que no genere a la palabra va
��a sepuede transformar en una gram�ati
a libre de 
ontexto G0 = (V 0; T; P 0; S0) en forma normal de Chomsky.En efe
to, dada una gram�ati
a G, apliquemos el �ultimo pro
edimiento de la se

i�on anterior para trans-formar a G en una gram�ati
a G00 sin variables in�utiles ni produ

iones va
��as ni produ

iones unitariasequivalente a G.A las produ

iones que quedasen de la forma X ! a 
on X 2 V y a 2 T las dejamos sin 
ambio alguno.A 
ada produ

i�on de la forma X ! �1�2 � � � �k, 
on �1�2 � � � �k 2 (V + T )� y k � 2, la transformamos enuna su
esi�on de produ

iones de la forma siguiente:A 
ada s��mbolo terminal a 2 T que aparez
a en la palabra �1�2 � � � �k le aso
iamos una variable nueva Xae in
orporamos la produ

i�on Xa ! a.As�� pues las produ

iones que no sean de la forma X ! a 
on X variable y a terminal, han de ser de laforma X ! X1X2 � � �Xk, 
on X;X1X2 � � �Xk todos variables. Para 
ada una de estas �ultimas produ

ionesintrodu
imos k � 2 nuevas variables Y1; : : : Yk�2 e in
orporamos la su
esi�on de produ

ionesX ! X1Y1Y1 ! X2Y2... ...Yi ! Xi+1Yi+1... ...Yk�3 ! Xk�2Yk�2Yk�2 ! Xk�1XkObtenemos as�� la forma normal equivalente a la gram�ati
a dada.6.3.2 Forma normal de Greiba
hUna gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S) se di
e estar en forma normal de Greiba
h si sus produ
-
iones son de la forma X ! a� 
on X 2 V; a 2 T; � 2 V �:Veremos que la 
onstru

i�on de formas normales de Greiba
h equivalentes a gram�ati
as dadas es pro
ed-imental.Para 
ualquier gram�ati
a libre de 
ontexto G, de�namos, para 
ada variable X 2 V , a los 
onjuntossiguientes: P (X) = fprodu

iones en G 
uyo ante
edente es XgQ(X) = fprodu

iones en P (X) 
uyo 
onse
uente 
omienza tambi�en 
on Xg: (X ! 
) 2 Q(X) , 9
0 : 
 = X
0R(X) = P (X)�Q(X): (X ! 
) 2 R(X) , 9� 2 (V + T )� fXg; 
0 : 
 = �
0Primeramente observemos que podemos \
omponer produ

iones" de manera que tengamos siempre unagram�ati
a equivalente a la gram�ati
a dada.
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i�on de produ

iones) Si (X ! �1Y �2) es una produ

i�on en G y las produ
-
iones en P (Y ) pueden es
ribirse 
omo Y ! �1j � � � j�m enton
es al sustituir (X ! �1Y �2) por las produ
-
iones (X ! �1�1�2j � � � j�1�m�2), obtenemos una gram�ati
a equivalente a G.En efe
to, en toda deriva
i�on terminal que aplique en un momento la produ

i�on (X ! �1Y �2), ne
e-sariamente se ha de apli
ar una produ

i�on en P (Y ) para suprimir el s��mbolo Y .Lema 6.3.2 (Transforma
i�on de produ

iones \re
exivas") Para 
ada variable X 2 V enumeremosQ(X) y R(X) 
omo Q(X) = (X ! X
1j � � � jX
q)R(X) = (X ! �1j � � � j�r)Sea Z una variable que no o
urra en V . Sea GX = (V [ fZg; T; PX ; S)) la gram�ati
a que se obtiene alsustituir el 
onjunto de produ

iones P (X) por las produ

ionesX ! �1j � � � j�rX ! �1Zj � � � j�rZZ ! 
1j � � � j
qZ ! 
1Zj � � � j
qZEn efe
to, toda deriva
i�on siniestra, en la gram�ati
a original, de una palabra en L(G) ha de determinaruna deriva
i�on diestra de la misma palabra en la gram�ati
a transformada.La demostra
i�on de la a�rma
i�on anterior es dire
ta. Como mera ilustra
i�on, 
onsideremos tan solo unejemplo:La gram�ati
a 
on produ

iones fS ! SAbjb; A! ASajag genera al lenguaje 
onsistente de las palabrasde la forma b(ab)�. De a
uerdo 
on la 
onstru

i�on anterior, 
omo Q(S) = fS ! SAbg y R(S) = fS ! bg,obtenemos la gram�ati
a S ! bS ! bZZ ! AbZ ! AbZPresentemos sendas deriva
iones, siniestra en la gram�ati
a original y diestra en la transformada, para lapalabra bababab: S"1:1S"1:1 AbS"1:1 AbAbS"1:2 AbAbAbb A"2:2 bAbAbbab A"2:2 bAbbabab A"2:2 bbababab

S"10b Z"40bAb Z"40bAbAb Z"30bAbAb A"2:2 bbAb A"2:2 babb A"2:2 bababbabababVeamos ahora el resultado prin
ipal de esta se

i�on:
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ontext-free grammar G0 = (V 0; T; P 0; S0).Output: An equivalent grammar G00 = (V 00; T; P 00; S00) su
h that,if Xi ! X� is a produ
tion in P 00, then there is a j > i su
h thatX = Xj .f NonPro
essedVariables := V 0 ; Pro
essedVariables := nil ;while NonPro
essedVariables 6= nil dof Pop[X;NonPro
essedVariables ℄ ; Push[X;Pro
essedVariables ℄ ;for ea
h (X ! Y �) , with Y in Pro
essedVariables ; dof let P (Y ) = fY ! �1j � � � j�kjg ;repla
e (X ! Y �) by the produ
tions X ! �1�j � � � j�kj�g ;if there is a produ
tion of the form (X ! X�) thenf add a new variable Y into NonPro
essedVariables ;for ea
h (X ! X�) dorepla
e (X ! X�) by the produ
tions Y ! �j�Y ;for ea
h (X ! �) that is not of the above forms doadd the produ
tions X ! �Ygg ;V 00 := Pro
essedVariables ;P 00 := 
urrent set of produ
tions ;S00 := S0gFigura 6.3: Modi�
a
i�onde produ

iones de a
uerdo 
on el orden de V 0.Proposi
i�on 6.3.2 Toda gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; S) que no genere a la palabra va
��a sepuede transformar en una gram�ati
a libre de 
ontexto G� = (V �; T; P �; S�) en forma normal de Greiba
h.Sea pues G = (V; T; P; S) una gram�ati
a libre de 
ontexto que no genere a nil . La transforma
i�on a unaforma normal de Greiba
h la ha
emos gradualmente mediante los pasos siguientes:1. Sea G0 = (V 0; T; P 0; S0) la forma normal de Chomsky de G.2. Modi�
aremos a las produ

iones en P 0 para tenerlas tales que toda produ

i�on, 
uyo 
onse
uentese ini
ie 
on una variable, ha de ser de la forma Xi ! Xj� 
on j > i, para un 
ierto orden en el
onjunto de variables a
tuales, digamos V 00 = fX1; : : : ; Xmg. Para esto apliquemos el pro
edimiento
uyo seudo
�odigo se presenta en la �gura 6.3.Por lo visto en el lema 6.3.2, la gram�ati
a G00 as�� obtenida es equivalente a G.3. Ahora, he
ha la transforma
i�on anterior, se tiene que� la �ultima variable Xm s�olo puede ser ante
edente de produ

iones 
uyos 
onse
uentes se ini
ian
on s��mbolos terminales,� las produ

iones en P (Xm�1) 
uyos 
onse
uentes se ini
ian 
on Xm pueden transformarse, sigu-iendo el lema 6.3.1 de \Composi
i�on de produ

iones", en produ

iones equivalentes 
uyos 
on-se
uentes se ini
ian 
on s��mbolos terminales,� de manera su
esiva para i = m� 2 hasta i = 1 las produ

iones en P (Xi) 
uyos 
onse
uentes seini
ian 
on alg�un Xj , 
on j > i, pueden transformarse, siguiendo el lema 6.3.1 de \Composi
i�on deprodu

iones", en produ

iones equivalentes 
uyos 
onse
uentes se ini
ian 
on s��mbolos terminales.
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iones la gram�ati
a resultanteG� = (V �; T; P �; S�) es, en efe
to, equivalentea G y est�a en forma normal de Greiba
h.Ejemplo:Consideremos la gram�ati
a 
on s��mbolos variables V = fX1; X2; X3g y produ

iones1: X1 ! X2X32: X2 ! X3X1jb3: X3 ! X1X2jala 
ual ya est�a en forma normal de Chomsky.Transform�emosla de a
uerdo 
on el pro
edimiento anterior.Observemos que las dos primeras produ

iones ya tienen el tipo de las bus
adas en el paso 2. delpro
edimiento anterior. La ter
era tiene un 
onse
uente que se ini
ia 
on un s��mbolo variable anterior al desu propio ante
edente. Compongamos pues la produ

i�on 3. 
on la 1. Obtenemos4: X3 ! X2X3X2jala 
ual tambi�en tiene un 
onse
uente que se ini
ia 
on un s��mbolo variable anterior al de su propio ante
edente.Compongamos pues la produ

i�on 4. 
on la 2. Obtenemos5: X3 ! X3X1X3X2jbX3X2jala 
ual es del tipo \re
exivo". Para transformarla, introduz
amos una nueva variable Y3. Obtenemos6: X3 ! bX3X2Y3jaY3jbX3X2ja7: Y3 ! X1X3X2Y3jX1X3X2Con esto terminamos el paso 2. del pro
edimiento anterior. El 
onjunto a
tual de produ

iones 
onstade las produ

iones 1., 2., 6. y 7. Pasemos pues al paso 3. del pro
edimiento.Sustituyendo 6. en 2. obtenemos8: X2 ! bX3X2Y3X1jaY3X1jbX3X2X1jaX1jbSustituyendo 8. en 1. obtenemos9: X1 ! bX3X2Y3X1X3jaY3X1X3jbX3X2X1X3jaX1X3jbX3Sustituyendo 9. en 7. obtenemos 10 nuevas produ

iones7: Y3 ! bX3X2Y3X1X3X3X2Y3jaY3X1X3X3X2Y3jbX3X2X1X3X3X2Y3jaX1X3X3X2Y3jbX3X3X2Y3 bX3X2Y3X1X3X3X2jaY3X1X3X3X2jbX3X2X1X3X3X2jaX1X3X3X2jbX3X3X2En resumen, la gram�ati
a equivalente, en forma normal de Greiba
h, tiene 
omo 
onjunto de variables aV = fX1; X2; X3; Y3g y sus produ

iones son la 6., 8., 9. y 10.:X1 ! bX3X2Y3X1X3jaY3X1X3jbX3X2X1X3jaX1X3jbX3X2 ! bX3X2Y3X1jaY3X1jbX3X2X1jaX1jbX3 ! bX3X2Y3jaY3jbX3X2jaY3 ! bX3X2Y3X1X3X3X2Y3jaY3X1X3X3X2Y3jbX3X2X1X3X3X2Y3jaX1X3X3X2Y3jbX3X3X2Y3 bX3X2Y3X1X3X3X2jaY3X1X3X3X2jbX3X2X1X3X3X2jaX1X3X3X2jbX3X3X2Ejemplo \Cadenas equilibradas de par�entesis": Consideremos la gram�ati
a S ! ()jSSj(S)que genera a las 
adenas equilibradas de par�entesis (CEP).La forma normal de Chomsky de la gram�ati
a dada es1: S ! SSjPIzqPDerjPIzqA2: PIzq ! (3: PDer ! )4: A ! SPDerConsideremos el siguiente orden de las variables: S;A; PIzq; PDer.
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i�on 1. es \re
exiva". Introduz
amos una nueva variable, X1. Al ha
er la transforma
i�onpertinente, obtenemos:5: S ! PIzqPDerX1jPIzqAX1jPIzqPDerjPIzqA6: X1 ! SX1jSLa produ

i�on 4. tiene un 
onse
uente que se ini
ia 
on una variable anterior a su ante
edente. Al
omponer 4. 
on 5. obtenemos7: A ! PIzqPDerX1PDerjPIzqAX1PDerjPIzqPDerPDerjPIzqAPDerLa produ

i�on 6. tiene un 
onse
uente que se ini
ia 
on una variable anterior a su ante
edente. Al
omponer 6. 
on 5. obtenemos8: X1 ! PIzqPDerX1X1jPIzqAX1X1jPIzqPDerX1jPIzqAX1 PIzqPDerX1jPIzqAX1jPIzqPDerjPIzqAAl 
omponer 8. 
on 2. obtenemos9: X1 ! (PDerX1X1j(AX1X1j(PDerX1j(AX1 (PDerX1j(AX1j(PDerj(AEn este momento, en nuestro 
onjunto a
tual de produ

iones 2., 3., 5., 7. y 9., ning�un 
onse
uente seini
ia 
on alguna variable que ante
eda a la variable en el ante
edente de la produ

i�on 
orrespondiente.En el paso 3. del pro
edimiento para obtener formas normales de Greiba
h, hemos de sustituir la variablePIzq por el s��mbolo (, seg�un la produ

i�on 2., toda vez que aparez
a al ini
io del 
onse
uente de algunaprodu

i�on. Obtenemos as�� la gram�ati
a:PIzq ! (PDer ! )S ! (PDerX1j(AX1j(PDerj(AA ! (PDerX1PDerj(AX1PDerj(PDerPDerj(APDerX1 ! (PDerX1X1j(AX1X1j(PDerX1j(AX1 (PDerX1j(AX1j(PDerj(AY esta gram�ati
a ya queda en forma normal de Greiba
h. Observemos que la variable PIzq es irrelevante.De he
ho si ha
emos la sustitu
i�on del otro s��mbolo PDer obtenemos la gram�ati
a equivalenteS ! ()X1j(AX1j()j(AA ! ()X1)j(AX1)j())j(A)X1 ! ()X1X1j(AX1X1j()X1j(AX1 ()X1j(AX1j()j(Aque tambi�en est�a en forma normal de Greiba
h.6.4 Lenguajes libres de 
ontexto y aut�omatas de pilaVeamos que todo lenguaje libre de 
ontexto es re
ono
ido por una aut�omata de pila.Proposi
i�on 6.4.1 Para 
ualquier lenguaje libre de 
ontexto L existe un aut�omata de pila AutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; ;)que re
ono
e al lenguaje, i.e.: L = LPV (AutP).Sea L un lenguaje libre de 
ontexto y sea G una gram�ati
a libre de 
ontexto que lo genere. Supongamospor un momento que la palabra va
��a no pertenez
a al lenguaje L. Podemos pues suponer que la gram�ati
a
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h. Sea AutP = (Q;Ent ;AlfP ; tran; q0; X; F ) dondeQ = fq0g : 
onsta de un �uni
o estado,Ent : es el alfabeto del lenguaje L,AlfP = (V + T ) : (el alfabeto de la pila) se forma de los s��mbolos en la gram�ati
atran : Q� (Ent [ fnilg)�AlfP ! P (Q�AlfP�) ; es la fun
i�on de transi
i�on, tal que(q0; �) 2 tran(q0; e; A) , (A! a�) 2 Pq0 2 Q : es el estado ini
ial, y,S : el s��mbolo \ini
ial" para la pila es el ini
ial de la gram�ati
a.La fun
i�on del aut�omata de�nido es la de simular deriva
iones siniestras, en la gram�ati
a G, de palabras enel lenguaje L. De he
ho, se puede demostrar que se 
umple la equivalen
iaG ` �S �) �� , AutP ` �q0�;X0 �) q0nil ;nil�(La impli
a
i�on \))" se demuestra mediante indu

i�on en el n�umero de produ

iones utilizadas en unaderiva
i�on siniestra de �. El re
��pro
o \()" se demuestra mediante indu

i�on en el n�umero de transi
ionesapli
adas para derivar la des
rip
i�on �nal q0nil ;nil a partir de la ini
ial q0�;X0 en AutP .)Ahora bien, si L 
ontuviera a la palabra va
��a nil , enton
es, anulemos a todas las produ

iones-nil ,o anulables, en una gram�ati
a que genere a G1 = G � fnilg y apliquemos lo anterior para en
ontrar unaut�omata de pila AutP1 que re
onoz
a a G1. Ampliemos, �nalmente, a AutP1 a~nadiendo la transi
i�on(q0;nil) 2 tran(q0;nil ; S).6.5 Series de poten
ias e inversi�on de Lagrange6.5.1 Series en di

ionariosSea G = (V; T; P; s0) una gram�ati
a libre de 
ontexto. Para 
ada s��mbolo variable v 2 V sea sG = f� 2T �jG ` s �! �g el 
onjunto de palabras derivadas por s en G. As�� pues, el lenguaje de G es, (s0)G. Dehe
ho, para 
ada palabra � 2 (V [ T )� de�namos�G = f�1 2 T �jG ` � �! �1g:Consideremos la transforma
i�on (V [ T )� ! P((V [ T )�), � 7! �G, del di

ionario (V [ T )� a la 
lase delenguajes P((V [ T )�).La opera
i�on \suma" de P((V [T )�) es la uni�on 
onjuntista y su produ
to es el obtenido \al 
on
atenarlenguajes" L1 � L2 = f�1�2j�1 2 L1; �2 2 L2:(P((V [ T )�);+; �) tiene una estru
tura de semianillo no-
onmutativo, es de
ir,� (P((V [ T )�);+) es un monoide 
onmutativo 
on unidad el 
onjunto va
��o, 0 = ;,� (P((V [ T )�); �) es un monoide 
on unidad la palabra va
��a, 1 = nil , y� � se distribuye por ambos lados respe
to a +:L1(L2 + L3) = L1L2 + L1L3(L2 + L3)L1 = L2L1 + L3L1Ahora, para (V [T )� la \alternan
ia" puede ser vista 
omo una suma, y por tanto (�1+�2)G = (�1)G+(�2)G, y, ya que la gram�ati
a G es libre de 
ontexto, se tiene tambi�en la identidad (�1�2)G = (�1)G(�2)G.As�� pues la transforma
i�on � 7! �G es un homomor�smo de semianillos.
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uentemente, toda gram�ati
a libre de 
ontexto puede ser presentada de manera algebrai
a: A 
adaprodu

i�on de la forma s ! �1j � � � j�k se la es
ribe equivalentemente 
omo (s)G = Pk�=1(��)G, o bien,dando la gram�ati
a 
omo supuesta, simplemente 
omo la e
ua
i�on b�asi
a s =Pk�=1 ��.Ejemplos.1. La gram�ati
a de 
adenas equilibradas de par�entesis, S ! ()j(S)jSS da la e
ua
i�on b�asi
a: S =() + (S) + SS.2. La gram�ati
a de pal��ndromas S ! nil jaSajbSb da la e
ua
i�on b�asi
a: S = 1 + aSa+ bSb.3. La gram�ati
a 
on produ

iones S ! aS ! aASA ! SbAA ! SSA ! bada las e
ua
iones b�asi
as S = a(1 +AS)A = ba+ S(bA+ S)Mediante sustitu
iones su
esivas se puede generar nuevas e
ua
iones a partir de e
ua
iones generadaspreviamente:� toda e
ua
i�on b�asi
a es generada,� si s = F (: : : ; s1; : : :) es b�asi
a y s1 = G(V; T ) ha sido generada enton
es al sustituir s1 por G(V; T ) ens = F (: : : ; s1; : : :), s = F (: : : ; s1; : : :)js1=G(V;T )da una nueva e
ua
i�on generada.La serie generativa del lenguaje L(G) se obtiene al tomar al \supremo" de todas las e
ua
iones generadasa partir de la e
ua
i�on b�asi
a que tiene 
omo extremo izquierdo al s��mbolo ini
ial.Como mero ejemplo, es f�a
il ver que para la e
ua
i�on b�asi
a S = 1+aSa+bSb la serie generativa quedar�ade la forma S = 1 + +1Xn=1 X�2(a+b)n � � reverso(�):6.5.2 Series sobre los ra
ionalesSea X = (X1; : : : ; Xn) una lista de n variables. Una serie ra
ional sobre IQ es de la forma p(X) =Pi2INn piXi, 
on pi 2 IQ, y Xi = X i11 � � �X inn . Denotamos por IQ[[X℄℄ a la 
ole

i�on de todas las seriesra
ionales sobre X.La siguiente proposi
i�on es verdadera:Proposi
i�on 6.5.1 IQ[[X℄℄ tiene una estru
tura de anillo 
onmutativo 
on la suma y el produ
to 
onven-
ionales de series.M�as a�un, forma un dominio entero:p(X)q(X) = 0) (p(X) = 0) �o (q(X) = 0):Adem�as, los elementos invertibles en IQ[[X℄℄ son aquellos 
uyo 
oe�
iente \independiente" no es nulo:9q(X) 2 IQ[[X℄℄ : 0� Xi2INn piXi1A q(X) = 1 , p0 6= 0:
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ir
unstan
ias, resolver e
ua
iones de laforma X = F (X).Proposi
i�on 6.5.2 La e
ua
i�on X = 11�p(X) tiene 
omo solu
i�on X =P+1m=0 (p(X))m.En efe
to, PMm=0 (p(X))m = 1�(p(X))M+11�p(X) . As�� pues, en el 
onjunto de puntos x 2 IQn tales que p(x) < 1se ha de tener que P+1m=0 (p(x))m = 11�p(x) . La igualdad de la serie 
on una fun
i�on anal��ti
a dentro de un
onjunto en IQn 
on interior no va
��o ha
e que la igualdad valga en el dominio IQ[[X℄℄.Proposi
i�on 6.5.3 La e
ua
i�on X = PKk=0 ak(Y )Xk, donde 
ada 
oe�
iente ak es una forma polinomialen Y , se resuelve mediante un sistema de e
ua
iones re
urrentes.En efe
to, es
ribamos X =P+1m=0 bmY m. De la e
ua
i�on, se tieneKXk=2 ak(Y )Xk + (a1(Y )� 1)X + a0(Y ) = 0;al sustituir X se tiene0 = KXk=2 ak(Y )Xk + (a1(Y )� 1)X + a0(Y )= KXk=2 ak(Y ) +1Xm=0 bmY m!k + (a1(Y )� 1) +1Xm=0 bmY m!+ a0(Y ) (6.1)= JXj=0 gj(b)Y jdonde 
ada gj se obtiene al expander las expresiones en 6.1.As�� pues se ha de tener que, 8j � J : gj(b) = 0.Ejemplo.Resolver en IQ[[X;Y ℄℄ la e
ua
i�on X2 + (Y � 1)X + Y = 0 (6.2)Es
ribamos X = P+1m=0 bmY m. Al tomar 
uadrados X2 = P+1m=0 
mY m, donde para 
ada m � 0,
m =Pmk=0 bm�kbk. Es de
ir,
m =8<: 2�Pm�12k=0 bm�kbk + bm+12 bm�12 � si m � 1 mod 2,2�Pm�12k=0 bm�kbk�+ b2m2 si m � 0 mod 2.Al sustituir en 6.2 tenemos0 = +1Xm=0 
mY m + (Y � 1) +1Xm=0 bmY m + Y= (
0 � b0) + (
1 � b1 + b0 + 1)Y + +1Xm=2(
m � bm + bm�1)Y my 
onse
uentemente se tiene el sistema de e
ua
iones re
urrentes0 = 
0 � b00 = 
1 � b1 + b0 + 18m � 2 : 0 = 
m � bm + bm�1
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ordando las expresiones para 
m obtenemos el sistema de re
urren
ias equivalente0 = b20 � b0 = b0(b0 + 1)0 = 
1 � b1 + b0 + 1 = b1(2b0 � 1) + b0 + 18m � 2 : 0 = Pmk=0 bkbm�k � bm + bm�1 = bm(2b0 � 1) + �Pm�1k=1 bkbm�k�+ bm�1As�� pues, para b0 hay dos posibles valores, 0,1.Fijo b0 los dem�as 
oe�
ientes se 
al
ulan re
urrentemente mediante las rela
ionesb1 = 1 + b01� 2b08m � 2 : bm = 11� 2b0  bm�1 + m�1Xk=1 bkbm�k!!Las dos solu
iones 
orresponden pre
isamente a que la e
ua
i�on 6.2 es de grado 2 y por tanto tiene dosrai
es.Un antiguo m�etodo para resolver en IQ[[Y ℄℄ e
ua
iones de la forma X = F (X;Y ), donde F es una fun
i�onaf��n de la forma F (X;Y ) = Y f(X) + 
, es debido a Lagrange.Proposi
i�on 6.5.4 (Lagrange) Para una e
ua
i�on de la forma X = Y f(X) + 
, donde 
 2 IR,� f(X) =Pm�0 emXm es una fun
i�on anal��ti
a, y� el t�ermino \independiente" no es nulo, e0 6= 0,y para una fun
i�on derivable g : IR! IR se tiene que la expresi�on g(X) satisfa
e la e
ua
i�ong(X) = g(
) + Xm�1 1m! � dm�1dxm�1 (g0(x)f(x)m)����x=
�Y m:En parti
ular, para g(x) = x, o sea, para la fun
i�on identidad, se tieneX = 
+ Xm�1 1m! � dm�1dxm�1 (f(x)m)����x=
�Y m: (6.3)En efe
to, supongamos por un momento que 
 = 0.Puesto que X = Y f(X) y f(0) = e0 6= 0 se tiene que Y = Xf(X) puede expresarse 
omo una serie depoten
ias Y =Pn�1 anXn.Dada la fun
i�on g, se bus
a expresar a g(X) 
omo una serie de poten
ias en Y , es de
ir, se bus
a
oe�
ientes (bm)m�0 � IQ tales que g(Y ) =X��0 b�Y � (6.4)Como para X = 0 se tiene Y = 0, a fortiori b0 = g(0) (6.5)Por otro lado, al derivar, respe
to a X la e
ua
i�on 6.4 se tienedgdX =X��0 �b�Y ��1 dYdX ;al multipli
ar por f(X)m, 
on m � 1, resultag0(X)f(X)m =X��0 �b�Y ��1f(X)m dYdX ;
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omo f(X) = XY se tiene g0(X)f(X)m =X��0 �b�Y ��m�1Xm dYdX (6.6)Estimemos 
ada uno de los sumandos en la serie de la dere
ha. Consideremos dos 
asos:� Para � = m se tiene b�Y ��m�1Xm dYdX = mbmXm 1Y dYdX . Ahora bien,1Y dYdX = 0�Xn�1nanXn�11A0�Xn�1 anXn1A = 1X 0�1 +Xn�2nana1Xn�11A0�1 +Xn�2 ana1Xn�11Ay 
omo este �ultimo 
o
iente es ana��ti
o (bajo 
iertas 
ondi
iones), existen 
oe�
ientes 
m tales que1Y dYdX = 1X 0�1 +X��1 
�X�1A :Por tanto mbmXm 1Y dYdX = mbmXm�10�1 +X��1 
�X�1A.As�� pues este sumando determina, para la poten
ia Xm�1, el 
oe�
iente mbm.� Para � 6= m se tiene �b�Y ��m�1Xm dYdX = �b�Xm 1� �m dY ��mdX :Al 
al
ular la derivada dY ��mdX se observa que el t�ermino 1X no apare
e y por tanto este sumando noafe
ta a la poten
ia Xm�1.Ahora bien, al derivar la e
ua
i�on 6.6m�1 ve
es respe
to aX , en el punto X = 0, se obtiene el 
oe�
ientede la poten
ia Xm�1 multipli
ado por el fa
torial m!. Es de
ir,dm�1dXm�1 (f(X)m)����X=0 = (m� 1)!mbm;y en 
onse
uen
ia bm = 1m! dm�1dXm�1 (f(X)m)����X=0 :As�� pues, esto �ultimo junto 
on 6.5 y 6.4 dag(X) = g(0) + Xm�1 1m! � dm�1dxm�1 (g0(x)f(x)m)����x=0�Y m: (6.7)Finalmente, para 
 6= 0, renombremos 
omo Z a la variable en 6.7, y luego introduz
amos el 
ambio devariable X = Z + 
. Se obtiene as�� la e
ua
i�ong(X) = g(0) + Xm�1 1m! � dm�1dxm�1 (g0(x)f(x)m)����x=
�Y m:
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i�onPara una gram�ati
a libre de 
ontexto G = (V; T; P; s0), su serie generativa puede ha
�erse 
orresponder 
onuna serie en IQ[[V [ T ℄℄ de manera que las e
ua
iones impuestas por las produ

iones en P se satisfagantambi�en en IQ[[V [ T ℄℄.En efe
to, a 
ada s��mbolo s en V [ T aso
i�emosle una in
�ognita Xs. Sea X = [Xsjs 2 V [ T ℄. Tratemosahora el produ
to de in
�ognitas 
omo si fuera 
onmutativo, pues de he
ho lo es en IQ[[X℄℄. Con esto, la seriegenerativa pL de L(G) 
orresponde 
on una serie �(pl) en IQ[[X℄℄.Observamos dos 
ara
ter��sti
as:� la serie generativa no involu
ra a los s��mbolos de V , pues esta serie se expande hasta la supresi�on delos s��mbolos variables, y� todas las palabras que son permuta
iones de un mismo \multi
onjunto" se s��mbolos 
orresponden aun mismo monomio en IQ[[X℄℄:ababab; abbbaa; bababa; : : : 
orresponden a X3aX3babababb; abbbaba; babbaba; : : : 
orresponden a X3aX4bConse
uentemente, el 
oe�
iente de un monomio en la serie �(pl) es el n�umero de posibles �arbolesde deriva
i�on derivables en G 
orrespondientes a una palabra sobre el multi
onjunto 
orrespondiente almonomio.Esta transforma
i�on da as�� un m�etodo para 
ontar deriva
iones. Si la gram�ati
a no es ambigua, enton
es
ada palabra del lenguaje 
orresponde a un �uni
o �arbol y, 
onse
uentemente, �este pro
edimiento 
uentapalabras generadas.Ejemplos.1. Para la gram�ati
a que genera pal��ndromas pares (S ! aSajbSbjnil) o sea S = aSa + bSb + 1
onsideremos la 
orresponden
ia indu
ida por S 7! Xa 7! Yb 7! ZLa produ

i�on da la e
ua
i�on X = Y XY + ZY Z + 1 = X(Y 2 + Z2) + 1y por tanto X = 11�(Y 2+Z2) .La serie �(pL) 
orrespondiente a la serie generativa ha de ser solu
i�on de esta �ultima e
ua
i�on. Por tanto,seg�un se vi�o en la proposi
i�on 6.5.2 de la anterior se

i�on,X = Xm�0 �Y 2 + Z2�m= Xm�0 mXk=0�mk�Y 2(m�k)Z2kAs�� pues para 
ada m � 0 hay mXk=0�mk� = 2m posibles �arboles para palabras de longitud 2m, y para
ada k � m hay �mk � �arboles para palabras de longitud 2m 
on 2k apari
iones del s��mbolo b.Como la gram�ati
a no es ambigua, la 
uenta de �arboles 
orreponde a la 
uenta de palabras.2. Para la gram�ati
a de 
adenas equilibradas de par�entesis [S ! ()j(S)jSS℄ o sea S = () + (S) + SS
onsideremos la 
orresponden
ia indu
ida por S 7! X) 7! Y( 7! Z
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i�on da la e
ua
i�on X = ZY + ZXY +XX = X2 +X � ZY + ZYy por tanto X2 +X � (ZY � 1) + ZY = 0.Consideremos por un momento Z = 1. Enton
es tenemos la e
ua
i�on 6.2 de la se

i�on anterior. Conse-
uentemente, X tiene dos solu
iones de la forma X =Pm�0 bmY m donde b0 = 0; 1 yb1 = 1 + b01� 2b08m � 2 : bm = 11� 2b0  bm�1 + m�1Xk=1 bkbm�k!!En nuestro 
aso no hay ninguna paabra equilibrada 
on 0 par�entesis dere
hos. As�� pues, el t�erminoindependiente de la serie generativa debe ser b0 = 0. Con esta ele

i�on de b0 se tiene determinados a losdem�as 
oe�
ientes bm. Cada uno de ellos da el n�umero de �arboles de deriva
i�on de 
adenas equilibradas depar�entesis para formar 
adenas equilibradas 
on m par�entesis dere
hos.Como la gram�ati
a es ambigua el n�umero de �arboles ex
ede el de 
adenas equilibradas.3. Consideremos la gram�ati
a 
on produ

iones1: S ! SbS inter
�alese una \b" entre 
ualquier par de pal-abras generables,2: S ! a term��nese 
on una \a".El lenguaje generado por la gram�ati
a esL(G) = f(ab)n ajn � 0g:La gram�ati
a se expresa por la e
ua
i�on S = SbS + a y mediante la 
orresponden
iaS 7! Xb 7! Ya 7! 1se tiene la e
ua
i�on X = Y X2 + 1.Al resolverla 
on la f�ormula de Lagrange 6.3 se tieneX = 1 + Xm�1 1m! � dm�1dxm�1 x2m����x=1�Y m:Para 
ada m � 1 se tiene1m! � dm�1dxm�1 x2m����x=1� = 1m! (2m)(2m� 1) � � � (2m� (m� 2))x2m�(m�1)= 1m! (2m)(2m� 1) � � � (m+ 2)xm+1= 1m! (2m)!(m+ 1)!xm+1= 1m+ 1�2mm �xm+1Al evaluar en el punto x = 1 obtenemosX = 1 + Xm�1 1m+ 1�2mm �Y mlo 
ual signi�
a que para 
ada m hay 1m+1�2mm � deriva
iones de la �uni
a palabra (ab)ma generable en lagram�ati
a que 
ontiene exa
tamente m b's.



6.6. PROGRAMAS G. Morales-Luna 1576.6 Programas1. Simula
i�on de un aut�omata de pila: Es
riba un programa que re
iba un aut�omata de pila para que dadauna palabra 
ualquiera, represente, mediante des
rip
iones instant�aneas, la apli
a
i�on del aut�omata sobre lapalabra. (Cfr. HU)2. Equivalen
ia de re
ono
imientos: Es
riba un programa que re
iba un aut�omata de pila 
on re
ono
imientopor arribo a estados �nales y 
onstruya el equivalente aut�omata de pila 
on re
ono
imiento por pila va
��a.(Cfr. HU)3. C�al
ulo de formas normales de Greiba
h: Es
riba un programa que re
iba una gram�ati
a libre de
ontexto y 
al
ule su Forma Normal de Greiba
h equivalente. (Cfr. HU)4. C�al
ulo de formas redu
idas \de Greiba
h": Es
riba un programa que re
iba una gram�ati
a libre de
ontexto y 
al
ule su Forma Redu
ida \de Greiba
h" equivalente. Una tal forma redu
ida es 
omo la deGreiba
h, 
on la salvedad de que sus produ

iones s�olo pueden 
ontener a lo sumo 2 s��mbolos variables enlas 
onse
uen
ias.
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