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Capitulo 0

Introduccion a la teoria de automatas

0.1 Gramaticas formales

Las gramaticas formales son sistemas de manipulacién simbdlica que permiten generar cadenas de simbolos,
llamadas por esto bien formadas, o bien reconocer cuando una cadena dada estd, en efecto, bien formada.
En este primer capitulo, meramente introductorio, ilustraremos con varios ejemplos estos tipos de sistemas
e inclusive algunos otros sistemas un tanto méas generales.

0.1.1 Una gramatica sencilla del castellano

Presentamos en las figuras (1) y (2) una gramética muy sencilla del espanol siguiendo la conocida repre-
sentacion de los diagramas sintdacticos.

Y, equivalentemente, en la tabla (1) la presentamos en su Forma Normal de Backus:

Como ejemplos de cadenas bien formadas derivadas en esta gramaética estan los siguientes:

1. la sangre corre en el rio

(Articulo)) ——— la
(FNominal)
(Sustantivo) ——————— sangre

(Oracién) (FVerbal)

(Verbo) corre

en

(Complemento) —(ComCir) (Articulo) — el

(FNominal
(FNominaly» rio

2. Cervantes escribic "FEl Quijote” para gloria de las letras espaniolas en una cdrcel.
No es dificil ver que efectivamente esta cadena se deriva con las reglas descritas.

0.1.2 Otras gramaticas formales

Cadenas de 1’s separadas por 0’s unicos Consideremos las siguientes dos gramaticas:

a) S — 181711 by S — 07181
T - 08 T — 0U1S|1
U - 0UU
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Oracién
FNominal | ., | FVerbal
| FNominal | ., | FVerbal | —» | Complemento
FNominal
.
. [NonPrort]
L | Articulo | _,| Sustantivo !
L |Articulo| _,| Sustantivo |_> .
— — E——— —>
FVerbal

— [ Verbo]

r | Verbo |_> | Adverbio

Figura 1: Una gramatica sencilla de castellano.
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Complemento

_, | ComDir

L CornDir| . |ComInd

ComDir

ComlInd

r ComDir| . |ComInd|_> .

., (i)_, FNominal |

ComCirc

., FNominal

FNominal

Figura 2: Una gramatica sencilla de castellano (cont’).

G. Morales-Luna
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(Oracién)

(FNominal)

(FVerbal)

(Complemento)

(ComDir)
(ComlInd)

(ComCir)

(Sustantivo)
(Articulo)
(NomProp)
(Adjetivo)
(Verbo)

(Adverbio)

Tabla 1: La

CAPITULO 0. INTRODUCCION A LA TEORIA DE AUTOMATAS

(FNominal) (FVerbal)|
(FNominal) (FVerbal) (Complemento)
(Sustantivo)|

(NomPr)]
(Articulo)(Sustantivo)|
(Articulo)(Sustantivo) (Adjetivo)|
(FNominal)de(FNominal)
(
(
(
(
(
(
(

<

exb)|

Verb) (Adverbio)

ComDir)|

ComlInd)]

ComCirc)|

ComDir)(ComInd)(ComCirc)

FNominal)

= a(FNominal)]
para{FNominal)|....

= en(FNominal)]
desde(FNominal)|

cuando(FNominal)|...

Toman como valores palabras constantes
propias de esas categorias gramaticales.

gramatica sencilla en forma normal de Backus.
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'mia ii

miaia miia

lh1iaiamiaiam lh1iiamiiam
Figura 3: Derivaciones en el sistema MAL

Como ejemplos de derivaciones de una misma palabra tenemos:

Derivacién en a)  Derivacién en b)

S — 18 S — 18
— 11T — 118
— 1108 — 1107
— 11018 — 11018
— 110118 — 110118
— 110111 — 110111

Vemos pues que un mismo lenguaje puede ser generado por varias graméticas.

Cualquier gramatica de un lenguaje de alto nivel
Como un ultimo ejemplo de graméaticas formales mencionamos tan solo que cualquier lenguaje de pro-
gramacién de alto nivel estd generado por una gramatica formal.

0.2 Reglas de transformacion

Ademsds de las gramaéticas formales existen otros procedimientos de transformacién simbdlica. A manera de
ejemplos presentamos algunos de ellos.

0.2.1 MAI : Modos Mecénico, Anti e Inteligente (Zen)

Este ejemplo aparece en el capitulo 1 del libro de Hofstadter ([15]). Consideremos las reglas siguientes:

I. ot —  ota
II. mo - Mmoo
III. oiiir — oar
IV. caar — o7

Los caracteres griegos representan a palabras en el alfabeto MAI = {m,a,i}. La primera regla dice que a
toda palabra que termina con ¢ puede anadirsele una a, la segunda, que toda palabra que comience con m
puede repetir su “resto”, la tercera, que cualquier cadena de tres i-es consecutivas puede cambiarse por una
a, y, finalmante, que cualesquiera dos a-es consecutivas pueden ser suprimidas.

Como ejemplos de derivaciones estan los mostrados en la figura (3).

Para cada palabra o sea MAI (o) el conjunto de palabras en el alfabeto MAI que pueden ser derivadas a
partir de la palabra ¢ mediante una sucesién finita de aplicaciones de las reglas de transformacién. Natu-
ralmente, surgen los problemas siguientes:
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Problema de la palabra. Dadas dos palabras o, 7 decidir si acaso 7 € MAI (o), es decir, decidir si acaso
una palabra es o no derivable desde alguna otra.

Problema de equivalencia. Dadas dos palabras o, 7 decidir si acaso MAI(o) = MAI(7), es decir, decidir
si acaso cualquier palabra es derivable desde una de las dos palabras si y sélo si es derivable desde la
otra.

Problema de derivacién éptima. Dadas dos palabras o, 7 tales que 7 € MAI(0), localizar la sucesién de
transformaciones més corta que transforma a o en 7.

0.2.2 KENNINGS: Poesia antigua islandesa

Este es un género de poesia islandesa de los siglos IX-XIII, construido mediante el remplazo de frases sustan-
tivales por otras equivalentes. Los kennings pueden ser bellas metaforas o irresolubles acertijos. Ciertamente,
esta poesia posee dos tipos de encantos: Uno sintdctico y otro semadantico, y, por su naturaleza, ambos se
mezclan indisolublemente. Como meros ejemplos consideremos las siguientes “equivalencias”:
Sustituciones:

arpon —  bruja de los escudos
barco —  bridon de las olas
batalla —  tormenta de arpones
escudo —  luna de barcos
espada —  fuego de la batalla
guerrero  —  lanzador de espadas

Ejemplos
En un primer ejemplo, ilustramos la sustitucién reiterada que se hace en los kennings, y en el segundo
citamos un poema mucho mas acabado.
a) guerrero
lanzador de espadas
lanzador del fuego de la batalla
lanzador del fuego de la tormenta de arpones
lanzador del fuego de la tormenta de lunas de barcos
lanzador del fuego de la tormenta de lunas de bridones de olas

Fonéticamente, en castellano es muy desagradable la repeticién de la conjuncién de seguida de un articulo
casi obligatorio. En los lenguajes nérdicos esto no aparece pues concatenando los vocablos, los sustantivos
pueden realizar funciones de adjetivos, tal como sucede en inglés.

b) El siguiente verso es un kenning traducido por Jorge Luis Borges.

El aniquilador de la prole de gigantes

quebro al fuerte bisonte de la pradera de la gaviota.
Asi los dioses, mientras el guardidn de la campana se
lamentaba, destrozaron el halcon de la ribera.

De poco le valio el rey de los griegos

al caballo que corre por los arrecifes

0.2.3 Algoritmos de Markov

Estos sistemas formalizan procedimientos de célculo.

Multiplicacién por 3 en representaciéon binaria

En la tabla (2) presentamos a las producciones, es decir, a las sustituciones que constituyen este sistema
de transformaciones.

Como ejemplos de cédlculo presentamos en la tabla (3) dos multiplicaciones. En cada una, la derivacién
en un renglén proviene de la anterior mediante la aplicacién de la regla correspondiente al simbolo de estado
y las dos literales que lo flanquean.
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Ob = A0 } Inicio

b - Al
A0 — Bz0 | zE0 — Dzl
Al — Ezl | zE1 — Fx0
zAb — 200 zEb  —  xbl
B0 — Az0 | zF0 — Gz0
Bl — Czl1 | zF1 — Fzl
xBb —  x00 zFb — z10
zC0 — Dzl | GO — Axl
zCl — Fz0 | zG1 — H=zx0
zCb —  xzbl xGb —  xbb
D0 — Az0 |zHU — G20
D1 — Czl1 | zH1 — Fuzl
xDb —  zbb zHb — z10

con b = blanco y =z € {0,1,b}.

G. Morales-Luna

Tabla 2: Algoritmo de Markov para triplicar niimeros binarios.

a) 19x 3 =57
10011

100141
100E11
10F001
1G0001
A11001
Eb11001
111001

b)

11 x3 =33
1011
10141
10E11
1F001
G'1001
Hb0001
100001

Tabla 3: Dos ejemplos de la triplicacién de niimeros binarios.

7
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Los algoritmos de Markov son equivalentes a otros sistemas de transformacién como son las gramaticas
formales irrestrictas, las funciones recursivas y las maquinas de Turing. Posteriormente presentaremos con
todo detalle estos sistemas.

Para concluir esta seccién enunciamos la

Tesis 0.2.1 (de Church) Cualquier procedimiento efectivamente computable corresponde a un conjunto de
transformaciones sintdcticas sobre un alfabeto.

Asi pues, puesto de manera muy simplificada, se tiene que el concepto de computabilidad efectiva ha de
coincidir con el de transformacion sintdctica.

0.3 Una formalizacion de gramaticas

Sea T un conjunto de simbolos terminales y sea V un conjunto de simbolos variables. La union de ellos,
A =V UT, es un alfabeto de gramatica. A* es el diccionario sobre A y consta de todas las palabras, de
longitud finita, con simbolos en A. A" coincide con A*, salvo en que no posee a la palabra vacia, nil.

Una regla de produccién es un elemento del producto cartesiano A* x A*. Si (a,c) € AT x A* escribimos
a — c y decimos que a es el antecedente y c el consecuente de la regla a — c.

Sea P C AT x A* un conjunto de reglas de produccién. Sea S € V un simbolo variable distinguido,
llamado #nicial.

El sistema G = (V, T, P, S) se dice ser una gramdtica formal.

Las reglas de produccién transforman palabras en otras:

Vx,y € A*:xday < dp,q€ A%, (a—c) € P: (x=paq)&(y = pcq).
La cerradura reflexivo-transitiva de la relacién “da” define la relacién de derivacion
Vx,y € A* : x derivay si x(da)"y.

El lenguaje generado por la gramética consta de todas las palabras que se derivan del simbolo inicial y
que soélo contienen simbolos terminales:

Lenguaje(G) = {x € T*|S deriva x}.

0.4 Jerarquia de Chomsky

En funcién de la forma de sus producciones, se puede caracterizar qué tan compleja es una gramatica
formal. Noam Chomsky mostré que esta caracterizacién clasifica jerarquicamente a las gramaéticas formales:
Gramadticas en un nivel estdn incluidas en los siguientes niveles y la inclusién entre niveles es propia.

Se puede dar varios refinamientos de la Jerarquia de Chomsky. En la tabla (4) presentamos esquematicamente
uno de tales refinamientos. Lo esquemaético de esta tabla se suprimird en el capitulo 3 de este curso, en el
que se presentara estas gramaticas con todo detalle.

En toda gramética formal aparecen dos problemas fundamentales:

Problema de la palabra:
Instancia: Una gramdatica G, sobre un alfabeto A, y una palabra x € A.
., 1 six € Lenguaje(L),
Solucion:

0 en otro caso.

Es decir, este problema consiste en decidir, para una gramatica y una palabra dadas, si acaso la palabra
esta generada por la gramatica.

Problema de la derivacion:

Instancia: Una gramatica G, sobre un alfabeto A, y una palabra x € A.
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| Tipo | Nombres | Forma de producciones |
0 Irrestricta p—q, pe At ,qe A*
1 Irrestricta con memoria | existe una funcién (computable) tal que la longi-
limitada tud de cualquier cadena en una derivacién que dé
una palabra x ha de estar acotada por el valor de
la funcién en la longitud de x,
2 Sensibles al contexto con | pBr — pqr, q € A*
borro
3 Sensibles al contexto no | S — nil, pBr — pqr, q € AT,
reductivas
4 Libres de contexto B—q, q€ A*
) Libres de contexto deter- | producciones libres de contexto con la particulari-
ministas dad de que una vez que se ha derivado prefijos de
un cierto tamano entonces se tendra determinada
la palabra a derivarse,
6 Lineales B - pUr, p,reT”
7 Regulares B - pU, peA*
la tipologia empleada denota lo siguiente:
negritas cadenas de caracteres; A alfabeto, A=T UV,
MAYUSCULAS  simbolos variables; T conjunto de simbolos terminales,

V' conjunto de simbolos variables.
Tabla 4: Jerarquia gramatical de Chomsky.

Solucién: [x1,...,%x1] : (x1 = S)&(x, = x)&Vi : (x; da x;41) si x € Lenguaje(L),
) nil en otro caso.

Es decir, este problema consiste en encontrar, cuando exista, una derivacion, en una gramatica dada, de
una palabra dada también.

Los problemas mencionados pueden ser resueltos efectivamente en algunos niveles de la Jerarquia de
Chomsky. En otros niveles superiores puede ser irresolubles estos problemas.

0.5 Automatas

Los autématas vienen a ser mecanismos formales que “realizan” derivaciones en gramdaticas formales. La
manera en que las realizan es mediante la nocién de reconocimiento. Una palabra serd generada en una
gramatica si y sélo si la palabra hace transitar al autémata correspondiente a sus condiciones terminales.
Por esto es que los autématas son analizadores léxicos (1lamados en inglés “parsers”) de las gramaticas a que
corresponden.

0.5.1 Autématas regulares

Estos son los automatas finitos mas sencillos. Se construyen a partir de un conjunto de estados ) y de un
conjunto de simbolos de entrada T. Su funcionamiento queda determinado por una funcidn de transicion
t:QxT — Q. Sit(q,s) = p esto se interpreta como que el autémata transita del estado g al estado p
cuando arriba el simbolo s.

En todo autéomata finito se cuenta con un estado inicial, go € Q y un conjunto de estados finales F' C Q.

Con todo esto definido, la estructura AutoReg = (Q, T, t, qo, F') es un autémata regular.

De manera natural, ¢ se extiende a una funcién de transicion 7* — @): Toda palabra se aplica al autémata
y éste, partiendo del estado inicial, transita con cada simbolo de la palabra dada segun lo especifique ¢,
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correspondiendo a ese simbolo y al estado actual en el autémata. Una palabra es reconocida por el automata
si lo hace arribar a un estado final. El lenguaje del autémata consta de todas las palabras reconocidas.

Ejemplo: Sea AutoReg = (Q,T,t,qo, F') el autémata cuyo conjunto de estados es @ = {a,b,c}, el de
simbolos de entrada es T' = {0, 1}, su estado inicial es go = a y el conjunto de estados finales es F' = {a}.
Su transicién queda determinada por la tabla

o o oo

1
a
a
c

o o Qs+

Observamos que, partiendo del estado a, mientras lleguen 1’s se estd en el estado inicial, con un 0 se pasa
a b, con un segundo 0 se pasa a ¢ y de ahi no se sale mas. En b, al llegar un 1 se regresa al estado inicial.
Asi pues, para arribar al estado a desde a mismo la cadena de entrada ha de ser una sarta de varias de 1’s
separadas éstas por tinicos 0’s. En otras palabras, el autémata reconoce al lenguaje (170)*17F.

0.5.2 Autématas de pila

Estos automatas finitos cuentan con un dispositivo de memoria muy elemental, del tipo pila, el cual es un
almacenamiento lineal que funciona bajo el principio PEUS': Primero en Entrar, Ultimo en Salir.

Sea ) un conjunto de estados, sea T el alfabeto de entrada y sea V un alfabeto de pila. La funcién de
transicion es de la forma ¢t : @ x T x V — @ x V*, donde la relacioén t(q,a,v) = (p,v) se interpreta como
sigue: “Si se estd en el estado ¢, arriba el simbolo a y en el tope de la pila estd el simbolo b entonces se pasa
al estado p y se empila la palabra v”.

Un automata de pila reconoce a una palabra si, tras haberla leido, termina con su pila vacia.

Ejemplo: Las cadenas equilibradas de paréntesis son reconocidas por un autémata de pila determinista.
Recordamos que

1. () es una cadena equilibrada de paréntesis, (CEP).
2. Si 0 es una CEP entonces (o) es una CEP.
3. La concatenacién de dos CEP’s es una CEP.

Para describir a un autémata que reconozca CEP’s, representemos al paréntesis que abre “(” con el
simbolo a, al paréntesis que cierra “)” con ¢, y con b al “blanco”, es decir, al fin de la cadena de entrada.
Consideremos el autémata de pila cuyas componentes son las siguientes:

@) = {Seguir, Exito, Fracaso} : estados,

T ={a,b,c} . simbolos de entrada,
V={A4,C} : simbolos de pila,
go = Seguir : simbolo inicial,

y cuya funcién de transicién actia como sigue,

(Seguir,a,y) +— (Seguir, Ay) empila paréntesis que abren,

(Seguir,c, A) — (Seguir,nil) suprime paréntesis empatados,
t: (Seguir,c,nil) — (Fracaso,C) no hay equilibrio,

(Seguir,b, A) +— (Fracaso, A) no hay equilibrio,

(Seguir, b, nil) — (Exito,nil)  equilibrio verificado.

Es claro que este autémata de pila reconoce al lenguaje CEP.

IEsto es una pésima seudotraduccién del inglés FILO: FirstIn LastOut.
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0.5.3 Autdématas lineales

Los autdmatas lineales son automatas de pila deterministas que a lo largo de su computacion sélo hacen un
“cambio de turno”. A grandes rasgos, esto significa que toda computacién consiste de un procedimiento de
empilar consecutivamente para después pasar a desempilar.

Ejemplo: Consideremos el lenguaje de palindromas con una marca central:
L={yMx|x € (0+1)",y = reverso(x)}.
Consideremos el autémata de pila cuyas componentes son las siguientes:

@ = {Meter, Sacar, Exito, Fracaso} : estados,

T={0,1,M} : simbolos de entrada,
V={CU} :  simbolos de pila,
qo = Meter : simbolo inicial,

y cuya funcién de transicién actia como sigue,

Meter, 0, y)
Meter, 1,y)
Meter, M, y)
Sacar, 0, C)
Sacar, 1,U)
Sacar, b, nil)

Meter, C'y) empila 0’s,

Meter,Uy) empila 1’s,

Sacar, y) con M pasa a desempilar,

Sacar, nil)  desempila si hay empatamiento de 0’s,
Sacar, nil)  desempila si hay empatamiento de 1’s,
Exito, nil) estado de éxito,

111111

( (
E E
t: ( (
( (
( (

donde y € V y b es el simbolo “blanco”. En cualquier otra instancia de ¢, ésta transitara al estado de fracaso.
Es claro que este autémata de pila reconoce al lenguaje L.

0.5.4 Autématas de pila no-deterministas

Los automatas de pila no-deterministas coinciden con sus homologos de pila salvo en que su transicién no es
propiamente una funcién. Aqui se tiene que la transicidn es un subconjunto t C (Q x T'x V) x (Q x V*).

Ejemplo: El lenguaje de palindromas sin marca central
L ={x € (04 1)*|x = reverso(x)}
es reconocido por un autématas de pila no-determinista que funciona de acuerdo con el sigiente procedimiento:

Avanzando a la derecha, se almacena primeramente cada simbolo y cuando se “cree” estar a la
mitad, se compara cada simbolo leido con el tope de la pila. Si coinciden, se continia. En otro
Caso se marca un error.

El no-determinismo del autémata estda en que no se precisa en qué momento pasara al estado de desem-
pilar. Transita a ése de manera indeterminada.

0.5.5 MaAaquinas de Turing

Estas son autématas finitas con dos pilas que tienen un tope comun. O equivalentemente, son autématas
que poseen una memoria dada por una cinta la cual es un almacenamiento lineal, infinito a ambos lados,
con acceso a cualquier localidad en ella.

El tope comun es la casilla leida (“scanned cell”), una pila es la parte de la cinta a la derecha de la casilla
leida y otra pila es su parte izquierda.

Las transiciones de la maquina quedan determinadas por una funcién ¢ : ) x T — @ x T' x Mov, donde
Mov = {Der, Izq}. Esta vez, la relacién t(q,a) = (p, b, u) se interpreta como sigue: “Si se estd en el estado
q y se lee el simbolo a entonces se escribe b, se pasa a p y se va a examinar la casilla al lado u de la leida”.



12 G. Morales-Luna CAPITULO 0. INTRODUCCION A LA TEORIA DE AUTOMATAS

1,z;1,z,Der : con cualquier cosa, salvo “)”, avdncese a la derecha, z € {(,b, A, B},
1,);2, B, Izq : con el primer “)”, marquese y retrocédase,

1,b;3,b, Izq : sila lista se acaba, revisese que todo haya sido marcado,

2,y:2,y, Izq : con cualquier cosa, salvo “(”, contintese el retroceso, y € {),b, A, B},
2,(;1,A, Der : marquese el “(” que empata y repitase el ciclo,

2,b;4, No, Alt : se termina la cadena y no existe el correspondiente “(”. No hay equilibrio.
3,x;3,x, Izq :  retrocédase ignorando las marcas, x € {4, B},

3,(;3,No, Alt : siquedare un “(”, éste ya no podria empatarse. No hay equilibrio.
3,b;3,57, Alt  :  se agotd la cadena y todo se marcd. Si hay equilibrio.

Tabla 5: Maquina de Turing para reconocer cadenas equilibradas de paréntesis.

De hecho, la relacién t(q,a) = (p, b, u) puede escribirse como (g, a;p,b, u), y por esto, decimos que una
méquina de Turing queda especificada por su lista de quintuplas. O, abusando aun mas del lenguaje, que
una lista de quintuplas es el programa correspondiente a una maquina de Turing.

Ejemplo: Cadenas equilibradas de paréntesis

Para tener una cadena equilibrada, cada “)” en ella ha de “empatar” con un correspondiente “(” que lo
anteceda.

Para reconocer cadenas equilibradas procederemos como sigue:

e Cada “(” ya empatado se marcara como ya revisado por una A y cada “)” se marcard por una B.
e Inicialmente, se busca el primer “)”, yendo de izquierda a derecha.
e Por cada “)”,

— se marca con B,
— se busca hacia la izquierda el primer “(” que lo empate,
— si no se encontrare tal “(” la cadena estd desequilibrada. En otro caso, el “(” se marca con Ay

se repite este ciclo.

e Si quedaren “(” no empatados, la cadena estd desequilibrada. En otro caso se tiene equilibrio y se
termina el proceso.

El procedimiento queda descrito por la lista de quintuplas mostrada en la tabla (5).
Los cuatro estados de la maquina tienen una interpretacién evidente:

1 avanza a la derecha buscando “)”,

2 retrocede a la izquierda buscando “(”,
3 : revisa que todo haya sido marcado,
4

estado terminal.

Como mero ejemplo, en la tabla (6) mostramos la computacién correspondiente a una cadena dada. En
cada instante, la casilla leida es la adyacente a la derecha del estado actual, el cual se escribe en negritas.

0.5.6 Jerarquia de Chomsky en autématas

La complejidad de un autémata estd determinada por sus capacidades de transicién, de su dispositivo de
memoria y las capacidades de inspeccién en su memoria. De manera natural la jerarqui a gramatical se
traduce en una jerarquia equivalente en los autématas. En la tabla (7) presentamos la equivalente a la
mostrada en la tabla (4).
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0(0) AB(A1B)
10(0) AB(AB1)
1) | AB(42BB

2(B(()) AB(2ABB
A1B(() AB2(ABB
AB1(() ABA1ABB
AB(1()) ABAA1BB
AB((1)) ABAAB1B

AB(2(B) | ABAABB1b

ABAAB3B
ABAA3BB
ABA3ABB
AB3AABB
A3BAABB
3ABAABB

3bABAABB
[S]ABAABB

G. Morales-Luna
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Tabla 6: Un ejemplo del funcionamiento de la maquina de Turing que reconoce cadenas equilibradas de

paréntesis.

|| Tipo | Nombres

| Tipo de autémata reconocedor ||

0 Irrestricta Maéquinas de Turing

1 Irrestricta con memoria limitada Maéaquinas de Turing con cinta acotada
2 Sensibles al contexto con borro Midquinas de Turing con dominio total
3 Sensibles al contexto no reductivas Maéaquinas de Turing con “espacio lineal”
4 Libres de contexto Autématas de pila no-deterministas

) Libres de contexto deterministas Autdématas de pila deterministas

6 Lineales Autématas lineales

7 Regulares Autdématas regulares

Tabla 7: Jerarquia de Chomsky en autématas.
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Capitulo 1

Fundamentos matematicos

1.1 Cadenas y lenguajes

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B consta de las parejas ordenadas cuyo primer elemento esta
en Ay cuyo segundo elemento estd en B. Usaremos la notacién de yuztaposicion para denotar al producto
cartesiano:

AB = {abla € A,b € B}.

Cualquier conjunto finito ¥ es un alfabeto. Entre los alfabetos mas comunes estan:

Latino = {a,b,c,...,z,y,2}
0+1) = {0,1}

Diez = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
ASCII = {(00)s6,...,(FF)is}

simbolos del ASCII extendido

Sea X! = ¥ y, paran > 1, sea ¥*! = ¥3". Cada elemento 0 € £” se dice ser una palabra sobre ¥ de
longitud n. La palabra nil que no tiene simbolo alguno es la palabra vacia. Definimos X° = {nil}.

El diccionario sobre ¥ es ¥* = J,,5q X", y, por ende, consta de todas las palabras de longitud finita con
simbolos en el alfabeto . El conjunto de palabras no-vacias, se denota como ¥t = %* — {nil}. Para cada
n<0,Xs" = UZ:O X" es el conjunto de palabras de longitud a lo sumo n.

Ejemplos:

1. nil € ¥* para cualquier alfabeto X.

2. 2000 € Diez" C Diez*.

3. (2000) = 11111010000 € (0 + 1) C (0 + 1)*.

4. (259430127), = 1111011101101001011011101111 € (0 + 1)2% C (0 + 1)*.
5. soyunapalabradetreintayseisliterales € Latino®® C Latino™.

6. Cualquier programa en C es una palabra en ASCIT™.

Un lenguaje es un subconjunto de cualquier diccionario. () y £* son los lenguajes vacio y total, respecti-
vamente.

15
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1.2 Monoide de cadenas

1.2.1 La operacién de concatenacion
Dotemos al diccionario X* de un alfabeto X de la operacion de concatenacion:
D Y )
(01,02) — 0109

que a cada dos palabras o1 = s19---51,,—1, 02 = S20 - - - 82,1,—1 le asocia la palabra que se obtiene de pegar,
tras los simbolos de la primera palabra, a los simbolos de la segunda. Nos referiremos indistintamente a esta
operacion como de concatenacion o de yuzxtaposicion.

Se ve inmediatamente que se cumplen las proposiciones siguientes:

Proposicion 1.2.1 La concatenacion es asociativa:
Voi,09,03 € X (0102)03 = 01(0203).
Consecuentemente, ¥* con la concatenacién, es decir, la estructura (X*,-), es un semigrupo.
Proposicion 1.2.2 La palabra vacia nil es una unidad, por ambos lados, para la concatenacion:
Yoe¥*: nil-c=0=o0"-nil.
Por tanto, la estructura (X*, -, nil) es un monoide.
Proposicion 1.2.3 Las leyes de cancelacion se cumplen por ambos lados:

Voi,02,03 € X" 0102 = 0103 = 02 =03
) )
0901 = 0301 = 02 = 03

Sin embargo, como un hecho, digamos “negativo”, se tiene que la concatenacién no es conmutativa.

El diccionario sobre un alfabeto, bien que es infinito, es numerable.
Proposicion 1.2.4 Para todo alfabeto X, su diccionario ¥* es un conjunto numerable.

En efecto, supongamos que ¥ = {sg,...,S;,,—1}. A cada palabra de longitud fija, digamos k, la podemos
ver como la representacién en base m de un tinico nimero entero entre 0 y m* — 1, inclusive. Esto da una
enumeracion efectiva de cada bloque de palabras de longitud fija. Colocamos los bloques, ya enumerados,
segun el orden de k. Esto da una enumeraciéon de X*.

Mas precisamente, definamos ¢ : ¥* — IN como sigue:

e(nil) = 0
k k
m” —1 i
c(SnySny " Sny) = m—1 +anmk !
j=1

Asi, por ejemplo, para el alfabeto Latino de m = 26 caracteres se tiene

26° — 1
c(zapatista) = 561 +25-26% +0-26" +15-26° +0-26° +
19-26% +8-26% +20-26%+19-26' +0-26°

= 135737591974375 + 5225319188206

= 140962911162581
. 26° — 1 5 4 3 2
c(mezxico) = 2671+12.26 +4-26%+23-26°+8-26° +

226 + 14 - 26°
= 7722894375 + 144814138 = 7867708513
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1.2.2 Relaciones de orden
Orden de prefijo

Primeramente presentamos condiciones necesarias y suficientes para comparar cadenas y subcadenas.

Teorema 1.2.1 (Levi) Sean 01,09, 71,70 € X* tales que 0171 = 0a72. Entonces se cumplen las implica-

ciones siguientes:
1. long(o1) > long(o3) = v € * (01 = 090 & vy = T2)
2. long(o1) = long(o2) = (01 =02 & 71 = T2)
3. long(o1) < long(o2) = v € £* (09 = 01v & v = 71)

Graficamente resulta muy clara la validez del teorema y por eso omitimos su demostracién formal.
Como una consecuencia directa de este teorema resulta el siguiente

Corolario 1.2.1 Si 01,02,71, 72 € X* son tales que o171 = 097y entonces o1 es un prefijo de gy o,
reciprocamente, oo es un prefijo de oy .

Recordamos que una relaciéon de orden “<” en un conjunto S es una relacién binaria (<) C S? tal que
es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Esto ultimo significa que

Vs,t€S: (s <t)&(t <s) = (s=t).
Del tltimo corolario se ve facilmente que la relacién de prefijo:
Voi,00 € £ 1 (01 <, 02) © (07 es un prefijo de o2),

es, efectivamente, un orden en ¥*.
Hemos visto que ¥* no es conmutativo. Veremos a continuacién algunas proposiciones relativas al orden

de prefijo y a la contencion, en general, entre cadenas.
Proposicién 1.2.5 Sioy,0:, 71,72 € X* son tales que 01 <, 71 y 02 <p T1T2 entonces 01 <p 02 0 03 <) 0.
En efecto, las siguientes implicaciones son todas verdaderas:

o1 <pT1
02 Sp T T2

= 01U
= Jui,uvs € X"

TIT2 = 02V2
= 0'1(’017'2) = 02U

Q
S

Q.

= (0’1 Sp Tl)V(O'Q Sp 0'1)

En el siguiente teorema veremos una condicién necesaria para que una palabra sea a la vez prefijo y sufijo
de alguna otra. Es evidente que la condicién que ahi se establece es también suficiente.

Teorema 1.2.2 Sean 01,09 € X* tales que o1 es prefijo y sufijo de oo, es decir
n,m € X7 1 (o = 09)&(02 = o1711).

Entonces,

k

p— p— k p—
vy, v € X5,k >0 {Tl - g {01 = (vw2) v = v (v01)

T2 = UaUp oy = (U1U2)k+1 v = U1 (U2U1)k+1

En efecto, consideremos dos casos, segun se comparen entre si las longitudes de las palabras o1 y 7.
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long(o) <long(m): Ya que 1901 = o171, por el teorema de Levy se tiene que o1 es un prefijo de 5. Se ve
pues que Jv; € Xt tal que » = oyv7 y 71 = v107. El teorema se cumple tomando vy = o1 y k = 0.

long(oy) > long(72): Probemos el teorema por induccién en long(oy).
Para long(o1) = long(m) el teorema se cumple pues se estd en el caso anterior.

Supongamos ahora que long(oq) > long(m) y que el teorema se cumple para toda palabra 11 tal que
long(oy) > long(o11) > long(rs).

Ya que 1901 = o171, por el teorema de Levy se tiene que, para alguna o1; € X*

g1 = T2011 & g1 =011T1.-
Por la hipdtesis de induccién vy, vy € X* k> 0:

k
T = U1U2 o111 = (0102) U1 = U (0201)
To = VU o1 = (v1v9

y con esto queda demostrado el teorema.
Con el siguiente teorema vemos cuando dos palabras dadas son ambas miltiplos de una misma particula.

Teorema 1.2.3 Sean 01,09 € X.*. Las siguientes aseveraciones son equivalentes:

1. Ambas 01,05 son mailtiplos de una misma particula, es decir,
Jre¥ ny,ne € IN: (o0 =7")& (02 =7"2).

2. Las palabras o1 y o2 poseen sendos miltiplos con un prefijo comin de longitud
long(o1) + long(o2) — med (long(oq ), long(oz)) .

En simbolos,

wer ,myumeeN : (v<,07)&(w<,00?)&
long(v) = long(o1) + long(os) — med (long(o ), long(o2))

Escribamos k; = long(o;), i =1, 2.

1 = 2: Supongamos que o; = 7™, i = 1,2. Para i = 1,2, hagamos

ny + ny — med(ny, ng)
m; = )
T
donde [z] denota al entero mas chico por encima de z.
Tenemos pues que, para i = 1,2, g;"* = 7", Puesto que m;n; > nq +ny — med(ng,ny), se tiene que

o;"" contiene a la palabra v = prtna—med(nin2) g cyal tiene longitud

long(v) = long(T) (n1 + nog — mCd(’le,’ng)) = kl + kQ — mcd(kl, kz)

2 = 1: Supongamos que v es un prefijo comin de o}, i = 1,2, de longitud ki + ko — mcd(k1, ko).
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que k; < ko, e, inicialmente, que mecd(k;, k2) = 1. Escribamos
0i = Sio - Sik;i—1. Como ambos 07! y o4y'? poseen un prefijo comidn de longitud ki + k2 — 1, se tiene
que

Vk < kl + k? —1: S1,k mod k; = S2,k mod ko -

En particular, $1 (s, 4ks) mod k1 = $2.k25 VE2 < k2. Y por tanto, $i (x,k.) mod ky = 52,0, V&1 < k1.
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Ahora bien, como mcd(k1, k2) = 1, tenemos que el conjunto de indices {(k1k2) mod ki|k1 < ki}
coincide con todo el intervalo [0, k3 — 1]. Por tanto, tenemos que V&1 < ki : 81,4, = S2,0-

Asi pues, resulta valida la condicién 1., con 7 = sy o, la cual es una palabra de longitud 1.

En el caso de que med(ki, ky) = d > 1, consideremos el alfabeto X' = ¢, Entonces o, y o3, vistas

como palabras en (Zd)*, tienen longitud &} = %1 y kb = %2 respectivamente, y aqui, med(k, k) = 1.

Asi, este caso se reduce al anterior y consecuentemente también en este caso resulta valida la condicién

1.

Para concluir esta seccion veamos una condicién necesaria para que dos palabras conmuten bajo la
operacion de concatenacion.

Proposiciéon 1.2.6 Sean 01,02 € ¥* dos palabras tales que o109 = o201. Entonces
IreX*, ni,ns € IN: (o =7") & (09 = 7"2).

En efecto, supongamos que o109 = 0901 y que long(oy1) > long(os). Por el Teorema de Levy, existe una
palabra o1 € ¥* tal que (01 = 02011) & (01 = 01102) . Consecuentemente, o1 y 02 conmutan. Asi, que por
la misma razén, o2 € X* : (011 = 09012) & (011 = 012092) .

Consecutivamente, en tanto que long(oy x—1) > long(oz), se tendra que ha de existir una oy , € £* tal
que (01,,@71 = 02017,{) & (01,,@71 = Ul,NUZ) .

Asipues, 3q1 € IN : (01 = 03'11) & (0271 = T102) & (long(m1) < long(os)), donde 71 = o7 4, -

Igualmente, 3g» € IN : (09 = 7/°712) & (1172 = 7271 ) & (long(m1) < long(71)), donde 70 = 09 4, .

Reiterando este procedimiento construimos una sucesién de palabras (73 ), tal que para todo k,
(Th-1 = 7" g1) & (TiThg1r = o1 7r) & (long(rx) < long(7y)) .

Observe el lector la similitud que existe entre este procedimiento y el calculo del maximo comin divisor
de long(oy),long(oe) mediante el Algoritmo de Euclides. Como las longitudes de las palabras 7; estdn
decreciendo, en un momento se haran cero. Sea 7 la tdltima palabra no nula en esa sucesién. Pues bien, se
tiene que Ing,ny € IN : (07 = 7™ ) & (00 = 772).

Orden lexicografico

Sea Y. un alfabeto dotado de un orden “<”, por ejemplo, para el alfabeto ASCII consideramos el orden usual.
Extendemos el orden “<” de ¥ a un orden “<;;” de ¥* mediante la definicién siguiente:
Voi,00 € "1 01 <02 & 1) 01 es un prefijo de o9, 0 bien

ii) la primera posicién en la que difieren oy y o9, el simbolo de oy es estric-
tamente menor, segin el orden de ¥, que el de o5. En otras palabras, para
cualesquiera tres palabras 7y, 71,7 € ¥* y cualesquiera simbolos s1,s2 € ¥
rige la implicacién

o1 = T051T1
= 51 < 82
02 = T0S5272

La siguiente proposicién resume las propiedades mas elementales de este orden, llamado lexicogrdfico. Su
demostracién es mas tediosa que instructiva y por esa razén la omitimos.

Proposicion 1.2.7 El orden lexicogrdfico satisface las propiedades siguientes:
1. Es, en efecto, un orden, es decir, cualesquiera que sean las palabras o, T, v,
o<yy0
(0 <y M&(T <lyv) = o<y
(0 <&t <y0) = o=1
2. FEs lineal, es decir, Vo, 7: (0 <ig7) V(e =T)V (T <4y 0).

3. Es congruente por la izquierda, es decir, Yo, 7 : v, (0 <37 = vo <jyvT). Mas no lo es por la
derecha.
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1.2.3 Homomorfismos

Sean (S1,*1,u1) y (S2,*2,us) dos monoides con operaciones respectivas *; y *o y unidades u; y us. Una
funcién h : S; — So es un homomorfismo si
Ve,y € S1: h(zx1y) = h(z)* h(y)
h(ul) = U2

En otras palabras, un homomorfismo es una correspondencia entre monoides que preserva las operaciones.
Observacién 1.2.1 El tomar longitudes da un homomorfismo (X*,-) — (IN,+):
Yoi,09 € £*: long(o102) = long(o1) + long(os).

En efecto, sea (IN,+,0) el monoide que consta de los nimeros naturales con la suma como operacién y
el 0 como unidad. Sea ¥ un alfabeto. Ya que Voi,00 € X* : long(o102) = long(o1) + long(o2), y ademas
long(nil) = 0 tenemos que long : (X*,-, nil) = (IN,+,0) es un homomorfismo.

Ejemplos de homomorfismos.
1. Sea (Zs, +,0) el monoide sobre el conjunto Zs = {0, 1} con la operacién suma "maédulo 2”7, o, en otras
palabras, el complemento de la disyunciéon exclusiva, XOR. Sea ¥ un alfabeto y par : (¥*,-, nil) = (Z2,+,0)

la funcién definida como
0 silong(o) es par,
par : o — . .
1 silong(o) es impar.

par es, en efecto, un homomorfismo.

2. Sea ¥ un alfabeto y sea f : ¥ — X* cualquier funcién. Extendemos f a una funcién f* : X* — ¥*
haciendo

fr(nil) = mnil
VoeX* seX: f*(os) = f*(o)f(s)

f* es un homomorfismo y es, propiamente, una sustitucion de simbolos: en cada palabra, cada simbolo
s se sustituye por la particula f(s). El homomorfismo f* se dice libre de nil si para ningin s € ¥ se tiene

f(s) = nil.

3. Sea ¥ un alfabeto. Dadas dos palabras o1, 09 € X* diremos que
e o1 es un prefijo de oy si do € X* : 09 = 0y0.

e 0y es un sufijo de o5 si do0 € ¥* : g9 = 007

e 01 es un enfijo de oy si o', 0" € LT : 0y ='o0".

Sea n > 0. Consideremos la operacién suf,, : £* — $<" que actia sobre cualquier palabra suprimiendo,
si fuera necesario, un prefijo para quedarse inicamente con el sufijo de longitud n. Mas precisamente,

Suf 1 85y Sig o Siy 7P Sij_iq - Sig-
Y <7 tiene una estructura de monoide con la operacién de concatenacién, seguida de suf,,,
(01,02) — suf ,(0102).

Bajo esta transformacién que es, en efecto, un homomorfismo, todas las palabras de longitud a lo sumo n
permanecen fijas.

Sea (S,-,u) un monoide cualquiera. Consideremos el monoide aditivo sobre el conjunto de nimeros
naturales con la suma usual, (IN, +,0). Entonces se tiene que para todo s € S existe un inico homomorfismo
fs 1IN = S tal que f4(1) = s.

La imagen de tal homomorfismo es el submonoide (s"), -, vy se dice ser el generado por el elemento s € S.
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Un antihomomorfismo entre dos monoides (S1,*1,u1) y (Sa, %2, us) es una funcién h : S; — Ss tal que

Vz,y € S1: h(z*x1y) = h(y) *s h(z)
h(u1) = wus

es decir, es una operaciéon que en el contradominio ”conmuta” a la operacion.
Ejemplos.
1. Si Sy es conmutativo, entonces cualquier homomorfismo es también un antihomomorfismo.

2. Sea ¥ un alfabeto y sea reverso : ¥* — ¥* la funcién que intercambia de derecha a izquierda los
simbolos que conforman una palabra. Inductivamente, se tiene

reverso(nil) = mnil

Vo e ¥*, s € X: reverso(ocs) = sreverso(o)
Se ve facilmente que
Voi,00 € % ¢ reverso(oi103) = reverso(oz)reverso(oy)

y consecuentemente esta funcién es un antihomomorfismo.
Las palabras fijas bajo este operador son palindromas.
Como meros ejemplos, se tiene a los siguientes:

dabale arroz ala zorra el abad
lamarlene ama en el ramal
elba mas amable
elba rodas adorable
atomo oroomota
aman aplan a canal panama

1.2.4 Relaciones de equivalencia congruentes

En un conjunto A, una relacién de equivalencia R es un subconjunto R C A2 tal que es
e reflexiva: Va € A, aRa,
e simétrica: Va,b € A, aRb = bRa, y
e transitiva: Va,b,c € A, aRb&bRc = aRc.

Una relacién de equivalencia induce una particiéon de manera natural: Para cada elemento a € A la clase
de equivalencia de a bajo la relacién R es el conjunto [a]lgp = {b € AlaRb} que consta de los elementos
equivalentes a a. Se tiene

lalr # [Blr = [arN[blr =10
Vbe AJdae A : beldr

Asi pues, la coleccion de clases de equivalencia A/R = {[a]g|a € A} es una particién de A. A/R se dice
ser el cociente de A bajo la relacién R. La cardinalidad del cociente A/R es el indice de la relacién R. La
funcién ng : a — [a]r, que a cada elemento le asocia su clase de equivalencia, es la proyeccién candnica de
A sobre el cociente A/R.

Toda relacién de equivalencia induce pues una particién en su conjunto de definicién. Reciprocamente,
si R es una particidn en A, es decir, si R es una coleccién de subconjuntos de A tal que

VR,SER : R#£S=RNS =10

A=JR

ReR
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entonces la relacién =5 definida como
Va,b€ A:a=r b< IR € R(a,b € R),

es una relacién de equivalencia que determina como cociente precisamente a la particiéon R.
A manera de ejemplos, citemos a las relaciones siguientes en un conjunto A # §:

Discreta. Sea R = (=) la relacién que coincide con la identidad en A: Va,b € A, aRb < a = b. Entonces,
para toda a, la clase de equivalencia [a] es la mdénada cuyo tnico elemento es a, y el cociente A/R se
identifica con A. En este caso, la proyeccién candnica 7w “es” la funcién identidad.

Tosca. Sea R = A? la relacién que identifica a cualesquiera dos elementos en A. La tnica clase de equiva-
lencia es A2 y la proyeccién canénica 7 es una funcién constante.

Una manera de introducir relaciones de equivalencia en un conjunto es transportando, mediante funciones,
las definidas en otros conjuntos. Si S es una relacién de equivalencia en un conjunto By f : A — B es
una funcién con dominio en un conjunto A y contradominio en el conjunto B entonces la relacién R en A
definida como

‘v’al,ag €A: a;Ray & f(al)Sf(ag)

es también una relacién de equivalencia.
Si S es la identidad en B, entonces diremos que R es el nicleo de la funcién f, y lo denotaremos nic(f).
Asi pues

nic(f) = {(a1,a2) € A?[f(ar) = f(a2)}.

Ejemplo. Consideremos a IR con la identidad y sea A = IR*. La funcién f : (z,y) — z? + y? tiene como
grafica a un paraboloide de revolucion con vértice en el origen. El nicleo de f consta de todas las parejas de
puntos equidistantes al origen, y esta relacién de equivalencia determina como espacio cociente a la coleccién
de todos los circulos concéntricos con centro en el origen. Para cada punto x € IR?, su clase de equivalencia
es el circulo que pasa por él y tiene centro en el origen. El indice de la relacién de equivalencia es infinito y
coincide con la cardinalidad de IR.

Supongamos ahora que (A, *,u) es un monoide. Una relacién de equivalencia R en A se dice ser una
congruencia si se cumple lo siguiente:

Vo1, 22,y1,y2 € At (21R22) & (y1Ry2) = (21 xy1Ras xya),
es decir, si “factores equivalentes dan productos equivalentes”.

Proposicién 1.2.8 Sean (Si,*1,u1) y (Sa,*2,u2) dos monoides y sea h : S1 — Sy un homomorfismo.
Entonces niic(h) es una congruencia en Sj.

En efecto, supongamos que (z1,z2) € nic(h) y (y1,y2) € nic(h). Hemos de probar que los respectivos
productos coinciden, es decir, que (z1 *1 Y1, %2 *1 y2) € nic(h). Pero esto es inmediato pues

h(z1 %1 y1) = h(z1) *2 h(y1) = h(z2) %2 h(y2) = h(z2 %1 y2).

Observacién 1.2.2 Si (S, *,u) es un monoide y R es una congruencia en S, entonces podemos “calcar” la
operacidn x de S en una nueva operacidn en el cociente S/R de manera que este cociente sea un monoide y
la proyeccion candnica un homomorfismo.

En efecto, para cualesquiera dos clases de equivalencia [a]g, [b]r definamos [a]r *s/g [Blr = [a * b]R.
Observamos inmediatamente que

1. la definicién de la operacién *g/p no depende de los representantes que se elija en las clases [a]g, [b]r
pues R es una congruencia:

ale[a]R,ble[b]R = al*ble[a*b]R = [al*bl]R:[a*b]R,
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2. la clase de equivalencia de u, [u]g, es la unidad en el cociente S/R, y

3. la definicién [a]r *s/g [b]r = [a * b]r puede ser reescrita como 7g(a * b) = wr(a) *s/r Tr((b), lo que a
su vez indica que la proyeccién candnica es, efectivamente, un homomorfismo.

Ejemplos.

1. Se vi6 que long : ¥* — IN es un homomorfismo. Dos palabras estan en el nicleo de long, llamémoslo
R, si y sélo si son de igual longitud. Por tanto, para cada palabra o su clase de equivalencia [o]g es el
conjunto de palabras que tienen la misma longitud que o. Si n = long(c) entonces podemos identificar a la
clase [o]g con el nimero n.

Para dos palabras 01,09 € ¥*, con ny = long(o1) y ne = long(os), tenemos que

Ny *x+ /g N2 = long(o102) = N1 + 0,

es decir, la operacién que induce la congruencia coincide con la suma usual de IV.
Asi pues, podemos identificar naturalmente al monoide (E*/R7 *Z*/R) con el monoide (IN, +).

2. La funcién de paridad par : (X%, -, nil) — (Z2,+,0) es un homomorfismo. Una pareja de palabras
estd en el nicleo de par si y sélo si sus dos componentes son de igual paridad: O bien ambas son de longitud
par, o bien ambas son de longitud impar. Escribamos

{o € ¥*|la longitud de o es par},

= Ol
Il

= {o € ¥*|la longitud de o es impar}.

Entonces ¥* /niic(par) = {0,1}, por lo que nic(par) es de indice 2, y la operacién que induce la concate-
nacion es, precisamente

*E*/kir(par) g I
0 0 1
1 10

Asi, se identifica (E*/mic(par)7 *2*/ker(pm~)) con el monoide (Zs, +).

3. Sean >0y sea suf, : ¥* — ¥* el homomorfismo que trunca una palabra para quedarse con el sufijo
de longitud a los sumo 7.

Una pareja de palabras estard en el nicleo de suf,, sélo si ambas palabras poseen un sufijo comin de
longitud a lo mds n. Asf pues hay > ! | m! = m:ntl;l
donde m es el nimero de simbolos en el alfabeto 3.

La operacién que induce la concatenacion en el cociente ¥* /nic(suf,,) coincide con la operacién definida
en el monoide ¥<": Dadas dos palabras, las concatena primero y luego toma el sufijo de longitud n.

(Z*/nu’c(sufn)7 *E*/ker(sufn)) se identifica asi con el monoide £<".

clases de equivalencia para la relacién nic(suf,,),

Sean (S, #1,u1) y (S2,*2,us) dos monoides y sea h : S; — So un homomorfismo. h se dice ser
e un monomorfismo si h es inyectiva, es decir, si Vs,t € Sy : h(s) = h(t) = s = t,

e un epimorfismo si h es suprayectiva, es decir, si Vso € Sods; € Sy : h(s1) = sa2, y

e un isomorfismo si h es a la vez un monomorfismo y un epimorfismo.

La imagen de un homomorfismo h : S; — So es h(S1) = {s2 € S2|Fs1 € S1 : h(s1) = s2}.
Escribiremos S; = S» para denotar el hecho de que los monoides S; y Sy son isomorfos, es decir, de que
existe un isomorfismo h : S; — Ss.

Observacion 1.2.3 Las siguientes relaciones se siguen inmediatamente para un homomorfismo h : S1 — Sy:
1. h(S1) es un submonoide de Ss.

2. h es un monomorfismo si y sdlo si nic(h) = {(s,s)|s € S1}, es decir, el nicleo de h coincide con la
identidad.
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3. h es un epimorfismo si y sélo si So = h(S1)
Teorema 1.2.4 (del homomorfismo.) Para cualgquier epimorfismo h : S; — Sy se tiene Sy /nic(h) = Ss.

En efecto, siendo h un homomorfismo, se tiene que nic(h) es una congruencia. Por tanto, el cociente
S1/miic(h) posee una estructura de monoide. Consideremos la funcién H : Sy /nic(h) — Sa, [s] — h(s). Es
claro que H esta bien definida (es decir, H([s]) no depende del representante que se tome para la clase [s]),
y que es un isomorfismo.

Ejemplo. Sea ¥ un alfabeto y sea f : ¥ — ¥* una funcién de sustitucion. Sea T' = (f(s)), .y, el conjunto de
palabras correspondientes a simbolos de ¥ mediante la funcién f. Sea f* : ¥* — 3* el homomorfismo que
extiende a f. Entonces f*(X*) = T* C X*. Ahora, una pareja (01, 02) estd en el nicleo de f* siy sélo si
bajo f* ambas se convierten en una misma palabra de T*. De acuerdo con el Primer Teorema Fundamental
de Homomorfismos se tiene ¥*/nic(f*) = T*.

Proposicion 1.2.9 Sea h: S; — Sy un homorfismo de monoides. Entonces:

1. SiS11 es un submonoide de Sy entonces h(S11) es un submonoide de Sy y S11/nic(h) es un submonoide
isomorfo a h(S11).

2. Si So1 es un submonoide de Sy entonces h™'(Sa1) = {s1 € S1|h(s1) € Sa1} es un submonoide de Sy y
h™1(S91)/miic(h) es un submonoide isomorfo a So;.

1.3 Propiedades de lenguajes

1.3.1 Particiones en base a un lenguaje
Congruencia lateral inducida por un lenguaje

Sea ¥ un alfabeto. Construimos en esta seccién una relacion de congruencia lateral en ¥* que utilizaremos
frecuentemente en este curso.
Sea L un lenguaje de ¥*. La relacién R, que induce el lenguaje L se define como sigue:

VYoi1,00 € X" : o1RLos & Yo € ¥ (010 € L & 090 € L). (1.1)

Es decir, dos palabras estan relacionada segin Ry, si y solo si, al anadirseles un mismo sufijo, o bien ambas
palabras resultantes quedan en el lenguaje, o bien ambas dejan de pertenecer al lenguaje.
Es facil ver que Rj, es una relacién de equivalencia. De hecho, es una congruencia derecha pues rige la
implicacion:
Voi,00 € X" : 01Rpos = Vo € ¥*(010R090).

El indice del lenguaje L es, por definicién, el indice de la relaciéon Ry,.

La nocion de indice es de particular importancia para analizar la complejidad del lenguaje.

El Teorema de Myhill-Nerode, que veremos mas adelante, asevera que un lenguaje serd regular si y sélo
si es de indice finito.

Algunas variantes

Sea ¥ un alfabeto, L un lenguaje de ¥* y sea k > 0. La relacién Ry, ; se define como sigue:
Voi,00 € X*: 01Rpoy & Vo € ¥* (long(o) <k = (010 € L & 090 € L)). (1.2)

Es decir, dos palabras estan relacionada segin Ry, i si y sélo si, al anadirseles un mismo sufijo de longitud
a lo sumo k, o bien ambas palabras resultantes quedan en el lenguaje, o bien ambas dejan de pertenecer al
lenguaje.

Es facil ver que Ry, ;. es una relacién de equivalencia, aunque no es una congruencia. Esta relacién puede
ser de indice finito, sin que ello implique que el lenguaje L sea regular.
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1.3.2 Propiedades de cerradura

Una clase de lenguajes £ es un dalgebra si es cerrada por unién y complemento y si contiene al conjunto vacio.
Es decir, si se cumplen las propiedades

el
Lel = L°=¥"—-LecLl
Ly, I, e L = LiULyeL

En una clases de lenguajes, ademds de caracterizar la solubilidad de los problemas de la palabra y de
derivacién, mencionados en la Introduccién del curso, también es importante decidir si acaso una clase dada
de lenguajes en un algebra.

Por ejemplo, la clase de lenguajes regulares sobre un alfabeto finito forma un algebra de conjuntos.

La clase de lenguajes recursivamente enumerables, es decir, aquellos que son generados por gramdticas
irrestrictas, contiene al conjunto vacio, y la unién y la intersecciéon de cualesquiera dos lenguajes en la clase
estan en la clase, sin embargo no ocurre lo mismo para la operaciéon de complementacion.

En general, si ® es un operador de aridad k, que transforma & lenguajes dados en algun otro lenguaje, un
problema importante para una clase £ de lenguajes es decidir cudndo esa clase es cerrada bajo el operador,
es decir, cuando rige la implicacién:

Ly,....,Ly e L = ®(Lq,...,L) € L.

La siguiente observacién se sigue inmediatamente de las conocidas Leyes de De Morgan, validas en el
algebra de conjuntos:

Observacion 1.3.1 Una clase de lenguajes L es un dlgebra si y solo si
1. contiene al lenguaje vacio, 0,
2. es cerrada bajo la union, y

3. es cerrada bajo la operacion de complementacion.

Hemos ya visto algunos de los operadores mas usuales entre lenguajes:
Unién. Ly + Ly = L1 ULy = {o|(6 € L1) o (0 € Ly)}: palabras que estdn en Ly o en L.
Interseccién. Ly N Ly = {o|(c € L1) y (0 € L2)}: palabras que estdn en ambos lenguajes Ly y Lo.
Diferencia. Ly — Ly = {o|(0 € L) pero (o ¢ Ly)}: palabras que estdn en L; pero no en L.
Complemento. L = ¥* — L: palabras en el diccionario que no estan en L.

Concatenacion. Ly - Ly = {o|3oy € L1,02 € Ly : 0 = 01 - 02 }: palabras formadas al concatenar particulas
en Ly y en L.

0-ésima potencia. L’ = {nil}: ménada consistente de la palabra vacia.

m-ésima potencia (m > 0). L™ = {o|Jo1,...,0m € L : 0 = 01---0n}: palabras que se forman al
concatenar m particulas en L.

Operador “estrella” (de Kleene). L* = U L"™: palabras que se forman al concatenar un conjunto finito
n>0
de particulas en L, incluida la palabra vacia.

Operador “mas”. LT = U L™ = L* — LY palabras que se forman al concatenar un conjunto finito de
n>0

particulas en L.

Mas también los siguientes serdn utilizados en este curso:
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i-ésima m-ava parte. A cada palabra del lenguaje se la divide en partes iguales y se toma la i-ésima;:
1
<i, —) L ={0;|Vj € ([1,m] — {i})3o; € L : long(o;) = long(o;) & o1---0;---0om € L} :
m

palabras que se forman al “dividir” en m partes de igual longitud a palabras en L, 1 <i <m.

m-ésimas repeticiones. L") = {o|30y € L : ¢ = o}"}: palabras que se forman al concatenar m copias
de una misma particula en L.

Raiz m-ésima. VL = {o|c™ € L}: palabras tales que al concatenar m copias de ellas producen una
palabra en L. Por tanto, L = ( ’{‘/f) (m).

Cociente izquierdo. L1\Ly; = {o|Joy € Ly : 009 € Ly }: prefijos que con sufijos en Ly dan palabras en L.

Derivada izquierda. 0%%(L) = L\{r} = {o|oT € L}: prefijos que con 7 dan palabras en L.

Cociente derecho. Li/Ly = {o|302 € Lo : 090 € L1 }: sufijos que con prefijos en L, dan palabras en L;.

Derivada derecha. 0%°"(L) = L/{r} = {o|ro € L}: sufijos que con 7 dan palabras en L.

Reverso. L™ = {c™"|c € L}.

1.4 Ejercicios

1. Proporcione tres ejemplos de monoides finitos mostrando sus respectivas tablas de operacion.

2.  En cada una de las operaciones definidas a continuacién, sobre el conjunto de nimero naturales IN =
{0,1,2,...}, decida si es acaso asociativa o si posee una unidad lateral:

i. zxy = Max{z,y}
it. xxy = Min{z,y+ 2}
. xxy = T+y+3
w., Txy = x+2y
o may = { Min{z,y} si Min{z,y} < 10,
o Max{z,y} si Min{z,y} > 10.

3. Sea S un conjunto no vacio dotado de una operacién binaria * : S — S tal que
Ve,y e S: zxy=ux.

Muestre que * es una operacién asociativa.

4. Suponga que en un monoide (S, %) se cumplen las relaciones siguientes:

1. Vz xxx = x (xes idempotente,)
i. Vr,y,z,w (zxy)x(zxw) = (r*xz)*(y*w)

Muestre que entonces se cumple la relacion
Ve,y,z: xx(yxz) = (rxy)*(x*2).

Dé un ejemplo que ilustre este ejercicio.

5. Sea (S, ) un monoide y a € S un elemento cualquiera. Se define una nueva operacién “e” haciendo
Ve,y: xzey=1xz*xaxy.

Muestre que esta nueva operacién es asociativa. Dé condiciones sobre a suficientes para que esta operacion
posea unidad, y en tal caso caracterice a las unidades.
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6. Muestre que si (S, ) es una estructura asociativa finita, entonces posee un elemento idempotente, es
decir,
da€eS: axa=a.

7. Sean > 1 un entero positivo. Para cada entero z sea long,(z) el minimo entero k tal que n* > .
long,, (x) se dice ser la longitud de = en base n.

Dados z,y € IN definimos z x y = 2 - n'°"8(*) 4 ¢

Pruebe que (IV, %) es un monoide.

8. Sean Ry S dos relaciones de equivalencia sobre un conjunto dado. Sea T'= RN S, es decir,
Vae,y: 2Ty < (zRy)&(zSy).

a) Pruebe que T es una relacién de equivalencia.
b) Exprese al indice de T en términos de los indices de Ry S.
c) Sea U = RUS. Decida si acaso U es una relacién de equivalencia y justifique su decisién.

9. En IN, considere la relacién,
R = {(z,y)|z — y es positivo e impar }.

Decida si acaso R es reflexiva, o simétrica, o transitiva, o antisimétrica, o de equivalencia o de orden.

10. En (0 + 1)*, considere la relacién,
R = {(o,7)|o y T poseen el mismo nimero de 0’s }.

Decida si acaso R es reflexiva, o simétrica, o transitiva, o antisimétrica, o de equivalencia o de orden.

11. En un conjunto de 10 elementos,

a) cuente el nimero de relaciones simétricas y bosqueje un procedimiento para generar a todas ellas, una
a una,

b) cuente el nimero de relaciones reflexivas y bosqueje un procedimiento para generar a todas ellas, una
a una,

c) cuente el niumero de relaciones transitivas y bosqueje un procedimiento para generar a todas ellas, una
a una.

12. Sea R una relacién de equivalencia y sea
S={(z,y)|3z € S: (zRz)&(zRy)}.

Pruebe que S es una relacién de equivalencia. Compare el indice de S con el de R.

13. Dé un ejemplo de una relacién definida sobre algin conjunto que sea simétrica y transitiva mas no
reflexiva.

14. Dos palabras o,7 € ¥* se dicen conjugadas si dv € ¥* : gv = vT.
Pruebe que dos palabras o,7 € ¥* son conjugadas si y sélo si

da, €T (0 = apf)&(r = fa).

15. Muestre que la relacion de conjugacion es una relacién de equivalencia en el diccionario de cualquier
alfabeto.

16. Muestre que si 0 = o, donde g, € ¥* y n > 0, entonces cualquier conjugado de o es de la forma
7 = ", donde § es un conjugado de a.

17. Sea ¥ un alfabeto con m > 0 simbolos. Sea w : ¥ — [1,m] una enumeracién de ¥. Se tiene un orden
natural en X: s <t & w(s) < w(t).
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a) Extendemos w a una funcién w* : £* — @*, donde @ es el conjunto de nimeros racionales positivos,
haciendo

w*(nil) = 0
k
w*(s1 - sk) m+ly 1

=1

Decida si acaso w* es una biyeccion.
b) Pruebe que la relacién <, en X* definida como

Vo,7: 0<,7T & w (o) <w* (1),

es una relacion de orden en ¥* que coincide con el orden lexicografico inducido por w en ¥*.

c) (Si se definiera w*(sy---sp) = >, (7“;1(;;,)1 , podria concluirse lo mismo que en el inciso anterior ?

18. Decida cudles de las siguientes relaciones se cumplen para cualesquiera tres lenguajes Lq, Lo, Ly C X*:

LiNLy, = LynNnlI,
Li(LyUL3) = LiLyULyLs
LiLy, = IL2l,4
Ly(LoNLy) = ILiLanNLiL;
19. Sea h : ¥* — ¥* un homomorfismo. Decida cudles de las siguientes relaciones se cumplen para

cualesquiera dos lenguajes Ly, Lo C ¥*:

h(h(L1)) = h(L1)

h(LiLz) = h(L1)h(Ly1)
MInNLs) = h(Ly) N (L)
MInULs) = h(Ly)Uh(Ly)

20. Sea h : (04 1)* - (04 1)* el homomorfismo tal que h(0) = 1,h(1) = 01. Sea f : IN — IN la
funcién n — f(n) = long(h™(01)). Dé una expresién aritmética para calcular f. Demuestre la validez de su
expresion.



Capitulo 2

Gramaticas formales

2.1 Conceptos basicos de gramaticas

Una gramdtica es una estructura G = (V, T, P, sg) donde

V. es un conjunto de simbolos variables,
T : es un conjunto de simbolos terminales, el conjunto ¥ = V U T se dice ser el alfabeto de
la gramatica,
sop €V : es el simbolo inicial, y
PeV : es un conjunto de parejas (a,f) € (X* — T*) x ¥* llamadas producciones o reglas
sintdcticas.
Una pareja (a, ) € P se escribe como a — 3, o bien a ::= . Se dice que « es el antecedente de la regla
y que (3 es su consecuente. Si (a, 1), (e, B2),...,(a,Br) € P es un conjunto de reglas con un antecedente
comun, se simplifica la notacién y se escribe a — £1|f2| - - - | Bk, o alternativamente a ::= 81|82 - - - | Bk.

Dadas dos palabras o, 7 € X* decimos que 7 se sigue de o en G, y escribimos G F (6 — 7), o simplemente
o — 7, cuando 7 resulte de ¢ al intercambiar una particula de o, que sea el antecedente de una regla, por
el respectivo consecuente de la regla. En simbolos,

Gto—o71 & Joy,00,0,8: (a,8) € P &o = 01009 &7 = 01(03. (2.1)

. . PRI * . * . .
Decimos que 7 se deriva de o en G, y escribimos G + (¢ — 7), o simplemente ¢ — 7, si existe
una sucesion finita de palabras, cuyos primero y udltimo elementos coinciden con o y 7 respectivamente, y
cualquier elemento en la sucesion se sigue del anterior. En simbolos,

GroS3 71 & J01,00,...,0p:0=01 & =0, &Yi<n:GF (0; = 0i41) (2.2)

En tal caso, la sucesiéon de palabras y producciones o1 P03 ---0,-1FP,—10,, donde ;11 se sigue de o;
precisamente por la aplicacion de la producciéon P;, es una derivacién de 7 a partir de o. Asi pues, la
relacién “se_deriva” es la cerradura reflexivo-transitiva de la relacion “se_sigue”
El lenguaje de la gramatica es el conjunto de palabras formadas con simbolos terminales que se derivan
del simbolo inicial,
L(G) = {o € T*|G F (5o = 0)}.

2.2 Ejemplos de gramaticas

2.2.1 Proposiciones bien formadas

En el Célculo Proposicional, las proposiciones se construyen a partir de un conjunto de wvariables proposi-
cionales siguiendo un conjunto de reglas gramaticales:

29
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i) Una variable proposicional es una proposicién.

ii) La negacién de una proposicién es una proposicién también.

iii) La conjuncién, la disyuncién, la implicacién y la equivalencia de dos proposiciones es también una
proposicion.

iv) Las proposiciones se obtienen sélo mediante la aplicacién sucesiva de las reglas anteriores.

Para describir esta construcciéon mediante una gramdatica formal, podemos considerar como conjunto de
simbolos terminales al conjunto unién de los siguientes:

VarsProp = {zg,21,22,...} :  variables proposicionales,
Especial = {(,),~,A\,V,—,+} : especiales.
Como es convencional, los conectivos tienen asociada una prioridad:
Prior | Conec
1 -
2 | AV
3 —, &

donde un valor menor de Prior significa que el correspondiente conectivo se aplica mas rapido, y, en igualdad
de prioridades, el orden de izquierda a derecha determina el de aplicacién de los conectivos. Asi,

g Va2 ANZ3V I5 = Tg & Ty

se ha de interpretar como
[((mzo V z2) Ax3) V x5 — x6] & T7.

Introduzcamos entonces los siguientes simbolos variables para la gramatica formal:

(VarsProp) : variables proposicionales,

(Prop) : proposiciones bien formadas,

(PropNeg)  : proposiciones cuyo conectivo principal es la negacidn,
(PropCon) : proposiciones cuyo conectivo principal es la conjuncidn,
(PropDis) : proposiciones cuyo conectivo principal es la disyuncidn,
(PropImp)  : proposiciones cuyo conectivo principal es la implicacidn,
(PropEqu)  : proposiciones cuyo conectivo principal es la equivalencia.
(Propl) : proposiciones cuyo conectivo principal tiene prioridad 1,
(Prop2) : proposiciones cuyo conectivo principal tiene prioridad 2,
(Prop3) : proposiciones cuyo conectivo principal tiene prioridad 3,

En la tabla (2.1) presentamos las producciones de la gramatica PBF (de Proposiciones Bien Formadas).
El lenguaje generado pr PBF consta de todas las proposiciones bien formadas a partir de las variables
proposicionales x1, ..., x,.

En la presentacién de las siguientes gramaticas, utilizaremos simbolos maytusculos para denotar a los
simbolos variables y minusculos para los terminales.

2.2.2 Tercetas de igual longitud

Sea Lz = {a*bfck|k > 1} el lenguaje que consta de tres bloques consecutivos de a’s, b’s y ¢’s de iguales
longitudes. Construiremos una gramdtica para generar este lenguaje.
Consideremos las producciones siguientes:

1. S —» A inicio

2. A — aABC anddase a-es y por cada una, ha de anadirse una b y una c

3. A — abC no se anada mds a-es y equilibrese a la primera con una b y una c
4. CB — BC corranse las c-es a la derecha de las b-es

5. bB — bb cambiese las B-es variables por b-es terminales

6. bC — bc comiéncese a cambiar las C-es

7. cC — cc cambiese las C-es variables por c-es terminales
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Vi: (VarsProp) ==
(Prop) == (Prop3)|(Prop2)|(Propl)
(Prop3) == (PropImp)|(PropEqu)
(Prop2) == (PropCon)|(PropDis)
(Propl) == (VarsProp)|(PropNeg)|({Prop))
(PropNeg) := —(Propl1)|—=({Propl)) con J < 2,
(PropCon) == (PropK) A (Propl)| con K <2,
((Prop3)) A (Prop1)]
(PropK)) A ((PropJ))| con K <2,J>2,
((Prop3)) A ({(PropJ))| con J > 2,
(PropDis) :=  (PropK) V (Propl)] con K <2,
((Prop3)) V (Prop1 ),
(PropK)) V ({PropJ))| con K <2,J>2,
((Prop3)) V ({(PropJ))| con J > 2,
(PropImp) ==  (PropK) — (PropJ)]| con K <3,J <3,
(PropK) — ((Prop3))| con K <3,
(PropEqu) ==  (PropK) < (PropJ)| con K <3,J <3,
(PropK) <+ ((Prop3))| con K <3,

Tabla 2.1: Gramaética de proposiciones bien formadas.

En la tabla (2.2) vemos, a manera de ejemplo, la generacién de la palabra a®b®c® = aaabbbece.

Con la gramaética descrita, tenemos, efectivamente, que
i) toda palabra generada en ella tiene una longitud multiplo de 3, y
kpk ok

ii) toda palabra generada es de la forma a para algin k > 0.

Asi pues, el lenguaje generado por la gramética es L(gramética) = L.

S aaab CB CBC || aaab bB CCC
T ) T
1 4 5
A aaabBC CB C || aaabb bC CC
T ) T
2 4 6
a A B aaabB CB CC || aaabbb cC C
T ) T
2 4 6
aa A BCBC || aaa bB BCCC || aaabbbc c¢C
i\ 0 T
3 5 6
aaabbbcce

Tabla 2.2: Un ejemplo para la gramética de Ls.
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1. S — ABC inicio

2. AB — 0AD anddase un 0

3. DC — BO0C repitase un 0

4. DO — 0D avancese a la derecha, recordando un 0
5. D1 — 1D avdncese a la derecha, recordando un 0
6. AB — 1AE anddase un 1

7. EC — BI1C repitase un 1

8 FEO — OF avancese a la derecha, recordando un 1
9. FEF1 — 1FE avancese a la derecha, recordando un 1
10. 0B — B0 retrocédase a la izquierda
11. 1B — Bl retrocédase a la izquierda
12. AB — il terminese
13. C — nil terminese

Tabla 2.3: Graméatica que genera repeticiones de palabras.

2.2.3 Parejas de igual longitud

Sea Ly = {afbk|k > 1}. Construiremos una graméatica para este lenguaje siguiendo el esquema de la
gramatica anterior. Consideremos las siguientes producciones:

1. S - A
2. A — aABC
3. A - abC :actidan como en la gramdtica anterior,
4. CB — BC
5. bB — bb
6. ¢cC — b . omite las c-es.

Efectivamente, esta nueva gramatica genera a Lo: En cada generacion, genera una palabra de L3 y luego
suprime el ultimo bloque de ¢’s.

Evidentemente, Ly se genera también por la gramdtica S — aSb|ab.

Asi pues, un mismo lenguaje puede ser generado por mas de una gramdtica.

2.2.4 Palabras dobles

Sea L = (04 1)® = {o0|o € (04 1)*} el lenguaje que consta de las palabras formadas por la repeticién de
una particula en el alfabeto {0,1}.

Una gramdtica que genera al lenguaje L es la graméatica G mostrada en la tabla (2.3).

Una derivacién de la palabra 1001 1001 € L se muestra en la tabla (2.4).

Del ejemplo mostrado y de las producciones en la tabla (2.3) podemos ver que los simbolos tienen los
efectos siguientes:

: simbolo inicial,

: delimitador derecho del primer bloque,

: “cursor” para seguir anadiendo simbolos en los bloques generados,
: delimitador derecho del segundo bloque,

: recordatorio de que se ha generado un 0,

: recordatorio de que se ha generado un 1.

HoQT =W,

El procedimiento seguido por la gramaética es el siguiente:

1. Del simbolo inicial genera un area de trabajo, ABC: a la izquierda de A esta la palabra vacia y a la
izquierda de C' también estd la palabra vacia.

2. Cada vez que A y B sean adyacentes,
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o =
Q

N
-

1 AB 1C

1
2

104 D1 C
1

)
10A1 DC
T
3

104 1B 0C
)
11

10 AB 10C

1
2

1004 D1 0C

1
5

10041 DO C

T
5
100410 DC
1

3
100A1 0B 0C

T
10

1004 1B 00C
)
11

100 AB 100C

+
6

10014 E1 00C
I\
9
100141 EO 0C

T
8

1001410 EO0 C
I\

8
10014100 EC
1
7

1001410 0B 1C

1
10

100141 0B 01C

1
10

10014 1B 001C

4
11

1001 AB 1001C

1
12
10011001

adl®

10011001

Tabla 2.4: Un ejemplo en la generacién de repeticiones.
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(a) genera, inmediatamente a la izquierda de A, un simbolo = € {0, 1} y su correspondiente recorda-
torio X, X =Dsiz=0y X =FEsiz=1,

(b) traslada X hacia la izquierda de C,

(c) en esa posicién escribe z y recupera a B,

(d) traslada B a ser adyacente a A,

3. o bien suprime AB cuando ya no vaya a generar mas simbolos.

4. Suprime C.

2.2.5 Elevacién al cuadrado

Construiremos una gramatica G que genere a las cadenas de 1’s cuya longitud es el cuadrado de algin

nimero natural positivo. Es decir, G ha de ser tal que L(G) = L donde L = {1""|n > 1}.
Ya que para todo n, (n+1)2 =n?+2n+1=n2+n+ (n+ 1) y, al inicio, 12 = 1, la gramética, una vez

que genera una cadena de longitud n? ha de concatenarla con una de longitud n y otra de longitud n + 1.
Con esta motivacién en mente, sea G la gramatica cuyas producciones se presentan en la tabla (2.5) y

cuyo simbolo inicial es S.

Observaciones:

1. En la tabla (2.6) se muestra la derivacién de la cadena de longitud 25.

2. Z es un delimitador derecho de cualquier cadena generada.

3. Un ciclo de generacion se obtiene entre dos derivaciones con la cadena WZ como sufijo.

4. La generacién de las cadenas de longitudes n?, 2 < n < 7, se muestra en la tabla (2.7).

5. Ahi las cadenas generadas son de la forma 1V (VCH)*WZ. Sea o, la cadena intermedia de la forma

V(VCH)*. Paran > 2 escribamos o,, = 7,V C*™2). Entonces

T2

Tn+1

= nil

= 1, VC"3VC" 2 0,41

Se ve que Vn : long(o,) = n? — 3.

;02

TQVCO
Tn41 VCQ(nil)
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S — 1 L.
S - 1WWWZ HeIo
Vi — 11
cl — 11 terminacién

wz — 11
WZ — ACVZ

};
};
Lo
VT—)TCV}:
};
};

inicio reiteracién
incrementacion

CT — ACV

VA —» TC
cA — AC

wC — VB
BC — CB
BV —» CW

17T — 1VVCW} : fin semireiteracién

transposicién de A’s

transposicién de B’s

Tabla 2.5: Gramatica para elevar al cuadrado en expresién unaria.

6. GFo ,WZ 5 0, 1 WZ.
7. Una produccioén inicial genera: 1-o2W Z.
8. Consecutivamente, se forma cualquier cadena de la forma 1-0,W Z.

9. Al final a W Z se le cambia por 11 y a todas las V’s y (s se les cambia también por 1.

2.3 Equivalencia de gramaticas

Sean (G1 y G2 dos gramadticas con un mismo conjunto de simbolos terminales. Diremos que G5 subsume a
G1 si toda palabra generada en Gy es también generada en Go, es decir, si L(G1) C L(G2). Escribiremos en
este caso GG; < Gs.

Proposicion 2.3.1 La relacidn de subsuncién es una relacion reflexiva y transitiva en la clase de gramdticas
con un alfabeto terminal fijo.

La subsuncién no es antisimétrica pues dos gramaticas distintas pueden generar a un mismo lenguaje.
Una condicion suficiente, mas no necesaria, para revisar si acaso una gramatica queda subsumida por
otra la da la siguiente

Observacién 2.3.1 Sean G1 = (V,T,P1,s0) y Go = (V,T, Py, s¢) dos gramdticas con un mismo alfabeto.
Si para cada produccion (a, B) € Py se tiene que Gy + (o — ), entonces G1 < G.

Y, en efecto, si 0 € L(G1) y 0oP;, 01 -0k_1P;, 01 es una derivacién de o a partir del simbolo inicial
so en G, y para cada j, o; se deriva de 0;_; mediante una derivacion 7jo0Qj, 7j1 - - T k;—1 @i, Tk, en G,
entonces la concatenaciéon de estas ultimas derivaciones ha de dar una derivacion de ¢ a partir del simbolo
inicial sg en G5.

Dos gramaticas son equivalentes si cualquiera de ellas subsume a la otra, es decir,

G =Gy & L(Gl) = L(Gg)
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S

1VWZ

1VACVZ
1TCCVZ
1VVCWCCVZ
1VVCVBCVZ
1VVCVCBVZ
1VVCVCCWZ
1VVCVCCACVZ
1VVCVCACCVZ
1VVCVACCCVZ
1VVCTCCCCVZ
1VVACVCCCCVZ
1VTCCVCCCCVZ
1TCVCCVCCCCVZ

1VVCVCVCCVCCCCACVZ
1VVCVCVCCVCCCACCVZ
1VVCVCVCCVCCACCCVZ
1VVCVCVCCVCACCCCVZ
1VVCVCVCCVACCCCCVZ
1VVCVCVCCTCCCCCCVZ
1VVCVCVCACVCCCCCCVZ
1VVCVCVACCVCCCCCCVZ
1VVCVCTCCCVCCCCCCVZ
1VVCVACVCCCVCCCCCCVZ
1VVCTCCVCCCVCCCCCCVZ
1VVACvVCCvCcccvcccceevz
1VTCCvcCcvcccvecceeevz
1TCvCCcvCccvecccveccceevz
1vvcucvccvecveccvecceeevz
1VVCVBVCCVCCVCCCVCCCCCCVZ
1VVCVCWCCVCCVCCCVCCCCCCVZ
1VVCVCVBCVCCVCCCVCCCCCCVZ
1VVCVCVCBVCCVCCCVCCCCCCVZ
1VVCVCVCCWCCVCCCVCCCCCCVZ
1VVCVCVCCVBCVCCCVCCCCCCVZ
1VVCVCVCCVCBVCCCVCCCCCCVZ
1vVvcvcvccvecwcccvecceeevz

1VVCWCVCCVCCCCY:

1VVCVCVCCVCCVBCCVCCCCCCV

1VVCVBVCCVCCCCV:!

1VVCVCVCCVCCVCBCYCCCCCCV

1VVCVCWCCVCCCCV:

1VVCVCVBCVCCCCVZ
1VVCVCVCBVCCCCVZ
1VVCVCVCCWCCCCVZ
1VVCVCVCCVBCCCVZ
1VVCVCVCCVCBCCVZ

1VVCVCvCCcvCCvCCBYCCCCCCVY

1VVCVCVCCVCCVCCCWCCCCCCVZ
1VVCVCVCCVCCVCCCVBCCCCCVZ
1VVCVCVCCVCCVCCCVCBCCCCVZ
1VVCVCVCCVCCVCCCVCCBCCCVZ
1VVCVCVCCVCCVCCCVCCCBCCVZ

1VVCVCVCCVCCBCYV:

1VVCVCVCCVCCVCCCVCCCCBCV

1VVCVCVCCVCCCBY:

1VVCVCVCCVCCVCCCVCCCCCBY

1VVCVCVCCVCCCCW.

1VVCVCVCCVCCVCCCVCCCCCCH

Tabla 2.6: Derivacién completa de longitud 52.

G. Morales-Luna

1WWWZz
1Wvceveocewz

wvvcecveocveocveooccow z
wvvcecvceoveoocvecoveocecveooccccow z

wwveovecvecveeocveoococveoocvecoceocveccccccocwz
wvcovecvecveeocveoococveoooveocococvecococvecceccvecccccccccwz

1oy WZ=1VW Z

losWZ=1V(VC\VC?*W Z
lo,WZ=1V(VC)VC'VC*VC W Z

logWZ=1V(VC)VC'VC*VC*VC3VC3VC VW Z

(
1osWZ=1V (VC

(

(

1o WZ=1V(VC)VC'VC*VC?VC3V VOV CVCPVCIOW Z

)
)
WCWVCV VRV OO W Z
)
)

3V
aV
4%
9V
11V

W wwwww
++ + + +
++ + + +

3C
8C
15C
24C
35C

Tabla 2.7: Derivacién de longitudes n2, 2 <n < 7.

35
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S 0Cs) | 00) S 0OC A 000 4
T T T T T
3 3 s a.4 a.2
SSI0CSS) (A O A A 000
T T T T
1 1 a.2 a.3
0s 0 S) 0S8 ||OOCA A

T T T 0

2 1 S a.2

(a) (b)

Tabla 2.8: Ejemplo de una CEP generada en sendas gramaéticas equivalentes. (Se indica con una flecha sobre
cudl simbolo variable se aplica la regla indicada por el nimero de abajo.)

La relacién de equivalencia es, efectivamente, una relacion de equivalencia en la clase de gramaticas con
un alfabeto terminal fijo.

La relacién de subsuncién es en efecto una relacién de orden en el cociente de las graméticas con un
mismo conjunto de simbolos terminales partido por la relaciéon de equivalencia.

Ejemplos

Palindromas
Sea G1 = ({so}, {a,b}, P1, s0) la gramética con producciones so — nil|asgalbsob
Observamos que con la aplicacion de cada regla,

se anade un par de simbolos, aqui iguales, o bien no se anade simbolo alguno, y el simbolo que
se anade al inicio se ha de “equilibrar” con otro igual al final.

Asi pues, es muy facil ver que el lenguaje generado por esta gramatica consta de los palindromas de longitud
par sobre (a + b),
L(G1) = {0 € (a+ b)*|long(c) = 0 mod 2 & reverso(o) = o}.

Sea (G2 la gramadtica que coincide con G salvo en que contiene ademds las producciones sq — alb.
Entonces Gy genera a todos los palindromas en (a + b)*. G2 subsume a la gramatica G .

Cadenas equilibradas de paréntesis

Recordamos que las cadenas equilibradas de paréntesis (CEP) quedan caracterizadas por las siguientes
proposiciones:

a) () es una CEP.

b) Si E, F son dos CEP’s entonces tanto (F) como EF son CEP’s.

c¢) Las CEP’s son tinicamente las cadenas obtenidas por las reglas anteriores.

Asi pues consideremos la gramatica Gh = ({S},{(,)}, P1,S), donde P; consta de las reglas

S = (1(5)|SS.

De acuerdo con las reglas descritas arriba, Gy genera a las CEP’s. Por ejemplo, una derivacién de la cadena
0(0() se muestra en la tabla (2.8-(a)).
Consideremos ahora la graméatica G2 con simbolo inicial S y producciones

s) S - (A
a) A — )))S)(A|(A4

Esta gramdatica también genera a las cadenas equilibradas de paréntesis. Tan solo como un ejemplo, se
muestra la derivacién de la cadena anterior en la tabla (2.8-(b)).
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Para ver que (G; subsume a G, es decir, que toda palabra terminal generada en GGy es generada también
en G, basta observar que para cualquier o € {(,)}*:
i) G2F (S5 0) & 0 esuna cadena de paréntesis equilibrada,
i) GobF (A5 0) & 3oy : 0 =[01)] y 01 es una cadena de paréntesis equilibrada, que
incluso puede ser vacia.

De hecho, estas relaciones pueden ser demostradas simultdneamente por induccién en el nimero de reglas
aplicadas en G5 para obtener la palabra o.

En efecto, supongamos que la relacién ii) es verdadera. Entonces la i) también lo es, tan solo por la
aplicacion de la regla s). Ahora, si o se obtiene de A mediante una sola regla, esta regla ha de ser la a.1) y
en este caso ii) se cumple. Si o se obtiene de n + 1 reglas entonces la primera regla ha de ser cualquiera de
a.2),a.3),a.4) las cuales son congruentes con la hipdtesis ii).

Ahora, para ver que G2 subsume a G; hay que ver que toda cadena generada en GG; es generada también
en (G5. Para esto se procede también por induccién en el nimero de reglas aplicadas para generar una
palabra terminal o.

Si o se obtiene mediante una sola regla en G, entonces esa regla ha de ser la 1. y ¢ = (). Una derivacién
de ella en G5 es

S35 (A% ()

Ahora, supongamos que o se obtiene mediante la aplicacién de n + 1 reglas en G;.

Supongamos que la primera es de la forma 2.: S — (S). Entonces 301 € CEP tal que o0 = (01) y o1 se
deriva con a lo sumo n aplicaciones de reglas en GGy. Por induccién, tenemos que o; se deriva en G5 y por la
relacién 44) tendremos G - [A = 01)], de hecho, G F [A = o1 A]. Asi pues, una derivacién de o en Gy es

SHAD (AL (0) =0

Si la primera regla aplicada es 3.: S — SS, entonces se construye de manera andloga una derivaciéon en
Gs.
Asi pues, las dos graméaticas dadas son equivalentes.

2.4 Tipos de gramaticas

En el estudio de las gramaticas formales y de sus correspondientes lenguajes aparecen varios problemas,
entre los que se cuentan a los siguientes:

Problema 2.4.1 (de la Palabra) Dada una gramdtica G y una palabra o sobre su alfabeto de simbolos
terminales, decidir si acaso la palabra pertenece o no al lenguaje generado por G.

Problema 2.4.2 (de Derivacién) Dada una gramdtica G y una o € L(G) encontrar una derivacién en G
de o a partir del simbolo inicial de G.

Problema 2.4.3 (Formalizacién de un lenguaje) Dado un lenguaje L encontrar una gramdtica G tal
que L(G) = L, es decir, tal que genere al lenguagje L.

Estos problemas pueden ser muy complejos, e irresolubles, en general, si consideramos como “decidir’
el aplicar un procedimiento efectivo, en el sentido de Church, que en un numero finito de transformaciones
simbdlicas nos dé una respuesta positiva o negativa al problema planteado.

En toda clase de gramaticas es de suma importancia decidir la resolubilidad de los anteriores problemas
y, en el caso de que sean resolubles, calcular la complejidad de los procedimientos para resolverlos.

En la definicién siguiente presentamos algunas clases de gramaticas, las cuales coinciden con las ya
presentadas en la tabla (4).

Una gramética G = (V, T, P, sg) se dice ser

irrestricta si P C V* x (V UT)*, es decir, las producciones de la gramatica tienen como antecedentes
palabras no-vacias de simbolos variables,
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sensible al contexto con borro si las producciones de la gramatica son de la forma 0 AT — oar, donde
AeVyaore(VUT)*

sensible al contexto si las producciones de la gramatica son de una cualquiera de las formas siguientes,
1. AT » oar,donde AeV,o,7e (VUT)*yae (VUT)T,
2. sg — nil,
y ademas sg no aparece como consecuente en ninguna produccién,
libre de contexto silas producciones de la gramatica son de la forma A — a, donde A € Vy a € (VUT)*,

LR(k) sila gramética es libre de contexto y ademds satisface las restricciones enunciadas a continuacién.

i) El simbolo inicial no se deriva de si mismo mediante reglas que preserven la longitud de palabras
derivadas.

ii) Para cualesquiera variables A;, Ay € V' y cualesquiera palabras 01,09, 71,70 € (V+T)* y v1,v2 € T*
rige la implicacién siguiente:

*
S = 0'1A1U1 — O01T1U1 A1 = A2
*
S - 0'21421)2 —  092T2Uy = g1 09
T1 = T3

01T1U1 ‘long(crl'rl)+k = U2T2U2‘10ng(01‘r1)+k
donde para cada palabra o denotamos por ¢, al mayor prefijo de o con longitud a lo sumo n.

LL(k) sila gramatica es libre de contexto y ademads satisface la restriccién enunciada a continuacién.

Para cualquier variable A; € V' y cualesquiera palabras 71, m,v1,v2 € (V +T)* y 0,01, 02 € T* rige
la implicacién siguiente:

S i) 0'141)1 — O0T1U1 —*) 0'(]51
S 5 cAuy = omus S og = T =T
¢1|k = ¢2‘k

Las gramaticas del tipo LL(k) o LR(k) se dicen ser gramdticas libres de contexto deterministas.
lineal si las producciones de la gramética son de la forma A - aBf o A — a,donde A, B€V ya,B € T*,

lateral si las producciones de la gramética son todas de la forma A —» aB o A — «, donde A,B € V' y
a, 8 € T*, en cuyo caso la gramatica es derecha, o bien son todas de la forma A - Ba o A — «, en
cuyo caso la gramatica es izquierda.

Puede verse que las clases de gramaéticas asi definidas forman una jerarquia en el siguiente sentido:

lineal derecha
| = lineal = LR(k) = LC =
lineal izquierda SC = SCB = tipo 0

Cada una de las implicaciones mostradas es estricta pues sus reciprocos no son validos segin lo atestiguan
contraejemplos apropiados que iremos presentando a lo largo de este curso.

Un lenguaje L se dice ser del mismo tipo que una gramatica que lo genere.

Para concluir esta seccion presentamos en la proposicion siguiente una manera de re-escribir gramdticas
que sera de utilidad posteriormente.

Proposicién 2.4.1 Para toda gramdtica Gv = (Vi,T1, Pi,s01) y exite una gramdtica equivalente Gy =
(Va,Ts, P2, s02), con el mismo conjunto de simbolos terminales To = Ty, tal que en la nueva gramdtica las
producciones son de la forma o — 3, donde o € V', y bien f € V5 o bien § € Ty, es decir, consta de un
inico simbolo terminal. Ademds, la gramdtica G es del mismo tipo que la gramdtica G .
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En efecto, dada G1 = (V4, T4, P1, s01), para cada simbolo terminal ¢ € T;, sea v; un nuevo simbolo
variable. Hagamos Vo = Vi U {u|t € T1}, so2 = so1 y en el conjunto de produciones P, colocamos cada
una de las producciones en P, habiendo sutituido toda apariciéon de caracteres ¢t € T} por sus respectivos
v; € Vo, mas las producciones de la forma v; — t.

Por un lado, 1 estd subsumida por GGy pues toda derivacién en G; da una derivacion en Gy y, por otro
lado, de la observacién (2.3.1) se sigue que G2 estd subsumida por G;. Es claro que la gramatica G2 es del
mismo tipo que G;.

2.5 Ejercicios

1. Para la gramdtica G cuyas producciones son
S — SS|aSb|bSalablba

describa al lenguaje generado por G.

2. Considere las gramaticas G1, Gy cuyas producciones son

G1 S — mnillA

A —  cA|Ad|c|d
G- S — nillA

A — cAdled

a. Derive, en cada una de las gramaéticas, dos palabras de longitud 4.
b. Calcule L(G1) y L(G2)

3. Considere la gramética G cuyas producciones son
S — aBlba

A — alaS|bAA
B — bbS|aBB

y la palabra o = a®b?ab’a.

a. Encuentre una derivacion diestra de o.

b. Encuentre una derivacién siniestra de o.

c. Bosqueje un procedimiento tal que dada una palabra decida si acaso estd generada en la gramatica y,
en tal caso, encuentre una derivacién diestra.

4. Construya una gramaética que genere al lenguaje

L={a'v'c*|(i £5) Vv ( # k)}.
Explique su estrategia.

5. Construya una gramatica que genere al lenguaje
L= {a't’a'b!|i,j > 1}.

Explique su estrategia.

6. Construya una gramaética que genere al lenguaje
L = {0 € (0+ 1)*|o posee el mismo nimero de 0’s y 1’s}.

Explique su estrategia.

7. Construya una gramatica que genere al lenguaje

L={0"1"m >n > 0}.
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Explique su estrategia.

8. Construya una gramaética que genere al lenguaje
L={0"1%1 <n <2},

Explique su estrategia.

9. Construya una gramatica que genere al lenguaje
L={0"1"0*|k =n+m}.

Explique su estrategia.

10. Construya una gramatica que genere al lenguaje
L = {1°01Y01%|z = zy, z,y > 0}.

Explique su estrategia.

11. Construya una gramatica libre de contexto que genere a las expresiones aritméticas de C, considerando
las prioridades usuales.

12. Construya una gramatica lineal izquierda que genere al lenguaje 10*.
13. Construya una gramatica lineal derecha que genere al lenguaje ab* + ¢*.

14. Dadas dos gramaticas G, Gy construya una gramatica para generar cada uno de los siguientes lenguajes:
L(Gy) U L(G2), L(G,)L(Gy), L(G1)*.

Muestre que si ambas gramaticas son libres de contexto entonces también pueden serlo las gramaticas de
los anteriores lenguajes.

15. Sea G la gramaética con producciones
S —- YXY } : inicio
YX —-» YZ } : 7 es apuntador para duplicar,

ZX — XXZ dui

7Y — XXY uphea
X =1 terminacion
Y = il erminacto

y simbolo inicial S.
a) Derive a las palabras 14,18, 116,
b) Demuestre que el lenguaje de la gramética es {12"|n > 1}.

16. Sea G la gramdtica con producciones

S — 1 ..
S o 1VUZ : inicio
vz — 11
Vi — 11 :  terminacion
cl — 11
UZ — ACVZ
VT — TCV :
CcT — ACV
VA — TC
CA — AC
uvc — VB : transposiciones
BC —» (CB
BV — CU

17T — lVVCU} :  reiteracion
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y simbolo inicial S.
a) Derive a las palabras 12,14,19, 116,
b) Demuestre que el lenguaje de la gramaética es {1”2|n >1}.
2

Sugerencia: Recuerde que para todon >1, > " (2i—1)=n

17. Sea G la gramética con producciones

1. S — IMaD inicio

2. Ma — aaM dupliquese cada a,

3. MD — RD al concluir una vuelta, regrésese,

4. aR — Ra prosigase regresando,

5. IR — IM repitase el procedimiento,

6. MD — T para terminar, suprimase al delimitador dere-
cho,

7. al' — Ta regrésese a suprimir el delimitador izquierdo,

8. IT — il terminese.

y simbolo inicial S.
a. Genere al menos tres palabras en esa gramatica.

b) Conjeture cuél conjunto es L(G) y demuestre su conjetura.
18. Para cada m > 0 calcule el nimero de cadenas equilibradas de de paréntesis de longitud 4n = 2m.
19. Construya todos los drboles de derivacién de la palabra abababa en la graméatica S — SbS|a.
20. Dado un tridngulo (no-degenerado) su centro es el punto donde se cruzan las bisectrices de cada uno

de los angulos del tridngulo.

Sea @ el procedimiento que dado un tridngulo, une su centro con cada uno de sus vértices de manera que
el tridngulo queda dividido en tres “subtriangulos”.

Las triangulaciones de un tridngulo inicial se definen como sigue:

e El triangulo inicial es en si una triangulacién.

e Si 7 es una triangulacién, al elegir un subtridngulo cualquiera de ella y aplicarle el procedimiento ®
se obtiene una nueva triangulacién.

a. Muestre que un nimero n es impar si y sélo existe una triangulaciéon de n subtridngulos a partir de
cualquier tridngulo inicial.

b. Describa una gramatica formal que genere al conjunto de triangulaciones.
c. Cuente el numero de triangulaciones.

d. Diremos que dos triangulaciones, de un triangulo equilatero, son equivalentes si una se obtiene de la
otra mediante una isometria del tridngulo’

Para una triangulacién dada, calcule el nimero de triangulaciones que le son equivalentes.

2.6 Programas

1. Considere la regla de transformacién MAI visto en la seccién 1.2.1:

s

1Es decir, rotaciones de 5 radianes, reflexiones a lo largo del pie ortogonal en un lado que pasa por el vértice opuesto y
composiciones de esas transformaciones.
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I. o1 —  oia
II. mo —  moo
III. ogiiiTr — oar

IV. ocaar — ot

Los caracteres griegos representan a palabras en el alfabeto MAI = {m,a,i}. La
primera regla dice que a toda palabra que termina con i puede anadirsele una a,
la segunda, que toda palabra que comience con m puede repetir su “resto”, la
tercera, que cualquier cadena de tres i-es consecutivas puede cambiarse por una
a, y, finalmante, que cualesquiera dos a-es consecutivas pueden ser suprimidas.

Si g € MAI™, el drbol de derivacién de oq es el arbol (tal vez infinito, pero tal que cada nodo posee un
conjunto finito de hijos) Araar(og) cuyos nodos estdn etiquetados por palabras en MAI* y cuyas aristas lo
estan por las producciones I, II., TII. o IV. definido recursivamente como sigue:

1. La raiz de Arpai(0oo) tiene como etiqueta a og.

2. Para cada nodo de Arpai(oo), digamos que etiquetado con la palabra o, si no se le puede aplicar
ninguna produccion a o entonces este nodo se declara como hoja, en otro caso,

(a) pongamos un contador de hijos h igual a 0, y apliquemos, en tanto sea posible, las reglas siguientes
en el orden en que las presentamos:

(b) si o termina con i, ¢ = o114, hacemos h := h + 1 y le anadimos un h-ésimo hijo a o etiquetdndolo
con o1ia, y a la arista que los une con 1.,

(c) sio comienza conm, o = moyq, hacemos h := h+1 y le anadimos un h-ésimo hijo a o etiquetdndolo
con mo101, y a la arista que los une con II.,

(d) si o contiene la cadena iii, para cada vez que aparezca esa cadena, es decir siempre que podamos
escribir ¢ = o4141471, hacemos h := h + 1 y le anadimos un h-ésimo hijo a ¢ etiquetandolo con
o1a1, y a la arista que los une con III.,

(e) si o contiene la cadena aa, para cada vez que aparezca esa cadena, es decir siempre que podamos
escribir ¢ = ojaat;, hacemos h := h + 1 y le afiadimos un h-ésimo hijo a ¢ etiquetandolo con
0171, y ala arista que los une con IV.

Escriba un programa que reciba una cadena og € MAI* y un numero natural n y enliste los n primeros
nodos de Arpa1(og) en un recorrido “a lo ancho” (si no los hubiere ha de indicar que éste es el caso).

2. Considere la gramatica del recuadro siguiente:

I. S — 04B II. A1 —» SB1 IV. 1B —» 0
1. A0 —» SOB V. B — SA
VIL. B — 01

El drbol de derivacién de S es el arbol (tal vez infinito, pero tal que cada nodo posee un conjunto finito
de hijos) Arq cuyos nodos estan etiquetados por palabras en (S 4+ A+ B+ 0+ 1)* y cuyas aristas lo estan
por las producciones I, II., III., IV., V., VI. definido recursivamente como sigue:

1. La raiz de Arg tiene como etiqueta a S.

2. Para cada nodo de Arg, digamos que etiquetado con la palabra o, si o € (0 + 1)* entonces este nodo
se declara como hoja, en otro caso, se aplica la produccién que corresponda, examinando o por la
izquierda y las producciones en el orden enlistado.

Escriba un programa que partiendo del simbolo inicial S y un numero natural n, enliste los n primeros
nodos de Ar¢g en un recorrido “a lo ancho” (si no los hubiere ha de indicar que éste es el caso). Decida si el
lenguaje de esta gramatica es o no vacio.

3. Siguiendo la idea del algoritmo de Markov mostrado en la seccién 1.2.3, disenie un algoritmo de Markov
para multiplicar por el entero 5 nimeros enteros en binario. Escriba un programa que reciba como entrada
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la representacion en base 2 de un entero n y muestre visualmente la aplicacion sobre él del algoritmo que lo
“quintuplica”.

4.  Enumeracién con representacién en octetos: Utilice la representacién en base 256 = 28 de los nimeros
enteros. Cada digito en tal representacién es un byte. Un arreglo de k bytes a = [ag_1,ak—_2,...,a1,ao],
0 < a; < 255 representa al nimero

Ma = agp_1256F 1 + ar_2256F72 + - + a1256" + ap.

Imprima a cada digito a; como una pareja de digitos hexadecimales: 00 =0, ..., F'F = 255
Para un alfabeto ¥ de m caracteres considere la enumeracion ¢ : ¥* — IN definida en la Proposicién
2.2.4.

Escriba sendos programas para los problemas siguientes:
1. Dada m y una cadena o € ¥*, calcule ¢(o) y lo exprese representado en octetos.

2. Dada m y un nimero entero x representado en octetos, calcule o € ¥* tal que = = ¢(0).

5. Sea A ={ay,..., a,} un conjunto de n elementos. Para cada relacién binaria R C A x A, consideremos

la matriz Mp = (my;) € {0,1}"*" llamada de adyacencia, tal que

i,j<n
. 1 si R(ai,ay )
i<n: my; = I
Viij <n:om { 0 en otro caso.
Escriba un programa que dados n € IN y una matriz M € {0,1}"*" decida (de manera efectiva y
eficiente) si la relacién R cuya matriz de adyacencia es M es:

1. reflexiva,

2. simétrica,

3. antisimétrica,
4. transitiva,

5. de equivalencia,
6. de orden.

De la evidencia que dé este programa, conjeture cudntas relaciones que sean a la vez reflexivas, simétricas,
antisimétricas y transitivas puede haber en un conjunto de n elementos. Demuestre que su conjetura es
correcta.

6. FExperimento de conteo a la Monte Carlo de relaciones de equivalencia: Escriba un programa que dado
n, genere de manera aleatoria una relacién que sea a la vez reflexiva y simétrica.

Escriba un programa que dados n y k, realice k veces el experimento siguiente: Genera de manera
aleatoria una relacién que sea a la vez reflexiva y simétrica. Si ésta fuese también transitiva incrementa un
contador. Luego de las k repeticiones, el programa ha de calcular la razén del contador entre k.

i A cudles valores, en funcién de n, esperaria usted que converjan esas razones, cuando k se incrementa,
arbitrariamente?

Pruebe este programa para valores de n entre 20 y 100 y de k£ no menor que 10°.

7.  Experimento de conteo a la Monte Carlo de relaciones de orden: Escriba un programa que dado n,
genere de manera aleatoria una relacién que sea a la vez reflexiva y antisimétrica.

Escriba un programa que dados n y k, realice k veces el experimento siguiente: Genera de manera
aleatoria una relacion que sea a la vez reflexiva y antisimétrica. Si ésta fuese también transitiva incrementa
un contador. Luego de las k repeticiones, el programa ha de calcular la razon del contador entre k.

i A cudles valores, en funcién de n, esperaria usted que converjan esas razones, cuando k se incrementa,
arbitrariamente?

Pruebe este programa para valores de n entre 20 y 100 y de k no menor que 10°.
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8. Escriba un programa que dado n, genere de manera aleatoria una relacién de equivalencia en un conjunto
A de n elementos. Para cada tal relacién R, describa al cociente A/R y calcule el indice de R.
Repita este experimento y grafique una tabla de frecuencias considerando los indices.

9. Escriba un programa que dado n, genere de manera aleatoria una relacién de orden en un conjunto A
de n elementos. Para cada tal relacién R, dibuje a su gréfica dirigida G4, g): los nodos son los elementos
de A y entre dos nodos z,y, x # y, habra una arista de = a y si xRy y no hay un tercer elemento z tal que
2Rz y zRy.

10. Sea ¥ un alfabeto. Considere la relacién de orden:

Prefijo: Una palabra es menor que otra si es un prefijo de ella. Voi,00 € ¥*:

01 <pre 02 & ITEX 103 =01T.

Escriba programas para resolver cada uno de los problemas siguientes:
1. Dadas dos palabras o, 05 decida si acaso una es menor que la otra.

2. Para un conjunto dado de palabras S = {0;}i<i<m calcule la matriz de orden M = (m;j;); j<n:
mij:1<:>ai§aj.

Una cadena es un subconjunto ordenado linealmente, es decir, cualesquiera dos elementos de ella se
comparan entre si. La cadena es maximal si no estd contenida propiamente en ninguna otra.

En este caso encuentre todas las cadenas maximales posibles.
11. Sea ¥ un alfabeto. Considere la relacién de orden:

Momnotonia: Una palabra es menor que otra si todos sus simbolos aparecen, en el mismo orden, en ella.
Vo1 = 81181k, 02 = Sa21* - Sap, € X7

01 <mon 02 & 3¢ 1 [1, k1] = [2, ko] creciente ,Vj < k1 1 515 = S24(j)-

Escriba programas para resolver cada uno de los problemas siguientes:
1. Dadas dos palabras 01,0, decida si acaso una es menor que la otra.

2. Para un conjunto dado de palabras S = {0;}i1<i<m calcule la matriz de orden M = (m;;); j<n:
mz‘jzlﬁUz‘SU]’.

Encuentre todas las cadenas maximales posibles.

12.  Sea A = {a1,...,a,} un conjunto de n elementos. Para cada operacién binaria - : A x A — A,
consideremos su tabla de multiplicacion M = (mi;); ;,, € [1,n]"*", tal que
Vi,j <n: Qm;; =a; aq;

Escriba un programa que dados n € IN y una matriz M € [1,n]"*" decida (de manera efectiva y eficiente)
si la operacion cuya tabla de multiplicacién es M es:

1. conmutativa,

2. posee una unidad derecha,

3. posee una unidad izquierda,

4. asociativa,

5. dado que existe una unidad, decidir si cada elemento posee un inverso,

6. un monoide,
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7. un grupo.

13.  Consideraremos conjuntos A = {as,...,a,} de n elementos con una operacién binaria - : A x A —
A, dada por su tabla de multiplicacion M = (mij)ingn € [1,n]™*™ en los que se define una relacién de
equivalencia mediante su matriz de adyacencia, R € {0, 1}"*".

Escriba un programa que dados n € IN, una tabla de multiplicacién M € [1,n y una equivalencia
R € {0,1}™*" decida (de manera efectiva y eficiente) si la equivalencia es congruente con la multiplicacién.
En tal caso, calcule la tabla de multiplicacién del cociente A/R.
Sugerencia: Ejemplifique considerando dos numeros primos p,q. Haga n = p-q. Considere la operacion
(i,j) = (1 =1)(j — 1) mod n + 1 y la relacién iRj < i = j mod p. Ejemplifique también considerando la
tabla de mutiplicacién del grupo de permutaciones Si, con k! elementos. Considere como relacién ¢Ry si y
s6lo si la composicién ¢ o) es una permutaciéon par. (Revise un libro de Algebra Moderna, si fuera necesario,
para aclarar la terminologia que uso.)

]]TLXTL

14.  Producto de monoides: Dados dos monoides A; = (A1, 1,u1) y As = (Az, 2, us) el monomio producto
de ellos dos es A3 = (A3, '3,u3), donde A3 = Ay X Ay, la operacién estd definida “componente-a-componente”

3t ((-’1311>~"612) ) (-’E21>$22)) = (-”611:-”1312) '3 (-”621:-”1322) = ($11 121,212 2 -”1322)

y us = (u1,us). Si ny es el numero de elementos en A; y my el de A, entonces su producto tendrd
n3 = nins elementos. Enumeremos a los elementos de Az como (akg)Zil, donde Vi, j : ag(i ) 3 = (a1, aj2),
yo:(i,5)—~ (i —Dna+ 7.

Escriba un programa que dados dos monoides A;, As con sendas tablas de multiplicacién M; € [1,n,]™*™,
M, € [1,ns]™2*"2, escriba la tabla de multiplicacién del producto As, de acuerdo con la enumeracién ¢.

15. Homomorfismo de monoides: Escriba un programa que dados dos monoides A1, Ay con sendas tablas de
multiplicacién M; € [1,n]™*™, My € [[1,n9]"2*"2, decida si existe o no un homomorfismo ¢ : A; — A,.
En caso de que exista, localice un homomorfismo, y de hecho a todos los posibles homomorfismos.

16. Sea Z,, el anillo de enteros mddulo m. Sea Mat,x,(Zm) el conjunto de matrices n x n con entradas
en Z,,. Con la multiplicacién de matrices, Mat,, x,(Zy,) forma un monoide. Si A, B € Mat,x (%) son dos
matrices, cualquier palabra o € (A + B)* determina una matriz en Mat,x,(Zy), a saber, la que se obtiene
al interpretar la conjunciéon de dos simbolos como el producto de matrices. Introduzcamos la relacién de
equivalencia en (A + B)* siguiente:

0 =T <& o0 =7 vistas como matrices en Mat, x,(Zy,).

El cociente (A + B)*/ = resulta ser un submonoide de Mat,xn(Zm)-

Escriba un programa que dados m y n y dos matrices A, B € Mat,«xn(Zy,) calcule a los elementos en
(A4 B)*/ =y asu tabla de multiplicacién.
17. Dada una palabra o € X, un periodo es un prefijo 7 de o tal que o es un prefijo de alguna potencia de
T, es decir, 0 <ppe 7% para alguna k.

Escriba un programa que dada una palabra ¢ calcule todos sus periodos y escriba una lista de las
longitudes de los periodos.

18.  Una palabra o € X se dice ser libre-de-cuadrados si no contiene ningun enfijo de la forma 77, con
T # nil.

Escriba un programa que dados n y m escriba una lista de todas las palabras de longitud a lo sumo n
que estdn libres de cuadrados sobre el alfabeto de m simbolos {a, b, c, ..., m-ésima letra}.

19. Sea A; = (a+b) el alfabeto consistente de dos simbolos, y sea A = A; N A2 N A? el lenguaje consistente
de las 14 palabras de longitud a lo més 3 sobre A;.

1. Escriba un programa que dados n y un subconjunto no vacio X C A enliste al conjunto X,, conformado
por las palabras de longitud a lo mas n formadas al concatenar particulas en X.

2. Para cada n defina la relacién de equivalencia: X =, Y © X,, = Y,,.

Escriba un programa que dado n escriba la matriz de adyacencia de =,,.
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20. Dos palabras o, 7 se dicen conjugadas si existe una tercer palabra v tal que ov = vr. Esta relacion es
de equivalencia.

Escriba un programa que dados m y n dé las clases de equivalencia de la relacién de conjugacion restringida
a las palabras de longitud n sobre un alfabeto de m simbolos.

Conjeture cuintas clases ha de haber, en términos de m y n.

21.  Escriba un programa que dados m, y dos palabras ¢ y 7, sobre un alfabeto de m simbolos, donde
o antecede a 7 en el orden lexicografico, calcule cudntas palabras estdn entre o y 7 (contando a 7 pero
excluyendo a o, segin ese orden).

22. Derivacion guiada en gramdticas formales: Escriba un programa que dada una gramaética formal
G = (V,T, P, sg) le permita a un usuario derivar de manera interactiva palabras, seleccionando producciones
a aplicarse en particulas de la palabra actual.

En otras palabras, divida la pantalla en dos sectores, en cada uno de los cuales ha de poder hacerse
“scrolling”. En el primero se muestra las producciones enumeradas. En el segundo se deriva palabras. La
palabra actual es la dltima linea de este segundo sector. El usuario ha de “remarcar” una particula en la
palabra actual, ha de indicar cudl produccién quiere aplicar y el programa aplicard esa producciéon dejando
el resultado como palabra actual.

23. Problema de la palabra en gramdticas libres de contexto: Escriba un programa que resuelva el Problema
de la palabra en gramdticas libres de contexto, buscando derivaciones siniestras (“leftmost”).
Para una gramaética libre de contexto G = (V, T, P, sg) y una palabra dada o decida si acaso o € L(G).
Si ¢ = 7AT es una palabra que posee un prefijo comin con o, 7, consistente de simbolos terminales
y A es un simbolo variable, entonces vea cuales producciones con antecedente A tienen consecuentes que
“empaten” con o. Opte por las primeras. Proceda de esta forma hasta reconocer a o. Si fallara entonces
realice “backtracking” considerando otras producciones que empaten con o.

24. Disene una gramatica que genere al lenguaje

LPatenciasDeDas = {12 |n Z 0}
Escriba un programa que dado n muestre visualmente la manera en la que hay que aplicar las reglas para
on
generar 1° .

25. Disene una gramatica que genere al lenguaje

2
LCuadrados = {1n ‘n 2 2}

Escriba un_programa que dado n muestre visualmente la manera en la que hay que aplicar las reglas para
generar 1" .
Sugerencia: Observe que paratodon > 0: (n+1)2 =n%+2n+ 1.

26. Disene una gramadtica que genere al lenguaje

Lijz‘j = {aibjaibj|i,j Z 1}.
Escriba un programa que dados i, j muestre visualmente la manera en la que hay que aplicar las reglas para
generar a'b’!a’b?.

27. Considere a la gramdtica con producciones
S— DAIla ; D—S|d ; A= Sla ; I =S|

Escriba un programa que dado n > 0 genere una palabra terminal de longitud 2n + 1.
Escriba un programa que dado n > 0 cuente el nimero total de derivaciones posibles para arribar a una
palabra de longitud 2n + 1.

28. Cuenta de palabras en gramdticas libres de contexto: Escriba un programa que para una gramatica libre
de contexto G = (V, T, P,sy) y para un numero n cuente cudntas palabras de longitud n se derivan en G.



Capitulo 3

Autématas finitos y expresiones
regulares

3.1 MaAaquinas secuenciales

3.1.1 Maquinas de Mealy

Una mdquina de Mealy es una estructura de la forma

MMe = (Q, Ent, Sal, tran, res, qo)

donde
@ : esel conjunto de estados,
Ent : es el alfabeto de entrada,
Sal : es el alfabeto de salida,
tran : @ x Ent — @), es la funcion de transicion,
res : @ x Ent — Sal, es la funcién de respuesta, y
go € Q : es el estado inicial.

La semdntica procedimental de la maquina de Mealy es la siguiente:

Al inicio de cualquier computacién, la maquina se encuentra en el estado gq. Posteriormente,
cuando la maquina se encuentra en un estado ¢ € @, y recibe una literal de entrada e € Ent,
entonces emite el simbolo de salida s = res(g, e) y transita al nuevo estado p = tran(q,e).

Graficamente, representamos esto de la siguiente manera:

qo es el estado inicial. Si se estd en ¢ y llega e entonces se emite s = res(q, e)
y se transita a p = tran(q, e).

Ejemplos

1. Residuos médulo 4: Sin € IV entonces ' = 1™ es la representacidn unaria de n.

Presentaremos una maquina que calcula el residuo médulo 4, de una cadena de 1’s, cuando se ve a esa
cadena como la representacién unaria de un nimero no-negativo.

47
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ia
1/2

1/0
&

tran | 1 res | 1

A Go | i1 G |1

1/3 G | ¢ G |2

qz2 | g3 q |3

q3 | do q3 | 0

(a) (b)
Figura 3.1: Maquina de Mealy para el calculo de residuos médulo 4 en representaciéon unaria.

Representamos graficamente a la maquina en la figura (3.1-a).

Esta maquina es Mmod a4 = ({qo,q1,92,43},{1},{0,1,2,3}, tran, res, qo) donde las funciones tran y res
estdn dadas como sendas tablas en la figura (3.1-b).

Aqui se puede confundir el conjunto de estados con el alfabeto de salida de manera muy natural: el

i-ésimo estado es un i-ésimo simbolo de salida.

2. Repeticion final de un mismo simbolo: Construyamos una méquina de Mealy que reconozca a las
palabras en (0 + 1) que terminan con la repeticién de un mismo simbolo. Es decir, que reconozca a palabras
en el alfabeto L = (0 4+ 1)*(00 + 11). Gréficamente, presentamos a la mdquina en la figura (3.2).

La interpretacién de cada estado es natural:

qo : estado inicial,
po : estado de “haber llegado un 07,
p1 : estado de “haber llegado un 1”.

Se tiene una respuesta afirmativa cuando se permanece en un mismo estado.
Las componentes de la maquina son pues Q = {qo,po,p1}, Ent = {0,1}, Sal = {n,s} y

tran | 0 | 1 res | 0] 1
qgo | Po | P1 o || M
Do | Po | P1 bPo| s |1
P1 | Po | D1 pr|nj|s

3. Maquina expendedora de golosinas: Consideremos una maquina expendedora de golosinas, de $4
pesos cada una, que recibe monedas de $1, $2, $5 y $10 pesos. Supongamos que la maquina funciona bajo
los siguientes supuestos:

e ¢l costo de las golosinas puede cubrirse con cualquier combinacién de monedas aceptables,

e la maquina sélo da cambio en monedas de $1 peso, las cuales estdn almacenadas en una alcancia. Si no
puede dar cambio, es decir, si el contenido de la alcancia no es suficiente, regresa la moneda insertada,

y
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Figura 3.2: Mé4quina de Mealy para reconocer palabras que terminan con un simbolo repetido.

e sblo se puede insertar monedas en orden inverso a su denominacion.
Codifiquemos el funcionamiento de la maquina con los conjuntos siguientes:

e Monedas a insertarse:

mqg : ninguna moneda se inserta,
my : moneda de un peso,
mo : moneda de dos pesos,
ms : moneda de cinco pesos,
mig : moneda de diez pesos.
e Respuestas de la mdquina:
so : continlda sin mas,
s1 : entrega una golosina,
s9 : da un peso de cambio,
s3 : devuelve la moneda insertada.
e Fstados de la mdquina:
qo : estado inicial,
Vi €[0,5]:a; : resta por devolver i pesos,
Vj€[l1,2]:b; : falta por pagar j pesos cuando se inici6 el pago con $2,
Vk €[1,3]:¢; : falta por pagar k pesos cuando se inici6 el pago con $1.

e Depdsito en la alcancia:

Vi€ [1,6] :p; : NO alcanza a haber i pesos,

pr : al menos hay $6 pesos.

La maquina de Mealy que modela el funcionamiento de la maquina expendedora tiene como alfabeto
de entrada el producto cartesiano del conjunto de monedas aceptables con el conjunto que codifica a los
depdsitos de la alcancia. Hay pues 5 x 7 = 35 simbolos de entrada m,p,. El alfabeto de salida estd dado
por las 4 posibles respuestas que da la maquina expendedora. Hay 1+ 6 + 2 + 3 = 12 estados.

A grandes rasgos las transiciones se definen como se muestra en las tablas (3.1) y (3.2).
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Vi <6: si se inserta una moneda de $10 pesos y no hay
tran(qo, miop;) Qo cambio suficiente, se devuelve la moneda y se reini-
res(qo, miop;) = S3 cia el proceso,
tran(go, miopz) = a5 | ya que lo hay, procédase a dar cambio,
res(qo, MioP7) = S2
Vk=5,4,3,2,1: para P = p;, cualquiera que sea j, contintese de-
tran(ag, moP) = ap_ volviendo un peso hasta completar el cambio.
res(ag, moP) = s Obsérvese que aqui, en principio, puede haber
combinaciones (ay,p;) contradictorias. Sin em-
bargo, la interpretaciéon que se esta construyendo
excluye que aparezcan esas inconsistencias.
tran(ag, moP) = qo al terminar de dar el cambio, se entrega la golosina
res(ag,moP) = s | y se reinicia el proceso.

Tabla 3.1: Transiciones y repuestas de la maquina expendedora.

Qo si se inserta una moneda de $5 pesos y no hay cam-
S3 bio, se devuelve la moneda y se reinicia el proceso,

ap si hay monedas en la alcancia, i.e. P # p;, en-
res(qg, ms P So tonces se da el peso de cambio,

tran(qo, ms P ba se insertan $2 pesos y se espera a completar el

tran(qo, msp1)

)

( )

( )

( )
res(qo,m2P) = sp | importe de $4 pesos,

( )

( )

( P)

P)

)

)

res(qo, msp1
tran(qg, ms P

Il

Il

tran(by, mo P Qo habiéndose completado el costo de la golosina, se
res(by, mo P S1 lo entrega y se reinicia el proceso,

tran(by, mq = ¢ se inserta un peso mas y hay que esperar a que
res(ba, my = so | llegue el tltimo,
tran(be, MP) = by si llega una moneda con denominacién mayor M =
res(by, M P S3 ms, Mg entonces se la devuelve y se continta la
espera,

tran(go,m1P) = «¢3 | sise inicia el pago con una moneda de un peso hya
res(go,m1P) = so | que esperar los otros tres pesos,

Vk=3,2,1: se continla el pago, recibiendo un peso a la vez.

tran(cg,m1P) = cp_1 Aqui ¢g = ag. Si se recibe monedas de mayor
res(ck,miP) = sp denominacién, se develve éstas.

cualquier otra posibilidad (Estado,Entrada) es in-
consistente e inalcanzable en la méquina.

Tabla 3.2: Transiciones y repuestas de la maquina expendedora (cont).
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Figura 3.3: Maquina de Moore para calcular congruencias médulo 3 de nimeros dados en binario.

3.1.2 Maquinas de Moore

Una mdgquina de Moore es similar a una de Mealy, salvo en que la respuesta sélo depende del estado actual
de la maquina y es independiente de la entrada. Precisamente, una maquina de Moore es una estructura de
la forma

MMo = (Q, Ent, Sal, tran, res, qo)

donde
@ : esel conjunto de estados,
Ent : esel alfabeto de entrada,
Sal : es el alfabeto de salida,
tran : @ X Ent — @, es la funcién de transicion,
res : @ — Sal, esla funcién de respuesta,
go € Q : es el estado inicial.

La semdntica procedimental de la maquina de Moore es la siguiente:

Al inicio de cualquier computacién, la maquina se encuentra en el estado gg. Posteriormente,
cuando la maquina se encuentra en un estado ¢ € @), y recibe una literal de entrada e € FEnt,
entonces transita al nuevo estado p = tran(q, e) y emite el simbolo de salida s = res(p).

Ejemplos

1. Congruencias mddulo 3: Supongamos que se da un nimero n € IV en su representacién binaria y
se quiere calcular su residuo médulo 3.

Consideremos la maquina cuya representacién grafica se muestra en la figura (3.3).

Las funciones de transicion y de respuesta quedan especificadas de manera tabular como sigue:

tran |0 |1 Tes
go | 90 | 1 q | 0
Q1| 4g2 |9 @ |1
2|0 | q2 g | 2

Por induccién en la longitud n de cualquier palabra o € (04 1)*, que sea la representacién en binario de
un nimero z, se puede ver que la respuesta final obtenida al aplicar o es £, mod 3.

En efecto, para n = 1, con las palabras '0’ y "1’ se tiene las respuestas correctas 0 y 1. Sea n > 0.
Supongamos que para una palabra o, de longitud n — 1, se tiene como respuesta final i, donde x =i mod 3 y
z es el numero representado en binario por o. Para s € (0 + 1) el nimero representado por la concatenacién
de o con s, s es 2z + s, el cual es congruente médulo 3 con 2i + s mod 3. Al tabular estos tltimos valores
se tiene

N = O
=N OO
N O ==
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tran| 0O 1 2 3 4 5 6 7 & 9
go |90 q1 492 43 Qg4 dqo ¢q1 42 {43 Q4
MMo r1r?0d s g1 |9 ¢ Q92 43 Qg4 qo G¢1 42 (3 Q4
g2 |9 ¢1 Q92 43 Qg4 qo 1 q2 (3 Q4

g3 190 q1 492 43 g4 do ¢q1 42 {43 Q4
g4 |90 g1 Q92 43 Q44 do q1 42 {3 Q4

tran| 0O 1 2 3 4 5 6 7 & 9
go |90 q1 492 43 44 g5 g6 do 41 QG2
q1 1493 44 Q45 46 qo q1 42 43 d4 (G5

MMoranod .o 92 | 96 qo q1 G2 43 44 G5 G qo q1

g3 1492 g3 44 45 Q4 qo G1 42 43 Q4
g4 |95 g6 do 491 42 43 G4 g5 ds qo
g5 |91 492 43 44 45 4 Go 41 42 (g3

g6 | 44 45 QG qo q1 Q42 43 Q44 (5 (e

tran 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
qQo| 90 @1 QG2 43 Qg4 QG5 gs Qg7 4ds Q9
91194 4B qCc 4qo q1 Q92 g3 44 (s Qs
g2 | 97 48 Q49 gA 4gB dc 4o 41 42 Q3
43| 94 45 46 4v g8 49 4A 4B dc 4o
g4 | 91 492 g3 44 QG5 46 g7 48 (49 (dA
9 |19 4c QG0 ¢ QG2 43 Q94 45 4s qr
g6 | 48 4G9 4da 4B 4qc qo q1 G2 43 Q4
qr | 95 g6 4qr 48 g9 qgA 4B 4qc 4Go g1
g8 | 92 43 44 45 Qg 4r 48 49 4A (4B
9 |49c 4o 491 492 g3 44 45 4 4dr g8
qa | 99 49A 4B qc do q1 42 43 Q44 (G5

gqB | 96 qr Qg 49 4da 9B dCc G ¢1 Q2
qc | 93 44 45 96 dr 48 Q49 gqa 4GB qcC

10
MMo,,0q 13

Tabla 3.3: Célculo de residuos médulo 5, 7 y 13 en notacién decimal.

lo que corresponde naturalmente a la tabla de transiciones del autémata construido.
De hecho, éste es un caso particular del siguiente ejemplo mas general: Sea n > 1 una base de repre-
sentacién de nimeros naturales y sea k > 0 un nuimero natural. Sea MMo,, 4, la maquina de Moore tal

que

e posee n simbolos de entrada {0,...,n — 1},

e posee k estados {qo,...,qr—1}, y k simbolos de salida, uno por cada estado.
e tiene como transicién a la funcién (gi, 8) = q(i.n) mod ks ¥
e tiene como respuesta q; — t.

Entonces MMoy, 4, calcula el residuo médulo k de cualquier nimero en base n. En la tabla (3.3)

presentamos las tablas de transicién de las maquinas MM()IlT?Od x; bara k = 5,7,13. El lector no ha de tener

dificultad en visualizar, a partir de esos ejemplos, las transiciones de cualquier maquina MMo} 4 ;-

2. Problema de botes: Supongamos dados & > 1 botes. Para cada ¢ < k, sea ¢; € IN la capacidad,
en litros, del i-ésimo bote. Los botes pueden ser llenados de agua o bien ser vaciados de acuerdo con las
siguientes reglas:
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L; llénese el i-ésimo bote,
V; vaciese el i-ésimo bote,
M

P12
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viértase el contenido del i1-ésimo bote en el i5-ésimo hasta que aquel se vacie o éste se llene.

Si se considera a los dos primeros botes como distinguidos, se trata de caracterizar a las cantidades de
agua “constructibles” como suma de los contenidos de esos dos primeros botes.

Sean pues Estados Q = {x=(x1,..
Entradas Ent =
Salidas Sal = [0,¢1 + ¢

{Li, Vitick U{Mi iy Yiyio<hiiy2is

Las transiciones quedan caracterizadas de la siguiente forma:

. . ci sij=i,
<n A i) = LY =
Vi<n tran(x, L;) =y donde Vj : y; { Z;  en otro caso.
) . 0 sij=i
<n f ) = TR ’
Vi<n tran(x,V;) =y donde Vj : y; { z; en otro caso.
JFiia > y; =
. . 0 si Ty S Cios — Ty,
.. . ]=11 = Yi =
Viy, iz <n tran(x, M;,;,) =y donde Vj : Ti, + Xiy — €, €N Oro caso.
. C_own ta, stz <, -2,
] =12 = Y = { Ci, en otro caso.

La respuesta es la funcién res : x — x1 + xo.

3.1.3 Equivalencia e indistinguibilidad

Sea M = (Q, Ent, Sal, tran, res, qy) una maquina, ya sea de Mealy o de Moore. Extendemos la funcién de
transicién tran : Q x Ent — Q a una funcién tran* : Q x Ent® — (), haciendo, para cada estado ¢ € Q:

tran™ (g, nil)
Vo € Ent*,s € Ent : tran*(q,0s)

q,
tran(tran®(q,0), s)

Asi pues, para cada palabra o, tran*(q, o) es el estado al que se llega cuando, a partir del estado ¢, se va
aplicando, uno a uno, cada uno de los simbolos de o, de izquierda a derecha.

De manera similar se puede extender la funcién de respuesta a todo el diccionario Ent*.

Si M es una maquina de Mealy, definimos res* : Q x Ent* — Sal*, haciendo, para cada estado g € Q y

para cada palabra o € Ent*, res*(q,0) = 7 € Sal* donde,

oc=mnil = T =mnil,
oc=81-8 = T=1t1--tpcon t, = res(q,s1) ., 1 = tran(q,s1)
la = 7TS(Ql: 82) y @2 = tran(qh 82)
ty = res(qr_1,8k) , qr = tran(qr—1, k)

en otras palabras, se tiene

res™ (q, nil)
Vo € Ent* s € Ent : res*(q,0s)

nil,

res”(q,o)res(tran”(q,0), s)

Si M es una maquina de Moore, la funcién de respuesta res* : Q x Ent* — Sal® depende tinicamente del

estado visitado: para cada estado ¢ € ()

res*(q, nil)
VYo € Ent*,s € Ent : res*(q,05)

nil,

res*(q, o)res(trans*(q, o))
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En cualquier caso, sea en maquinas de Mealy o de Moore, la funcién trad : o — res*(qo, o), donde g
es el estado inicial, es la funcién de traduccion que realiza la maquina. Por las seménticas procedimentales
introducidas, se tiene que Vo: long(trad(o)) = long(o).

Dos méaquinas M y N se dicen ser equivalentes, M = N, si trady; = trady. En otras palabras, dos
maquinas son equivalentes si ambas traducen de idéntica manera a cualquier palabra de entrada.

Ya que las maquinas de Moore son casos particulares de las maquinas de Mealy, se tiene que toda maquina
de Moore es equivalente a una de Mealy. Veamos que el reciproco también se cumple:

Proposicion 3.1.1 Toda mdquina de Mealy es equivalente a una de Moore: Para cada mdquina de Mealy
MMe = (Q, Ent, Sal, tran, res, qo) existe una mdquina de Moore MMo = (Q', Ent, Sal, tran’, res’, q;) tal que
MMe = MMo.

En efecto, dada una maquina de Mealy MMe = (Q, Ent, Sal, tran, res, qo), realicemos la siguiente cons-
truccién:

estados: sea Q' = @ x Sal U {(qo, nil)}. Se “desdobla” cada estado ”viejo” ¢ € @ en card(Sal) estados
“nuevos” de la forma (g,t), t € Sal;

transicién: sea tran’ : ((q,t),e) — (tran(t,e), res(t,e)), donde tran y res son las funciones de transicién y
de respuesta “viejas”;

respuesta: sea res’' : (¢,t) = t;y
estado inicial: sea g = (qo, nil).
Se ve directamente que la maquina de Moore construida es equivalente a la de Mealy dada.

Ejemplo
Consideremos la maquina de Mealy del ejemplo 2. anterior que “reconoce a repeticiones finales de un
mismo simbolo en {0 + 1}”. Ahi, la mdquina tiene transicién y respuesta,

trans | 0 | 1 res | 0] 1
qdo | Po | P1 go || N
Po | Do | 1 DPo|s |
P1 | Po | P1 pr|n|s

La maquina de Moore equivalente consiste de 7 = 1 + 6 estados

qonil, gon, pon, pin, qos, Pos, P18

y sus correspondientes transicion y respuesta son

trans’ | 0 1 res’

qonil | pon | pin qonil | nil
qom | pon | pin gon | n
bon | Pos | pin pbon | n
pin | pon | p1s pn | n
qos | Pon | p1Nn QoS | S
PoS | Pos | pin Pos | s
P1s | pon | P18 p1s| S

Observamos aqui que los estados ggnil, gon, gos no aparecen en la imagen de la funcién de transicién
nueva. Por tanto, los restantes cuatro estados, junto con el inicial, definen una maquina de Moore de 5
estados equivalente a la maquina de Mealy dada.

En lo que resta de esta seccién, consideraremos unicamente maquinas de Moore.
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Sea MMo = (Q, Ent, Sal, tran, res, qp) una méquina de Moore. Se dice que MMo es una mdquina-(n, m, k)
si n = card(Q) es el nimero de estados, m = card(Ent) es el niimero de simbolos de entrada y k = card(Sal)
es el numero de simbolos de salida, que son efectivamente asumidos bajo la funcién de respuesta res.

Sea fymo = res o tran™ la funcién que, para un estado ¢ y una palabra o, da el ultimo simbolo de
respuesta cuando se aplica o a partir de q.

Diremos que dos estados qi, g2 son indistinguibles, q1 ~ 1,4 g2, si para cualquier palabra o € Ent* se tiene
flq1,0) = f(g2,0). Intuitivamente, dos estados son indistinguibles si no se los puede distinguir mediante una
sucesiéon de estimulos, pues ambos estados ofrecen mismas respuestas ante mismas entradas. Los estados son
distinguibles si para alguna palabra o se tiene f(q1,0) # f(g2,0), y en tal caso, se dice que o los distingue.

Proposicién 3.1.2 Cualesquiera dos estados distinguibles en una mdquina-(n,m, k) lo son mediante una
palabra de longitud a lo sumo n — k.

En efecto, para cada i > 0 sea I; el conjunto de parejas de estados que no pueden ser distinguidos por
palabras de longitud 1,

I = {(q1,92) € Q*|Vo € Ent* :long(o) <i = f(q,0) = f(g2,0)}-

I; es una relacién de equivalencia. Sea ¢; el indice de la relacién I;.
Ya que la sucesion de relaciones {I;}; es decreciente, o sea,

V(g @) € Q% (q1,¢2) € Ii = (1, q2) € T,
se tiene que la correspondiente sucesién de indices {¢;}; es creciente,

card(Sal') = 19 <17 <+ <y < tjqpq < oo (3.1)

[13

Naturalmente, Max;>o{t;} < t4oc < card(Q), donde 11 es el indice de la relacién “~p,4”.
Por tanto, necesariamente, Jig : ti, = tio+1, y, de hecho, Vi >iq : I; = I;,. De aqui puede verse que las
desigualdades intermedias en la serie de relaciones 3.1 son estrictas, es decir

card(Sal') = 19 < 11 < -+ < 13, < card(Q)

y, en particular, card(Sal') + iy < card(Q). Por tanto, el niimero de relaciones distintas de la forma I; esté
mayorizado por la desigualdad ig < card(Q) — card(Sal'), quod erat demonstratum.

La proposicién anterior proporciona un algoritmo elemental para calcular, de manera exhaustiva, al
cociente @/ ~ jn4:

1. Sean ne = card(Ent), ng = card(Q) y ns = card(Sal") las cardinalidades de los conjuntos de simbolos

de entrada, estados y simbolos de salida asumidos.
ng—ns+1 __

_ ne
2. Sea k = e =T

el nimero de palabras de longitud a lo mas ng — ns.
3. Férmese la matriz F = (fij)lgigk,lgjgnq tal que Vi, j: fi; = f(q]‘,(Ti).
4. Dos estados son indistinguibles entre si si los correspondientes vectores columnas en F' coinciden.

Ejemplo. Residuos mdédulo 4: Una méquina que reconoce nimeros binarios congruentes con 2 o con 4,
modulo 4, se muestra en la figura (3.4).

Se tiene ne = card(Ent) = 2, ng = card(Q) = 4 y ns = card(Sal') = 2, luego k = 2472+ —1 =17,

La tabla para reconocer estados indistinguibles queda:

palabra\estado | qo | ¢1 | @2 | g3
nil 110]1]0
0 1111
1 01010710
00 11111
01 00010
10 11111
11 01010710
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o
0.
v 1
0, 4 1
tran | 0 |1 res | 1
‘ ..................... qo qo q] qo 1
0 G| 2 | g3 ¢ |0
g2 | o | @1 ¢ |1
g3 | 42 | 43 gs | 0

Figura 3.4: Reconocedor de numeros binarios congruentes con 2 o 4 modulo 4.

Por tanto, las parejas [go] = {go,q92} v [¢1] = {¢1, g3} constan de estados indistinguibles entre si.

4

Se ve directamente que la relacién “~p,4” es de equivalencia en el conjunto de estados (). Por tanto,
el cociente ()/ ~nq4 €s una particién de ). Mds ain, si dos estados son indistinguibles, lo son también los
estados a los que transitan bajo cualquier estimulo,

q1 ~nd @2 = Ve € Ent : tran(qi, €) ~n4 tran(gs,€),

en otras palabras, la nocién de indistinguibilidad es congruente con las transiciones de la maquina MMo.
Observacién 3.1.1 El espacio cociente Q] ~nq puede ser dotado de una estructura de mdquina de Moore.

En efecto, la construccién es la siguiente:
estados: clases de equivalencia [g] € @/ ~n4, con q € Q,

transicién: tranpq : ([q],e) — [tran(g,e)], o sea, la clase de indistinguibilidad de ¢ transita, bajo e a la
clase del estado al que transita q. Esta definicién tiene sentido pues la indistinguibilidad es congruente
con las transiciones,

respuesta: resynq : [q] — res(q)], la cual funcién también esta bien definida, y

estado inicial: go mq = [go], es decir, el nuevo estado inicial es la clase de equivalencia del estado inicial

3

original. En esta clase estan incluidos todos los estados indistinguibles respecto a gq.

Asi por ejemplo, la maquina cociente del ultimo ejemplo es la siguiente:
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Observacion 3.1.2 La mdquina cociente tiene un numero de estados que no excede al de la mdquina dada.
De hecho, si hubiera una pareja de estados indistinguibles entonces el nimero de estados de la mdquina
cociente es estrictamente menor.

Ademds, la mdquina cociente es equivalente a la mdquina dada.

En efecto, veamos que para todo o € Ent”*, res}, ,(0) = res*(o).
Para o = nil se tiene
res],q(nil) = resma([go]) = res(qo) = res™(nil).

Ahora, para o € Ent* y e € Ent, al suponer que res},,(c) = res*(o), se tiene

resina(0€) = resy,q(o)res ma(trant, ((qo], o€))

res” (o) res ma([tran™(qo, o€)])
)

res” (o)res(tran*(qo, oe€))

7
= res*(oe)

3.2 Autdmatas finitos

3.2.1 Conceptos basicos

En la seccién anterior se vié que basta considerar a las maquinas de Moore en el estudio de las propiedades
relativas a las maquinas finitas. M&s ain, en las maquinas de Moore se puede omitir a la funcién de respuesta
y considerar que en cada estado, el simbolo que se emite al llegar a él es precisamente la etiqueta con que
se “distingue” a ese estado. Por tanto, si se estd interesado en reconocer a todas las palabras que al final
emiten un simbolo determinado, bastard con distinguir como finales a los estados que emiten ese simbolo.
Las palabras reconocidas son todas aquellas que llegan a los estados finales a partir del estado inicial.

Un autémata finito (determinista) es pues una estructura de la forma

AF = (Q, Ent, tran, qo, F)

donde
@ : esel conjunto de estados,
Ent : esel alfabeto de entrada,
tran : @ x Ent — @, es la funcién de transicion,
qo € Q : es el estado inicial, y
F C@Q : esel conjunto de estados finales.

Un semiautomata finito es una estructura de la forma
SAF = (Q, Ent, tran, qq)

es decir, es un “autémata finito” en el que no se ha especificado estados finales. Todo autémata finito puede
ser visto como un semiautémata con estados finales distinguidos. El semiautémata determinado por un
automata se dice ser el semiautémata subyacente del autémata. Todas las nociones y aseveraciones hechas
sobre semiautématas seran validas también en los autématas de los que son subyacentes.

Como en las maquinas finitas, ya sea de Mealy o de Moore, en cada semiautomata extendemos la funcién
de transicién tran : () x Ent — ) a una funcién tran* : Q x Ent* — @, haciendo, para cada estado ¢ € Q:

tran®(q,nil) = q,
Vo € Ent*,s € Ent : tran*(q,08) = tran(tran®(q,o),s)
Sea T : Ent* — @ la funcién o — T'(0) = tran*(qe,0). Un estado ¢ € @ se dice ser accesible si estd en la

imagen de T, es decir, si 3o € Ent™ : T'(0) = q. La parte accesible de AF es la imagen de T, es decir, consta
de todos los estados accesibles a partir del estado inicial.
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Lema 3.2.1 Sea SAF = (Q, Ent, tran, qo) un semiautémata finito. Cualquier estado accesible se alcanza
mediante una palabra de longitud a lo sumo el nimero total de estados, n = card(Q). En otras palabras, la
parte accesible del semiautdmata coincide con el conjunto Acc(SAF) = {T'(o)|long(o) < card(Q)}.

En efecto, para cada m € IN sea Ent™ = U Ent* el conjunto de palabras de longitud a lo sumo m.
pu<m
La coleccién de conjuntos es un recubrimiento (creciente) del diccionario Ent* mediante conjuntos anidados:

Ent* = U Ent(™) &
m2>0
vm >0 : [Ent'™ c Ent(™+V] A [Ent™ # Ent(mtY)]

Consecuentemente, {T(Ent(m))}ng es también un recubrimiento de ) mediante conjuntos anidados.
Por ser () finito, necesariamente para algin indice mg se ha de tener que T(Ent(mo)) = T(Ent(m°+l)), y, de
hecho, para todo m > my, T(Ent(m)) = T(Ent(mo)). Asi pues, se tiene una cadena finita de inclusiones,

{g0} = T(Ent) C --- ¢ T(Ent'™)) c Q.

Como cualesquiera dos conjuntos consecutivos T(Ent™™), T(Ent**Y) pueden diferir en al menos un
elemento en @ se tiene que mo < n. Ademas, T(Ent*) = T(Ent™)). De aqui se sigue la tesis del lema,
quod erat demonstratum (g.e.d.).

La parte accesible, SAF*“°, de un semiautémata SAF consta de todos sus estados accesibles.
Naturalmente, se tiene un algoritmo elemental para construir la parte accesible de cualquier semiautémata
finito:

1. Consideremos dos listas: una de estados ya revisados y otra de estados por revisar. Inicialmente la
primera estd vacia y la segunda consta sélo del estado inicial.

2. Para cada estado por revisar,

(a) se toma a ese estado como actual g,

(b) para cada simbolo de entrada e € Ent sea p = tran(g, e). Si p aparece en alguna de las dos listas
se pasa al siguiente simbolo, en otro caso se lo coloca al final de los estados a revisar,

(c) se coloca el estado actual en la lista de los ya revisados.

En la figura 3.5 se presenta un seudocddigo de este algoritmo.
El lema anterior implica que el nimero de iteraciones en el ciclo principal del algoritmo anterior no excede
al nimero de estados en el automata.

Ejemplo. Si Ent = {1} consta de un tnico simbolo entonces el algoritmo 3.5 muestra que la parte accesible
tiene forma de la letra griega “rho”, p, es decir, existen n,m > 0 tales que

1 1 1 1 1 1 1
qo_)q1_)"'_)Qn_)Qn+l_)"'_)Qn+m_>Qn

~~

ciclo

Sea AF = (Q, Ent, tran, qo, F') un autémata finito. Decimos que una palabra o € Ent* es reconocida por
A siT(o) € F, es decir, o es reconocida si al aplicarla a AF desde el estado inicial se arriba a uno de los
estados finales. El lenguaje reconocido por AF consta de todas las palabras reconocidas por AF':

L(AF) = {0 € Ent*|T(0) € F} =T (F).

Diremos que un autémata AF; subsume a otro autémata AFy si L(AFy) C L(AF). La relacién de
“subsuncién” es reflexiva y transitiva.
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Output: The accesible part SAF*°.

T'st: List of tested states.
TBTst: List of to-be-tested states.

{ Tst:=nil; TBTst := [qo] ;
while TBTst # nil do
{ Pop(q, TBTst) ;
for each e € Ent do

{ pi=tran(q.e) ;

: Tst :== Append(Tst,[q])

SAF*° consists of the states in Tst

Input: A finite semiautomaton SAF = (Q, Ent, tran, qo).

if pg Tst U TBTst U {q} then TBTst := Append(TBTst,[p])} ;

Figura 3.5: Calculo de la parte accesible.

99

Diremos que dos autématas son equivalentes si uno subsume al otro, es decir, si coinciden los lenguajes

reconocidos por ellos. Esta es una relacién de equivalencia entre autématas.

Diremos que un lenguaje L C Ent™ es reqular-AF si existe un autémata finito AF' tal que L = L(AF).

Ejemplos. Sea Ent = {0,1}.

1. Construyamos un autéomata que reconozca cadenas binarias con numeros pares de 0’s y de 1’s. Con-

sideremos los estados siguientes:

go : numero par de 0’s y nimero par de 1’s,

q1 : nuamero par de 0’s y nimero impar de 1’s,
g2 : nuamero impar de 0’s y numero par de 1’s,
q3 : numero impar de 0’s y nimero impar de 1’s.

La tabla de transiciéon queda definida de manera natural:

tran | 0 1
qo | 42 G
g1 1493 do
g2 | 4o 43
g3 1 41 g2

El estado inicial es ¢o y el conjunto de estados finales es F' = {qo}.

Es facil ver que el lenguaje reconocido por este autémata es

L ={o € Ent*|(No. de 0’s en o) mod 2 =0 = (No. de 1’s en o) mod 2}.

El lenguaje L es pues regular-AF.

En este ejemplo, es también muy facil ver que para cada o € Ent*, T'(0) queda determinada por las

paridades de 0’s y de 1’s en o.
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2. Consideremos el autémata con tabla de transicion

tran | 0 1
qo | 41 Q3
q1 | 41 g2
q2 | 93 QG2
43 | 93 G3

y estado inicial gg. Observemos que

e si se arriba al estado q3 ya no se sale de ahi,

e se arriba a g3 si inicialmente aparece un 1 y no hay 0’s que lo precedan, o bien, habiendo llegado un
bloque de 0’s y luego uno de 1’s, reaparece un 0.

Asi pues, si el conjunto de estados finales es F' = {g2} entonces el lenguaje reconocido por este autémata
es L = {0"1™|n,m > 0}.

3.2.2 Homomorfismos

Sean SAF1 = (Q1, Ent, trany, qo1), SAFy = (Qa, Ent, trans, go2) dos semiautématas finitos. Un homomor-
fismo, escrito formalmente h : SAF; — SAF5, es una funcién h : ()1 — @2 que cumple con las condiciones
siguientes

e h “preserva” a las transiciones, es decir,
Vg1 € Q1,e € Ent : h(trany(q1,e)) = trana(h(q1), e),
en otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo
h
@ = Q2
el le

trany (q1,¢€) LN trans(qs, €)
y
e el estado inicial de SAF se aplica en el de SAF'y, es decir, h(qo1) = qos.

Si AF, = (SAF,,F\) y AFy = (SAF,, Fy) son dos autématas con semiautématas adyacentes SAF; y
SAF, entonces un homomorfismo h : AF; — AF3 es un homomorfismo h : SAF; — SAF, tal que los
estados finales de AF'; se aplican en finales de AF5, es decir, h(Fy) C Fs.

Si existe un homomorfismo h : AF| — AF5 decimos que AF5 es una imagen homomorfa de AF.

Ejemplo. Consideremos el semiautémata SA35 de 35 estados siguiente:

tran | 0 1 tran | 0 1 tran | 0 1 tran | 0O 1 tran | 0O 1
Qo | ¢ q2 q7 | ©13 Qo qia | 921 44 g21 | 429 Q23 q28 | 433 Q19
q1 | g3 q4 g8 | Q1a (15 q15 | 922 (¢23 22 | 927 4 q29 | 48 q9
q2 | 45 (3 Qo | 916 G4 qi6 | 924 (15 23 | 926 (15 q30 | 934 G23
q3 | qr (3 qio | 917 42 qi7 | 925 q19 24 | 930 99 g31 | 911 @G23
q4 | g8 q9 qi1 | 18 419 q18 | 926 d15 q25 | 45 de g32 | 915 419
g5 | 10 q11 q12 | 920 411 qi9 | 927  q11 g26 | 931 d11 g33 | 412 Q2
g6 | 12 Q2 q13 | @1 q2 20 | 928 Q6 Q27 | 432 (15 34 | 16 G4

Sea SA5 el semiautémata de 5 estados siguiente:

tran | 0 1
Po | P1 D2
b1 | P2 P3
b2 | P4 P2
P3| Po P1
P4 | Po D1
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Sea h : SA35 — SA5 la aplicacién definida como sigue:

go — Do qgr > D4 qia = D1 g21 P2 g28 = D1
G = P gs +— Do Q15 > P2 g2 —  Da g29 > P4
Q@ = P2 g — N qie > P2 23 D2 g0 > Po
Q3 = P2 Gio — Po Q7 = D1 Q24 > D4 g1 =  Po
Qs +— D3 g = M qQis > P2 Q25 > P2 g2 = M
Qs = P4 Q12 = P4 iy > D3 26 > P4 q33 > P2
g6 — P2 q13 +—  Po Q20 = Do g27 — Do qza = D

Entonces h es un homomorfismo de semiautéomatas.
Si consideramos como estados finales en SA35 a los estados g2, g3, g6, @15, @16, 185 G215 423, @25, ¢33 y en SAS
consideramos tnicamente a p, como estado final, se tiene que h es también un homomorfismo de autématas.

Proposicion 3.2.1 Si existe un homomorfismo h : AFy — AF, entonces el automata AFs subsume al
autémata AF .

Para esto, hay que ver que toda palabra reconocida en AF'; también ha de ser reconocida en AF5. Se
tiene las implicaciones siguientes:

o € L(AFy) = trani(qo1,0) € F
= h(trani(qo1,0)) € h(F1) : sdlo notacion,
= tran}(h(qo1),0) € h(F1) : h preserva transiciones,
= trani(qo2,0) € Fy :  h preserva estados inicial y finales,
= o0 € L(AF,)

qged.
Es evidente que vale la

Observacién 3.2.1 Si el autémata AFo = (Q2, Ent, trans, goo, F) es una imagen homomorfa del autdmata
AFy = (Q1, Ent, trany, qio0, F1) mediante un homomorfismo h : AF; — AFs entonces las siguientes tres
proposiciones son logicamente equivalentes a pares:

1. AF, y AF5 son equivalentes.

2.¥qge@Q1: g€ Fi & h(q) € Fy.

3. h Y (F)=F.

Un homomorfismo h : AFy — AF5 es un isomorfismo si h es inyectivo y suprayactivo. Si existe un

isomorfismo de un autémata AF; a un autémata AFs, se dice que ambos son isomorfos, y en tal caso
difieren tan solo por la manera en la que se nombra a sus estados.

3.2.3 Monoide de un semiautémata

“— 77

Sea SAF = (Q, Ent, tran,qo) un semiautémata finito. Consideremos la relacion “=gar” en el diccionario
Ent* definida como sigue,

Voi,09 € Ent™ : 01 =gar 02 & Yq € Q[tran™(q,01) = tran™(q, 02)] (3.2)

es decir, dos palabras estan relacionadas si ambas “actian” de igual manera en todo el conjunto de estados.
“=gar” es una relacién de equivalencia que es ademds “congruente con la concatenacién”:

01 =SAF 02,71 =AF T2 = O01T1 =SAF 02T2.

Por tanto el cociente Ssap = (Ent*/ =sar) tiene una estructura de monoide, y se dice ser el monoide del
semiautdmata SAF.
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Cada elemento en Sgap determina una funcién ¢ — ). Si n es el nimero de estados en (), entonces
hay n"™ funciones de ) en @) y, consecuentemente, la cardinalidad de Ssar, es decir, el indice de la relacién
“=4F", no puede exceder n”. De hecho, esta es una cota que, aunque muy grande, llega a alcanzarse. Como
un mero ejemplo de esto, sea ) un conjunto de n estados y ¢ € ) un estado distinguido como inicial. Sea
(f,,)::1 una enumeracién de Q@ es decir , del conjunto de todas las funciones ) — Q. Ahora, consideremos
un alfabeto F = (e,,):j; de n™ simbolos distintos y sea SAF el semiautémata sobre () que a cada simbolo
e, le asocia la funcién f,. Es claro que el monoide determinado por SAF coincide con Q%, dotado de la
composiciéon de funciones como operacién, y tiene consecuentemente n” elementos.

Ejemplos. Sea Ent = {0,1}.
1. Para el semiautéomata con tabla de transicion

tran | 0 1
qo | 92 Q1
q1 |43 9o (3.3)
q2 | 9o g3
3|41 g2

“— 2

se tiene que “=4p” se resume como sigue:

|| palabras equivalentes | funcién definida ||

wit0, 11 (o)
o011 ()
1,010 (o )
oL 10 ()

S denotamos a la funcién g; — ¢;; .
0 1 12 13

De la tabla anterior es posible calcular la clase de equivalencia de cualquier palabra o € Ent*. Dada una
palabra o, cada vez que se encuentra en ella una de las particulas de la primera columna de la tabla en la
ec. (3.3), sustituimos a esa particula por la primera en dicha columna. Procedemos recursivamente en tanto

esto sea posible. Por ejemplo, la clase de 1010 se calcula como sigue:

, (0 1 2 3
aqui, por .

1010 =1010 = 0101 — 00 11 — nil nil = nal

Tenemos pues que en nuestro ejemplo hay 4 clases de equivalencia: [nil],[0],[1],[01]. La tabla de multipli-
cacion del monoide de este semiautémata es la siguiente:

< | [ndl] [0 1 01
[nil] | [nil] [0 1 01

2. Para el semiautémata con tabla de transicion

tran | 0 1
qo | 91 g3
q1 | 41 Qg2
g2 | 43 42
q3 | 43 g3
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“— 2

se tiene que “=4p” se resume como sigue:

|| palabras equivalentes | funcién definida ||

» < 0123 )
0123
(s )
(5 )
(5239 )
10,010,100, 101 < 2;,33 )

En este ejemplo hay 5 clases de equivalencia: [nil], [0],[1], [01],[10]. La tabla de multiplicacién del monoide
de este semiautémata es la siguiente:

| [nat] [0] [1] [01] [10]
[nil] | [nal] [0] [1] [01] [10]
[0] | [o] [o] [o1] [01] [10]
[ O] [ {1 - [10] [10]
[01] | [01] [10] [01] [10] [10]
[10] | [10] [10] [10] [10] [10]

Presentamos a continuaciéon un procedimiento para calcular el monoide de un semiautémata dado.
Para cada palabra o € Ent*, sea t, € Q% el vector con entradas en @, indicado por indices en @, tal que
para todo g € @, (tU)q = tran*(q, o). Se tiene la recurrencia,

Vo € Ent”.e € Ent,q € Q: (tyc), = tran((t,), . e).

a
Utilizaremos un arreglo de palabras a revisar y otro de palabras ya revisadas.

1. Inicialmente se coloca la palabra vacia en la lista de palabras a revisar y la de revisadas es vacia.
2. Para cada palabra por revisar,

(a) se toma la primera palabra o a revisar,

(b) si el vector t, coincide con el vector correspondiente a una palabra ya revisada, se asocia o a esa
palabra y se continta este ciclo,

(c) en otro caso, se incorpora o a las ya revisadas y sus palabras hijas, oe, e € Ent, se colocan al final
de la lista de palabras a revisar.

3. La lista de palabras revisadas ha de contener al final el monoide del semiautémata.
De manera més precisa, presentamos un seudocédigo en la figura 3.6.
Ejemplos

1. Para el ejemplo 1 anterior, el algoritmo 3.6 genera la tabla mostrada en la tabla (3.4).
Ahi vemos que el monoide posee 4 elementos y la tabla generada por el algoritmo posee 2-4 = 8 renglones.

2. Para el ejemplo 2 anterior, el algoritmo (3.6) genera la tabla mostrada en la tabla (3.5).



64

(. Morales-Luna

CAPITULO 3. AUTOMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES

Input: A semiautomaton SAF = (Q, Ent, tran, qp).
Output: The semiautomaton’s monoid.

Tst: List of tested words.
TBTst: List of to-be-tested words.

{ Tst:=mnil ; TBTst := [nil] ;
while TBTst # nil do
{ Pop(o, TBTst) ;
if V7 € Tst : t, # t;] then
{ Tst:= Append(Tst,|[o]) ;
TBTst := Append(TBTst,[oele € Ent]) }
else connect o with 7 € Tst such that t, = t,
}i

the monoid consists of the words in T'st

Figura 3.6: Célculo del monoide de un semiautémata.

Lo [[aola[e]e] =]
nil Qo | 1 | g2 | 93 || —
0 g2 1 g3 | 4o | 41 || —
1 q1 | 9o | 93 | Q2 || —
00 |lqo | @ | g2 | g3 | mil
01 q3 |1 92 | 1 | Qo || —
10 ||g3 | g2 | @ | q | 01
11 || qo | q1 | a2 | g3 || mil
010 || g1 | qo | a3 | q2 || 1

011 | g2 | g3 | g0 | ¢

Tabla 3.4: Calculo del monoide del ejemplo 1.

o [awlalels]r=ra]
nil Qo | 1 | g2 | 93 || —
0 q1 | 91 | 93 | 93
1 q3 | q2 | g2 | 93
00 g1 |@1|g3|a3| O
01 |lg2 | @2 | a3 | a3 —
10 (g3 | g3 | a3 | a3 || —
11 |3 | @ |||l

010 || g3 | g3 | g3 | g3 || 10
011 |/ g2 | g2 | g3 | g3 | 01
100 | g3 | g3 | g3 | g3 || 10
101 || g3 | g3 | g3 | g3 || 10

Tabla 3.5: Calculo del monoide del ejemplo 2.
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||f7 ||(10|Q1|Q2|Q3|Q4||TEAF0||
nil Qo | 41 | G2 | 43 | 94 || —
a g2 | 92 | 92 | 43 | 43 || —
qa | qa | G2 | Q2 | Q2 || —
g g3 | 493 | 92 | 42 | G2 || —
aa g2 | 42 | g2 | 43 | 43 || @
ab g3 | 43 | 92 | 42 | G2 || —
ac |1 g3 | g3 |92 |42 | g2 || ab
ba g3 | 93 |92 | 92 |92 || €

bb 11 g3 | g3 |92 | q2 | q2 | ab
be |lg3 |3 | q2 | q2| g2 || ab

ca 11493 |93 |92 | 4G2 |G | ¢ | [nd] [a] [B] [ [ab]
cb || g3 |93 | 92 | g2 | g2 || ab [nal] | [nil] [a] [B] [c] [ab]
cc || g3 |43 | G292 |G| ab [a] | [a]  [a] [ab] [ab] [ab]
aba || g3 | g3 | g2 | g2 | g2 || ab B] [ [B] [¢] [ab] [ab] [ab]
abb | gs | g3 [ a2 | @2 | g2 || ab [e] |l [l [ab] [ab] [ad]
abc | g3 | g3 | @2 | g2 | g2 || ab [ab] | [ab] [ab] [ab] [ab] [ab]

(a) (b)

Tabla 3.6: Calculo del monoide del ejemplo 3.

3. Consideremos el semiautémata de 5 estados sobre el alfabeto Ent = {a, b, c} siguiente:

tran | a b ¢
go | 92 44 G3
g1 | 92 44 g3
g2 | 92 Q44 Q2
q3 | 43 42 Q2
q4 | 93 G2 Q2

El algoritmo (3.6) genera la tabla mostrada en la tabla (3.6-a). En este ejemplo hay 5 clases de equivalencia:
[nil], [a], [b], [c], [ab]. La tabla de multiplicacién del monoide de este semiautémata se muestra en la tabla (3.6-
b).

4. Sean > 0y sea A, el semiautomata consistente de n estados qo, q1,---,¢n_1, cuya tabla de transicién
es la siguiente:
tran 0 1
do q1 q1
il do q2

q2 q2 q3

gn—2 gn—2 dn—1
In—1 | Qn—1 qo

En otras palabras, la accién del estimulo 0 puede identificarse con la transposicién (0 1) y la de 1 puede
identificarse con el ciclo (01 --- n—2n —1).
Es bien sabido que en el grupo S, de permutaciones de n objetos se cumple lo siguiente:

e Toda permutacién es un producto de ciclos. Por tanto, los ciclos generan a S,,.

e Todo ciclo es un producto de transposiciones, de hecho,

@) = (@5)0G 1)



66 G. Morales-Luna CAPITULO 3. AUTOMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES

|| permutacion | palabras representativas ||

0123 00,0000, 1111
0132 11011

0213 01011, 11101

0231 10,0010, 1000

0312 0111, 1010

0321 01101

1023 0,000, 00000, 01111, 10101, 11110
1032 011011, 110110

1203 010110, 110111, 111010

1230 1,001, 100, 00001, 00100, 10000, 11111
1302 101, 00101, 01110, 10001, 10100

1320 010111,011010, 111011

2013 1011

2031 010, 00010, 01000

2103 10110

2130 01,0001, 0100

2301 11,0011, 1001, 1100

2310 110, 00110, 10010, 11000

3012 111,00111,01010, 10011, 11001, 11100
3021 1101

3102 0101, 1110

3120 10111, 11010

3201 011,00011, 01001, 01100

3210 0110

Una, lista de la forma igijizi3, en la primera columna, representa a la
permutacién m : j = i .

Tabla 3.7: Sy como semigrupo de Ay.

(iy iy -+ ip) = (i1 4,)(i1 ip—1)- - (i1 i2)
Por tanto, las transposiciones generan a S,.

e Para cada transposicion (i j) se tiene (i j) = (04)(: 7)(0 ). Por tanto, las transposiciones de la forma
(04),i < n, generan a S,,.

e Para cada transposicién (0 j) se tiene (0 j) = (07 —1)(5—1 4)(0 j —1). Por tanto, las transposiciones
de la forma (5 — 1 j),j < n, generan a S,,.

e Si 7 es una permutacion cualquiera, se tiene que (7(0) 7(1)) = 7#(0 )7 —*. Asi,,siy, =01 - n—
2 n — 1) entonces (j — 1 j) =44~ 1(0 1)+, Por tanto, (0 1) y 7,, generan a S,,.

Asi pues, el monoide generado por el semiautémata coincidira con el grupo de permutaciones S, el cual
posee n! elementos. Al aplicar el algoritmo 3.6 sobre un semiautémata de la forma A,, se generara una tabla
con un orden de 2-n! renglones. En particular, para n = 4, las 24 = 4! permutaciones quedan generadas por
las palabras mostradas en la tabla (3.7).

Lema 3.2.2 Sea SAF un semiautomata finito. Entonces su monoide Ssapr puede ser dotado de una es-
tructura de semiautdmata, y si AF = (SAF,F) es un autémata cuyo semiatautdmata adyacente es SAF,
entonces puede distinguirse a algunas clases de equivalencia de manera que el automata resultante queda
subsumido por SAF.
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“—

En efecto, como la relacion “=g4 " es congruente con la concatenacién se tiene bien definida la transicién

trang : Sgap X Ent —  Ssap
([e],e) +— trans([o],e) = [o€]

3

Consideremos a una clase de equivalencia [o] como un estado final si es que la funcién @ — @ que
determina esa clase contiene es tal que envia al estado inicial ¢o de AF en un estado final. Es decir, hagamos

Fs = {[o] € Sar|tran*(qo,0) € F}.

Seguiremos denotando por S4r al autémata asi construido.
Es evidente que el autémata Sar queda, en efecto, subsumido por AF, ged.

Asi, por ejemplo, si AF es un autémata finito y S4p es su monoide, visto como autémata, entonces la
aplicacién

h:SAF — AF
[0] = h([o]) =T(0) = tran*(qo,0)

es, evidentemente, un homomorfismo. Consecuentemente, el autémata S 4r queda subsumido por el autémata
AF del que es monoide.

Proposicion 3.2.2 Si existe un homomorfismo h : AFy — AF5 entonces
1. existe un homomorfismo de monoides hy, : Sar, = Sar,, y

2. emiste un homomorfismo de autématas h, : Sar, — Sar,, y, de hecho, los homomorfismos hy, y h,
coinciden.

En efecto, supongamos que h : AF; — AF5 es un homomorfismo. Definamos

h : Sar, — Sam,
[o]lar, = hm([olar,) = [o]ar,
Se tiene,
e h,, estd bien definida, pues,
[o1)ar, = [02]ar, = [VYa1 € Q1 : trani(qo1,01) = tranj(qo1,02)]
= [Vg2 € Q2 : tran5(qo2,01) = trans(qo2, 02)]

= [o1]ar, = [02]ar,,
e h,, preserva la concatenacion, pues

hm([a'l]AFl'[UQ]AFl) = hm([01'02]AF1) = [0'1‘(72]AF2
lo1]ar, -[o2]ar, = hw([o1]ar) - hm(o2]ar,),

e h,, preserva al estado inicial,
hn([nil]ax,) = [nil] r.

Asi pues hy, es un homomorfismo de monoides. Y se ve directamente que h, = h,, es también un homomor-
fismo de autéomatas. ged

Reiteremos, para concluir esta seccion, una observacion ya hecha anteriormente: para cada estado ¢ € @
en la parte accesible de un semiautémata SAF = (Q, Ent, tran, qo) existe una palabra o, tal que T'(0,) = ¢.
Por tanto, para cualesquiera dos estados p, g en la parte accesible de SAF', rige la implicacion,

D#q = [oplsar # [0glsar-

Asi pues el monoide de SAF tiene al menos tantos elementos cuantos tiene la parte accesible de SAF'.
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3.2.4 Acceso en un semiautémata

Dado un semiautémata SAF = (Q, Ent, tran, qq), definamos ahora la relacién de equivalencia ~gar en el
diccionario Ent™ haciendo

o~sar T © Tsar(qo,0) =Tsar(qo, 7). (3.4)

es decir, dos palabras estan relacionadas si ambas arriban a un mismo estado cuando se parte desde el inicial.
“x~sar’ es una relacién de equivalencia que, aunque no es congruente con la concatenacion, si es “invariante
bajo concatenaciones a la derecha”:

01 =54F 09,7 € Ent* = 017 "gap 027,
De las relaciones (3.2) y (3.4) se tiene que vale la siguiente:
Observacion 3.2.2 La relacion “Sgar” es un refinamiento de la relacion “xgap”, es decir,
Voi,09 € Ent™ : 01 =sAr 02 = 01 RSAF 03.

Ahora, es claro que cada estado accesible del semiautéomata SAF determina una clase de equivalencia
bajo la relacién “xgar”. Por tanto, el cociente Ent*/ ~gar puede identificarse naturalmente con la parte
accesible de SAF, y, consecuentemente, la estructura de semiautdémata de este tltimo se traslada de manera
directa al cociente Ent*/ ~gap.

3.2.5 Cocientes de autématas

Congruencias de autématas

Sea SAF = (Q, Ent, tran, qp) un semiautémata. Una relacién de equivalencia “=” definida en el conjunto de
estados () se dice ser congruente con la funcién de transicién si

Vp,geQ: p=q = VYVe€ Ent: tran(p,e) = tran(q,e), (3.5)

es decir para cada simbolo, los estados a los que transita el semiautémata desde sendos estados equivalentes
son también equivalentes.

Si “=” es una congruencia, entonces el cociente )/ = puede ser dotado de una estructura de semi-
automata:
Q/ = : estados,
tran' : ([g], €) v [tran(g,e)] : transicion,
[g0] : estado inicial.
y éste se dice ser el semiautdmata cociente respecto a la congruencia “=”, denotado como SAF/ =. Se tiene

pues que la proyeccién 7 : ¢ — [¢] es un homomorfismo de semiautématas.

M4s atin, si AF = (SAF,F) es un autémata finito y (=) C Q? es una congruencia en el semiautémata
SAF, en el cociente (SAF/ =) distinguimos como estados finales a las clases de la forma [g] tales que
[¢) N F # 0, para obtener el autémata cociente (AF/ =). Aqui, la proyeccién 7 es un homomorfismo de
autématas. Consecuentemente, el cociente (AF/ =) subsume al autémata AF.

Observacién 3.2.3 Los autdmatas AF y (AF [ =) son equivalentes si y sdlo si el conjunto de estados finales
F es la union de algunas clases de equivalencia respecto a “=".

Para presentar unos primeros ejemplos de congruencias, consideremos homomorfismos de semiautématas
o autématas. A lo largo de la presente seccién, toda vez que hablemos de homomorfismos, supondremos que
éstos son de hecho epimorfismos, es decir, como funciones, son suprayectivos.

Sean pues SAF1 = (Q1, Ent, trany,q10) y SAF2 = (Q2, Ent, trans, g2g) dos semiautématas y h : SAF; —
SAF5 un homomorfismo. Entonces su nucleo, nic(h) = {(p, q)|h(p) = h(q)}, es una relacién de equivalencia
que es de hecho una congruencia. Por tanto, se puede definir el cociente SAF; /nic(h), y éste es tal que cada
clase de equivalencia corresponde biunivocamente a un elemento en la imagen de h. Asi pues, lo expuesto
aqui lo enunciamos como el
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Teorema 3.2.1 (de homomorfismo de semiautématas) Si h : SAF, — SAF, es un epimorfismo de
semiautdmatas entonces el cociente SAF1 [nic(h) es isomorfo a SAFy. En simbolos, SAF; [nic(h) = SAF,.

Para el caso de autématas, si AF, = (SAF,,F\) y AFy = (SAF, F,) son dos autéomatas y h : AF; —
AF5 es un epimorfismo de autématas, tal que

VgeQ: geF1 & h(q) € By

entonces Fi = {[q]nic(n)|q € F1} es la unién de algunas clases de equivalencia respecto a nic(h). Por tanto
los autématas AFq/nic(h) y AF5 son isomorfos.

Teorema 3.2.2 (de homomorfismo de autématas) Sih: AFy — AF5 es un epimorfismo de autématas
tal que Fy es la unidn de clases de equivalencia respecto a nic(h), entonces el cociente AFq/nic(h) es
isomorfo a AFy. En simbolos, AF1/nic(h) = AF,.

Asi pues, en cada pareja de semiautématas o autématas homomorfos que ya hemos visto, tendremos
congruencias de semiautématas o autématas y correspondientes estructuras cocientes. Los ejemplos de
homomorfismos de semiautématas y de automatas que ya hemos visto aqui, han de proporcionar ejemplos
de congruencias y de automatas cocientes.

Indistinguibilidad de estados en autématas

Otro ejemplo, muy importante, de congruencias de autématas estd dado por la nocién de indistinguibilidad.
Para un autémata AF = (Q, Ent, tran, qo, F) definimos la siguiente relacién en @:

Vp,q €Q: p=maq & Vo€ Ent": [tran*(p,o0) € F & tran®(q,0) € F] (3.6)

es decir, dos estados son indistinguibles cuando y solo cuando ante mismas entradas o bien ambos transitan
a estados finales o bien ninguno de los dos lo hace.
Es evidente que “=p,4” es una relacién de equivalencia. Ademads, como Ent* = Ent - Ent", se tiene,

P=maq < Veé€ Ent:tran(p,e) =mq tran(q,e).

143 )

Por tanto “=j,4” es también una congruencia, y en consecuencia se puede construir el autémata cociente
(AF/ E]nd)- Mas aﬁn,

¢ €F & (h ZEmaqe) = (tran*(p,nil) € F < tran*(q,nil) € F) & 1 € F = ¢ €F
asi que F' es una union de clases de indistinguibilidad. Consecuentemente se tiene la

Observacién 3.2.4 El autémata AF es equivalente a su cociente (AF | =pnq).

“ 7 143

Observemos que es posible trasladar la relacién de equivalencia a una relacion

diccionario Ent* haciendo

=Ind =ind, AF €n el

v0'1,0'2 € Ent* : 01 =iInd, AF 02 p=1 T(0'1) =Ind T(O’Q) (37)

la cual es invariante por la derecha.

&,

QAF”

-

Observacion 3.2.5 La relacion es un refinamiento de la relacion “=p,q, ar”, es decir,

X _
Voi,09 € Ent™ : 01 ®Ap 02 = 01 =[nd, AF 02.

¢

En efecto, si 01 ap 02 se tiene T'(01) = T(02) y al ser “=pq, ar” reflexiva, T(01) =ma T(02).

Por tanto, el cociente (Ent*/ =4, ar), que practicamente coincide con el cociente (AF/ =p,q), es de
cardinalidad menor o igual que la cardinalidad del autémata AF.

Veremos que el cociente (AF/ =p,q4) puede ser visto como “un buen representante” de la clase de
autématas equivalentes al autémata AF.

Sean AF| = (Q1, Ent, trany, qi0, F1) y AFs = (Q2, Ent, trans, gaq, F») dos autématas equivalentes.
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b »

Lema 3.2.3 Las relaciones ‘Sing, ar,” Y “Sind, Ar,

»

coinciden.
En efecto, las siguientes equivalencias légicas son evidentes:

Tv(01) =ma Th(02)

V7 i [trani(Th(01),7) € Fy & tran](Ti(01),7) € Fi]
)& o7 € L(AF)]
)
)

01 =Ind, AF, 02

V1 :loy -1 € L(AF,
Vr:loy 17 € L(AFy) & 01 -7 € L(AF,)]
V7 i [tran3(Tx(01),7) € Fy & tran(Te(o1),7) € Fh)

T2(01) =ina T2(02)

01 =Ind, AF, 02

tesseoTO

Resulta entonces el
Corolario 3.2.1 Los autdmatas cocientes (AF1] =ma) y (AF2/ =n4) son isomorfos.

En efecto, ambos son isomorfos al cociente (Ent*/ =Ind, AFl-)f sin importar cudl de los dos i = 1, 2.
De todo esto resulta la siguiente proposiciéon que explica porqué es que el autémata cociente es un buen
representante de los automatas equivalentes.

Proposicién 3.2.3 (Propiedad universal) Si AF; es equivalente a AFy entonces (AF1/ =m4) es una
imagen homomorfa de AF.

Corolario 3.2.2 (Minimizacién) El cociente (AF1/ =,4) es el autdmata minimo, en cuanto al nimero
de estados, entre todos los equivalentes al autémata AF;.

Para finalizar esta secci6n presentaremos un procedimiento para calcular el autémata cociente (AF/ =p,,4),
dado el autémata AF'.

Sea pues AF = (Q, Ent, tran, qo, F) un autémata finito. Dos estados son distinguibles si ellos no son
indistinguibles. Observamos lo siguiente:

1. Si un estado es final y otro no lo es, esos dos estados son distinguibles, y la palabra vacia los distingue.

2. Si dos estados pi1,p2 son distinguibles y la palabra 7 los distingue, y si para un simbolo e € Ent y
algunos otros estados g1, ga se tiene tran(gi,e) = p1 y tran(gs, €) = p2, entonces g1 y ¢2 son distinguibles
y la palabra et los distingue.

Con estas observaciones podemos bosquejar un algoritmo para clasificar a las parejas de estados en
aquellas que son distinguibles, con respectivas palabras distinguientes, y en aquellas que son indistinguibles.
A grandes rasgos, a lo largo del proceso utilizaremos las listas siguientes:

Distinguidos : parejas de estados ya reconocidas como distinguibles. A cada una le asociamos
la palabra que las distingue,

PorProbar :  parejas de estados por ser ain probadas,

PorDecidir . parejas de estados que, aunque ya han sido probadas, la decisién de si acaso

son distinguibles quedd relegada a una palabra adn por revisarse,
y procedemos como sigue:

1. Inicialmente, las primeras parejas distinguidas son las formadas por un estado final y otro no-final y
la palabra vacia es la que los distingue. Las demads parejas quedan por ser probadas y no hay parejas
con decisién pendiente. Sean pues,

Distinguidos = {(p,q;nil)|p € F,q ¢ F}
PorProbar {p.a}lp€ F&qe F)o (p ¢ F&q ¢ F)}
PorDecidir 0
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tran | 0 1 tran | 0 1 tran | 0 1
qgo | 1 q2 q7 | @13 44 14 | 920 Qs
qi | 43 44 gs | q1a  q15 qis | 918 g8
q2 | 95 (s q9 | Q16 qa qié | 917 44
qs | q7 g8 qio | it Q4 qQir | it 44
q4 | 99 qio qi1 | 18 g8 qi18 | 18 Qs
s | 11 g8 Q12 | 19 48 qi9 | 18 Qs
g6 | Q12 Q2 q13 | 97 48 G20 | 918 g8

Tabla 3.8: Semiautomata SAF21.

2. En tanto que haya parejas PorProbar: se toma una de estas parejas, digamos {p,q}. Se tiene dos
posibilidades:

(a) para cada simbolo e la pareja {p.,q.} = {tran(p,e), tran(p, e)} no aparece en Distinguidos. En-
tonces {p, ¢} se incorpora a PorDecidir y para cada e, {p, ¢} relega su decisién a la pareja {pe, g.},
o bien,

(b) existe un simbolo e tal que para {p.,q.} = {tran(p,e), tran(p,e)}, hay una terceta {p.,qe;0} €
Distinguidos. En tal caso, incorporamos {p,q;ec} a Distinguidos, y recursivamente todas las
parejas que hayan relegado su decisién a {p, g} se reconocen como distinguibles, y con las palabras
que las distinguen se incorporan a Distinguidos,

3. al final, las parejas indistinguibles son las que quedan en la lista PorDecidir.

Ejemplo. Consideremos el autémata AF21 = (SAF21,F) de 21 estados cuyo semiautémata adyacente
posee la funcién de transicién que aparece en la tabla (3.8). y cuyo conjunto de estados finales es

F= {QO>Q3:Q12>Q13>Q18>Q19}-

Al proceder de acuerdo con el algoritmo bosquejado para el cdlculo de parejas de estados indistinguibles
se reconoce a las parejas de estados distinguibles, con respectivas palabras distinguientes, mostradas en las
tablas (3.9, 3.10).

En cada renglén i < 21 de la tabla (3.9) aparecen parejas de la forma (gy,q;;nil), donde i’ < iy

(gir,qi) € [F x (Q — F)]U[(Q — F) x F]. Por tanto, es la palabra vacia la que distinge a esas parejas de
estados.

Ahora bien, en cada renglén i < 21 de la tabla (3.10) aparecen por lo general parejas de la forma
(gir,qi;0), donde i' < i y o distinge a esa pareja de estados. Cuando llega a aparecer en ese renglén una
pareja de la forma (g, q;;0') con j < i, es porque en su momento, la pareja (g;,q;) relegé su decision,
respecto a indistinguibilidad, en una pareja de la forma (g, g;). Por ejemplo en el renglén correspondiente a
i = 15 aparece la pareja (gs, q10) con la palabra 10, porque tran(qs,1) = qi5, tran(qgio, 1) = g4 y recién se ha
descubierto que la palabra 0 distingue a la pareja (g4, q15). También aqui aparece la pareja (g, ¢14) con la
palabra 110, porque tran(qa, 1) = qio, tran(qis,1) = ¢ y se acaba de descubrir que la palabra 10 distingue
a la pareja (gs, qio)-

Las parejas de estados indistinguibles quedan enlistadas en la tabla (3.11). Estas determinan una relacién
de equivalencia, cuyas clases aparecen, renombradas, en la tabla (3.12-a).

Al considerar en ese espacio cociente la esctructura de semiautémata inducida por el semiautémata
original se obtiene la funcién de transicién de la tabla (3.12-b).

Finalmente, ha de marcarse como estados finales a las clases pg y pg, consistentes de estados finales en
AF21, para obtener un autémata equivalente a AF21, que de acuerdo con el corolario 3.2.2 es el minimo
entre los equivalentes a AF21.
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(qO: q1; n7'l)7

(QO7 q2; nll)7

q1, q3; nil), (g2, g3; mil),

q0;

4q0, 955

do;

(¢

(q0 )
(g0 )
(g0, q6; mil),
(g0 )
(q0 )
(q0 )

qo,
q ] 3 Q3=QQ§ml)=

(90, q10; mil), (g3, q10; mil),

(q0, qu1; nil), (g3, qu1; nil),

(g1, q12; mil), (g2, qr2; nal), (qa, qr2; nal), (gs, qr2; nil

g6, 412; n7'l)7

(a1, qu3; nil), (g2, q3; mil), (qa, qr3; mil), (gs, qr3; nil

)s (

(g7, q12; nil), (g8, qi2; nil), (g9, qi2; nil), (qi0, qi2; nil), (q11, q12; nil),
)s (

(q7, q13; mil), (g8, q13; mil), (g9, q13; mil), (qro, qu3; nil),

46, d13; nll)7
(q11, qu3; nil),

Qo, 145 1il), (g3, qra; nil), (qu2, qra; nil), (@13, qra; nal),

¢13, q15; nil),

( (
40, q15; nil), (g3, qis; nil), (qi2, q15; nil),
( (

(90, qu7; nil

Py Py iy iy

)
Q13=Q16;m1)7
)

); )
9, 16; 7il), (g3, qie; mil), (qr2, qre; nil),
); ) q13, qu7; nil),

(g3, qu7; nal), (qi2, quz; nil),

(g1, q1s; nil), (g2, qus; nil), (qa, qis; nil), (g5, qis; nil), (gs, qis; nil), (g7, qis; nil), (gs, qis; nil),
(g9, q1s; nil), (qro, qis; nil), (qu1, qus; nil), (qra, qrs; nal), (qis, qrs; nil), (qis, qus; nil), (qi7, qis; nil),

(
)
(q1, q19; nil), (g2, qro; nal), (qa, qro; nil), (g5, qro; nil), (g6, qro; nil), (g7, qro; nil), (gs, qro; nil),
(Q9=Q19§ m'l), (010#119? m'l), (011#119? m'l), (014#119? m'l), (015#119? m'l), (016=(J19; nil)a (017#119? nil)a

(g0, g20; il), (g3, g20; mil), (qu2, q20; 14l), (q13, @205 Mil), (q18, g2o; 1il), (q19, g20; mil),

Tabla 3.9: Primer grupo de parejas de estados distinguibles en el autémata AF21.
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(qlana

)

(Q17Q47

)

(q27QG;0):(q47QG7 7(Q5 qde; ):

0)
0)
((h,qra, );
0)
0),

(Q2>Q7§0):(Q4>Q7a (Q'i qr; )7

(q'l7QS;0) (QG anO) (q27q5a10):

(Q7>QSa )7

(Q1=Q9; 0) (q27q9a 10) (Q6;QQ; 0) (q7:q9; 0)

(q1,41050), (g2, q105 10), (g6, 10; 0), (42, a3 10), (g1, gs; 110), (g6, g7: 110), (g7, q10: 0),

(g2, 011;0), (g4, ¢11;0), (g5, 115 0), (g8, q11;0), (99, 4115 0), (44, ¢5; 00), (q10, G115 0),

(QO>Q12§ 0)/ (q37Q12;0)7

(%2#113; 0):

(q1,914;0), (g2, 914;10), (g6, G145 0), (g7, q14;0), (q11, 145 0), (g5, gs; 00),

(q57Q15;0)7 (q87Q15; 0)/ (QS7q14; 10)/ (119:(]15; 0)/ (Q10;Q15§ 0)/

(92, 015:0), (g4, 153 0), (g8, q0; 10), (g8, q10; 10), (g4, q14; 110),

(4,485 10), (g5, q9;110), (g5, g10: 110), (g1, q11: 110), (g7, 11; 110),
(g9, q14;110), (qr0, q14; 110), (g1, ¢15; 110), (g7, ¢15; 110), (914, 153 0),

(q1,416:0), (g2, q16: 10), (g5, q16; 110), (g6, ¢16; 0),

(g7, ¢16;0), (g3, q16; 10), (q11, 916 0), (14, ¢16; 110), (q15, ¢16;0),

(q1,017;0), (g2, q17; 10), (g5, q17; 110), (g6, q17; 0),

(g7, 017;0), (g8, q17;10), (@11, q17; 0), (q14, q17; 110), (qu5, q17; 0),

((JO7018§0)7 (03=(J18§0)7 (111371118?0)7

(QO>Q19;O)> (q37Q19;0)7 (Q13;Q19;0)>

(11971120; 0): (lho:(lzo; 0): ((J14=(J20§0)7 (111671120?0)7 (0177020; 0)

(a1, G205 00), (g2, g20; 0), (g4, G205 0), (g5, 420; 0), (g7, g20; 00), (g8, g20; 0),

Tabla 3.10: Segundo grupo de parejas de estados distinguibles en el autémata AF21.

(90, 90), (q0,a3), (20, q13)
(Q1,Q1),(Q1,Q7)>

(92:42). (g2, s),

(QS:(B):((]S;(]B):

(04, 4),(q4,99), (94, @10), (Qa, Q16), (qa, Q17),
(%:%),(QB,QM)

(96.96), (g6, q11), (g6, T15), (@6, G20),
(Q7,Q7):

(g8, 8),

(99,99, (g9, q10); (99, q16), (90, q17),
(fho;(Jm) (q107q16) (Q10=Q17)=
((1117q 1) (11117(115) (Q11,Q20),
(12, q12); (12, 118), (12, Qre)s
(Q1%:Q13)

(14, q14),

((hs,q 5) ((115,%0);

(‘hﬁ:q 6) (Q16>q17)>

(1117=l]17)=

((hs,q 8) ((118,Q19)>

(Q19=(J19)

(Q20:Q20)

Tabla 3.11: Parejas de estados indistinguibles en el autémata AF21.

73



74 G. Morales-Luna CAPITULO 3. AUTOMATAS FINITOS Y EXPRESIONES REGULARES

tran | 0 1
po: {qo, 93, ¢13}, Po | p1 P2
p1: {aq, a1}, p1|po p3
D2 - {Q27(J8}= b2 | P4 D5
P3 - {Q47q9=Q107Q167Q17}7 D3 | P3 D3
Da - {IJ5,Q14}, Pa | P5 D2
Ds - {Q67(J117Q15=Q20}= DPs | D D2
Pe i {qi2, @18, quo} Ps | D6 P2

(@) (b)

Tabla 3.12: Autdémata cociente bajo la nocién de indistinguibilidad en el autémata AF21.

3.3 Autdmatas no-deterministas

3.3.1 Nociones basicas

Los autématas no-deterministas se conforman como los autématas finitos ya vistos, salvo que sus transiciones,
en lugar de ser funciones, son relaciones que a cada pareja (estado,estimulo) le asocian varios, uno o ninguin
estado. Mas precisamente:

Un semiautdmata no-determinista es una estructura de la forma SAFND = (Q, Ent, tran, qo) donde

@ : esel conjunto de estados,
Ent . es el alfabeto de entrada,
tran C [Q x Ent] x @, es una relacién de transicidn,

g € Q : esel estado inicial.

Un autdmata no-determinista es una pareja AFND = (SAFND, F) donde SAFND es un semiautémata
no-determinista y F' C () es un conjunto de estados finales.

Si (g, €e,p) € tran decimos que se puede transitar a p desde el estado ¢ cuando arriba un simbolo e. Para
cada pareja (g,e) € Q x Ent su imagen bajo la transicién es el conjunto tran(q,e) = {p € Q|(q, e, p) € tran},
es decir, es el conjunto de estados a los que se puede transitar desde q con e. De manera reiterada, para
(g,0) € Q x Ent*, definimos la imagen tran*(q,o) como sigue:

tran*(q,nil) = {q}

o € Ent*,e € Ent = tran*(q,0e) = U tran(p,e) = {o € Q|3p € tran*(q,0) : (p,e,0) € tran}
petran™(q,o)

Para cada o € Ent™ definimos T (o) = tran*(qo, o).

Una palabra o € Ent™ es reconocida por el autémata AFND si algin estado en T'(o) es final. El lenguaje
del autémata AFND consiste de todas las palabras que reconoce, L(AFND) = {o € Ent*|T(c) N F # (}.

Ejemplo. Sea AFND = (Q, Ent, tran, qo, F') el autémata no-determinista tal que

Q = {QO>Q1:‘12:‘13>Q4}
Ent = {0,1}
ran — { (@00aq) (@1 0q) (e20a@) (a204q2) (g3042) }
(@o1lgz) (g21q3) (g31q1) (g31lq2) (g31qa)
qo : estado inicial,

F = {(14}
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En la siguiente tabla presentamos el calculo de la correspondiente funcion T en algunas palabras:

le  1T() |
nil {90}
1 {q3}
10 {Q2}

100 {@2. 01}
1000 | {g2,q1,490}
10001 | {g3}
100011 | {q1, 42,94}

Asi pues, T(100011) N F = {q4} y consecuentemente 100011 € L(AFND).

Observacién 3.3.1 Todo autdmata finito (determinista) es también un autdmata finito no-determinista.

En efecto, las funciones son casos particulares de relaciones. Por tanto, toda funcién de transicion, es
una relacién de transicion.

Representacion de transiciones mediante matrices booleanas

Sea Dos = {0,1} el algebra booleana de dos elementos, dotada de sus operaciones usuales de conjuncidn,
“N” y disyuncion, “V’: x Ay es 1 s6lo si ambos z e y son 1; £ V y es 0 solo si ambos x e y son 0.
Para cada simbolo de entrada e € Ent definamos la matriz MA¥NP(e) = (Mgp), peq € Dos?*? tal que
para todos ¢,p € Q:
" _{ 1 si(gep) € tran,
w1 0 si(gep) € tran.
Similarmente, para o € Ent* definamos la matriz MA"NP(g) = (Mgp), peq € Dos?*? tal que para todos
a.p € Q:
— { 1 sip€ tran*(q,0),
aw 0 sipdtran*(q,0).

Asi pues, Vo € Ent* se tiene la relacién,
Vge@Q: tran®(q,0) = {p € Q| (MAFND(U))qp =1}

Ahora bien, la coleccion Dos?*? de matrices booleanas con indices en @ tiene una estructura de anillo
con la operacién suma dada por la disyuncién entrada a entrada,

A+B=C & Vg, peQ:ceyp=ag Vb,
y el producto booleano de matrices,

AB=C & Vg, peQ :cyp = \/(aqo/\bop).

0€Q
Lema 3.3.1 Si o = 0109 entonces MATND (g) = MAFND (5 )MAFND (5,).
k—1
En particular, si o = e;, - - e;,_, entonces MATNP(g) = H MAFND(eZ-j).
j=0
Ejemplo. Para el AFND del ejemplo anterior tenemos
01 00O 00010
1 0 0 0 0 00 0 0 0
MAFND@QOYy =1 0 1 1 0 0 MAFND(y =1 0 0 0 1 0
001 00 01 1 0 1
00 0 0O 000 00O
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a T =AFND || O T =AFND || O T =AFND
nil -

0 — 0000 | — 00100 | —

1 - 0001 |01 00101 | 001
00 - 0010 | — 00110 | 1000
01 — 0011 — 00111 | 001
10 — 0100 | — 01000 | 0110
11 — 0101 |01 01001 | 01
000 | — 0110 | — 01100 | 0110
001 | — 0111 | 01 01101 | 01
010 | — 1000 | — 01000 | 1000
011 | — 1001 | 001 01001 | 001
100 | — 1100 | — 11000 | 1000
101 | 001 1101 | 001 11001 | 001
110 | — 00000 | 000 001000 | 1000
111 |1 00001 | 001 001001 | 001

Tabla 3.13: Célculo del monoide del automata no-determinista.

3.3.2 Monoides de automas no-deterministas

El monoide de un autémata no-determinista se construye de manera similar a como se hizo en el caso
determinista: Dos palabras 01,05 son equivalentes, 01 =apnp 02, si MATND (g)) = MAFND(g,), es decir, si
ambas definen a la misma relacién entre estados.

Esta relacién!, ademas de ser de equivalencia, es congruente con la concatenacién. Por tanto, el cociente
Sawrnp = (Ent/ =arnyp) es un monoide, dicho del autdmata AFND.

Sarnp se construye también siguiendo el algoritmo (3.6).

Ejemplo. Aplicando el algoritmo (3.6) al ejemplo anterior, se obtiene las palabras mostradas en la tabla (3.13).
Se ve que exactamente 21 clases de equivalencia conforman el monoide del autémata. En la tabla (3.14)
se muestra cada una de las 21 matrices correspondientes. Ahi, observamos que las palabras 11 y 0011 son
reconocidas por el autémata (sus entradas (M),,, correspondientes a un arribo al estado final g4 a partir
del inicial go, asumen el valor 1). Por tanto, cualquier palabra equivalente a una de ellas dos también ha de
ser reconocida. Se tiene pues que el lenguaje reconocido por el autémata no-determinista es precisamente la
unién de las dos clases de equivalencia [11] y [0011].

Por otro lado, el monoide del autémata no-determinista puede ser dotado, como se hizo anteriormente,
de una estructura de autémata finito. Si aqui se declara como finales a las clases [11] y [0011] entonces el
autémata resultante serd uno finito que reconoce al mismo lenguaje que el autémata no-determinista. Esta
propiedad de ser equivalente a uno finito no es exclusiva del autémata en este ejemplo segin veremos en el
lema (3.3.2) més abajo.

3.3.3 Indeterminismo y determinismo

Diremos que un lenguaje L C Ent" es regular-N si coincide con el lenguaje reconocido por algin autémata
no-determinista.

Ya que todo autémata finito es en si mismo un autdémata no-determinista se tiene que todo lenguaje
regular es también un lenguaje regular-N. El reciproco también es cierto.

Lema 3.3.2 (Equivalencia de determinismo e indeterminismo) Todo lenguaje regqular-N es regular.
Es decir, para todo autdmata no-determinista AFND existe un autémata finito AF tal que L(AFND) =
L(AF).

1

reconocemos aqui lo desafortunado del lenguaje: esta relacidn se refiere a la definida entre palabras, la cual relaciona a
palabras que definen iguales relaciones entre estados.
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T 0 0 0 0 0 1 0 0 o0 0 0 0 1 o0

o 1 0 0 o0 1 0 0 0 O 0 0o 0 0 0O

M (nil) = o 0o 1 0 0 M(0) = 0 1 1 0 o0 M(1) = o0 0o 0 1 o0
o 0o 0 1 0 0 0o 1 0 o0 o 1 1 0 1

0 0 0 o0 1 0 0 0o 0 o 0 0 0 0 o0

T 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 1 0 o0

o1 0 0 0 0 0 0o 1 o0 0 0 0 0 o

M (00) = 11 1 0 o0 M(01) = 0 0 0 1 0 M(10) = 0 0o 1 0 o0
o 1 1 0 o0 0 0 0 1 0 11 1 0 o0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0 1 0 0 o0 0 0 0 1 o0

o 0o 0 o0 0 1 0 0 0 O 0 0o 0 0 o

M(11) = o 1 1 0 1 M(000) = 11 1 0 o0 M(001) = o 0o 0 1 o0
o 0o 0 1 o0 11 1 0 o0 0 0o 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o 0 0 0 0 o

0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 1 1 0 o0

o 0 1 0 0 o 1 1 0o 1 0 0o 0 0 0O

M(010) = o 0 1 0 0 M(011) = o 1 1 0o 1 M(100) = o0 1 1 0 o
o 0o 1 0 o0 o 1 1 0 1 11 1 0 o0

0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o 0 0 0 0 o

T 1 1 0 0 1 0 0 0 0 06 0 1 0 o0

o 0o 0 o0 0 0 1 0 0 0 0 0o 0 0 o0

M(110) = 11 1 0 o0 M (0000) = 11 1 0 o M(0010) = 0 0o 1 0 o0
o 0 1 0 0 11 1 0 o 0 0o 1 0 o0

0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o 0 0 0 0 o0

0 1 1 o0 1 0 0 0 0 o0 0 0 0 0 o0

0o 0 0 0 0 0 1 1 0 o0 11 1 0 o0

M(0011) = o 1 1 o0 1 M(0100) = 0 1 1 0 o0 M(0110) = 11 1 0 o0
o 1 1 o0 1 0 1 1 0 o0 11 1 0 o0

0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o 0 0 0 0 o0

1 1 1 0 0] 1 1 1 0] 0] 0] 1 1 0 0

o 0o 0 0 0 0 0 0o 0 o 0 0 0 0 o

M(1000) = 11 1 0 o0 M(1100) = 11 1 0 o0 M (00100) = 0 1 1 0 o
11 1 0 o0 o 1 1 0 o0 o 1 1 0 o0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabla 3.14: Matrices correspondientes a los elementos del monoide del autémata no-determinista.

En efecto, sea AFND = (Q1, Ent, trany, qo1, F1) un autémata no-determinista. Podemos presentar dos
construcciones de autématas finitos equivalentes a AFND.
Primera construccién. Construyamos el monoide S 4pyp del autémata no-determinista AFND y consid-
eremos su estructura de autémata finito: cada uno de sus elementos [o] es un estado, para cada simbolo
e € Ent definamos la transicién ([o],e) — [oe] y definamos como estados finales a las clases de equivalencia
[o] tales que [0] N F # (. Una palabra serd reconocida en este tltimo autémata cuando y sélo cuando lo sea
por AFND.
Segunda construccién. Construyamos el autémata finito AF = (Q2, Ent, trans, go2, F2) como sigue:

estados: Todo subconjunto de estados “viejos” serd un “nuevo” estado, Q2 = P(Q1) = {Q|Q C Q1}.

transiciéon: Todo subconjunto de estados “viejos” se transforma en su imagen bajo la funcién de transicién
“vieja”, trany : Q2 X Ent — Q2,(Q,e) — trans(Q,e) = U tran(q,e), es decir, para cada p € @,

4EQ
p € trans(Q),e) si y sélosi 3g € Q : (q,e,p) € tran,.

estado inicial: Hagamos gg2 = {qo1}, la ménada que consta sélo del estado inicial “viejo”.

[4

estados finales: Todo subconjunto de estados
estado final: Q' € Iy & Q' NF| # 0.

‘viejos” que contenga alguno final de ésos serd un nuevo

Observamos que rige cada una de las siguientes equivalencias para cualquier palabra o € Ent:

0 € L(AFND) <& tranypyp(go1,0) NFy # 0

< tran’y p({qo1},0) N FL #0
& tranjp(qo, 0) € F
& o€ L(AF)

asi pues, AFND y AF son equivalentes. Observemos también aqui que el nuevo conjunto de estados ha
de tener 2" elementos, donde n es el nimero de estados “viejos”. Esto hace crecer mucho el tamano del
autémata finito equivalente construido de esta forma. Bien que en algunos casos tal cota superior al nimero
de estados nuevos puede alcanzarse, en muchos otros casos la parte accesible del autémata construido incluira
s6lo una cantidad mucho menor de estados. Por tanto, en la practica es muy conveniente construir tan solo la
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(@[ 0 1[@[o 1]@[0 1]@[0 1]
0] 0 0] 8|16 0]16] 8 2] 24|24 2
0 of 9[16 of17| s 225|214 2
4 13| 10[20 13 18|12 15/ 26|28 15
4 13|11 (20 13 19|12 15| 27|28 15
12 2)12[28 2/ 20[12 2 28|28 2
12 213|288 2| 21|12 2 20|28 2
12 15|14 |28 15| 22|12 15| 30|28 15
12 15| 15|28 15| 23|12 15| 31|28 15

~N O Uk W N

Tabla 3.15: Transicién en el automata finito equivalente al no-determinista.
parte accesible del autémata AF siguiendo la estrategia del algoritmo (3.5) de cédlculo de estados accesibles.

Ejemplo. Consideremos el mismo ejemplo tratado en esta seccion. Cada subconjunto ) del conjunto de
estados @1 = {qo, ¢1, 42, g3, g1 } puede ser codificado por una cadena de 5 caracteres cg = ¢oQC1QC20C3QC1Q €
{0,1}” de manera evidente,

. 1 sig €Q,
Vz§5:ciQ:{ 0 sigié@.

y cada una de tales cadenas puede ser vista como la representacién binaria de un ntiimero entero entre 0 y
31. Nombremos pues con numeros de 0 a 31 a los elementos del conjunto (2 de nuevos estados. Asi por
ejemplo “7” que en binario es 00111 representa al conjunto {g2,qs,q4} y “16”, 16 = (10000)2, es el nuevo
estado inicial g2 = {qo}. Los nuevos estados finales son todos aquellos que contegan a g4, es decir, que
tengan el dltimo bit “prendido”. Los nuevos estados finales son entonces todos los nimeros impares.

Con ayuda de la tabla (3.14), se ve que la funcién de transicién del nuevo autémata es la mostrada en la
tabla (3.15). Observamos en este ejemplo que hay muchos estados inaccesibles tan sélo por el hecho de que
la imagen de la funcién de transicién no incluye a todos los estados. Con el estimulo 0 sélo se puede arribar
a los estados 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24 y 28. Con el estimulo 1 sélo se puede arribar a los estados 0, 2, 13 y 15.
Si se aplica el algoritmo (3.5) se obtiene el autémata de 8 estados cuya tabla de transicién es la siguiente:

[@[0 1[@[o 1][@]0 1]@[0 1]
0]0 0] 412 2]12]28 2] 16] 8 2
24 13| 8|16 of 13|28 2[28]28 2

en el que “16” es el estado inicial y “13” es el unico estado final.

3.4 Graficas de transicion

3.4.1 Nociones basicas

Sea Ent un alfabeto finito y sea A un simbolo que no esté en Ent. Sea Entyx = {\} U Ent la extension,
mediante la anadidura del simbolo ), del alfabeto dado. Naturalmente, el diccionario Ent* estd incluido en
el diccionario Enty. Por otro lado, sea

w: FEnty — FEnt
nil — w(nil) = nil
{ w(o1)s sis € Ent,
(o) sis= M\

o1s=0 — w(o)
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la transformacién que en cada palabra de Ent} suprime todas las apariciones del simbolo A. Acaso vale la
pena decir aqui que 7w es el homomorfismo entre diccionarios que extiende a las sustitucién

) mil  si= A,
f’f'£”{§ si € € Ent.

Una grifica de transicidn sobre el alfabeto Ent es una estructura GT = (Q, Ent, tran, qo, F') que coincide
con un autémata no-determinista AFND = (Q, Enty, tran, qo, F') sobre el alfabeto Ent,. Se dice que todas
las transiciones de la forma (g, A, p) son transiciones-A, o transiciones-vacias.

Para cualquier estado g € @) y cualquier palabra o € Ent* el conjunto de estados accesibles por o desde
gen GT es

* *
trant; (g, 0) = U tran’y on(q, 01),
o1 EEnti,w(a’l):J

es decir, un estado es accesible si hay una sucesion de transiciones, que puede incluir transiciones-\, corres-
pondiente a los simbolos de o desde el estado g hasta ese estado.
Introduzcamos también en este caso, la siguiente relacién en Ent*:

o1 =¢T02 & Vq€Q:trang(q,01) = tran (g, 02)

Como antes, se tiene que =7 es una relacién de equivalencia congruente con la concatenacién. Por tanto,
el cociente S = (Ent*/ =G7) es un monoide, dicho de la gréfica de transicidn.

3.4.2 Supresion de transiciones vacias

Sea también Tgr(o) = tranfp(qo, o) el conjunto de estados accesibles en la grafica de transicién mediante
o partiendo del estado inicial.

Una palabra o € Ent" es reconocida por la grafica de transicién GT si para alguna palabra oy € Ent}
tal que o0 = w(01), se tiene que o7 es reconocida por el autémata no-determinista AFND. El lenguaje de la
grafica estd formado por todas las palabras que reconoce.

Observacion 3.4.1 Las siguientes dos relaciones se cumplen:
e L(GT) =n(L(AFND)).
e Vo € Ent":0 € L(GT) & Tgr(c) N F # 0.

Un lenguaje L C Ent” se dice reqular-G si existe una gréfica de transicién GT sobre el alfabeto Ent tal
que L = L(GT).

Todo autémata no-determinista sin transiciones-A es una grafica de transicion. Por tanto, todo lenguaje
regular-N es también regular-G.

En cuanto al reciproco, se puede ver inmediatamente que todo lenguaje regular-G en el diccionario Ent*
es regular-N en el diccionario Enty y, debido al lema 3.3.2; es de hecho regular en ese mismo diccionario.
Asi pues, toda grafica de transicién es equivalente a un autémata finito con transiciones-A. Sin embargo,
con esta construccion se ha aumentado un simbolo al alfabeto. Veamos que se puede eliminar de manera
equivalente a las transiciones-\.

Lema 3.4.1 (Equivalencia de GT’s y AF’s) Todo lenguaje regular-G es regular. Es decir, para cada
grdfica de transicion GT sobre el alfabeto Ent existe un autdmata finito AF sobre el alfabeto Ent tal que

L(GT) = L(AF).

En efecto, para construir un autémata finito equivalente a una grafica de transicién dada, se puede seguir
cualquiera de las dos construcciones presentadas en el lema 3.3.2 partiendo del correspondiente autéomata
no-determinista, sélo que en vez de considerar las relaciones tran* ,y,(q, o) se considerara las relaciones
tran, (g, o). También, para evitar considerar estados irrelevantes se puede “filtrar” la segunda construccién
con el algoritmo (3.5) de cdlculo de partes accesibles.
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Input: A transition graph GT = (Q, Ent, tran, qo, F)
Output: A finite automaton AF = (Q1, Ent, tran,, qo1, F1) such that

L(GT) = L(AF).

Tst: List of tested new states.
TBTst: List of to-be-tested new states.

{ Tst:=nil ; TBTst :=[q, =10---0] ; tran, = nil ;
while TBTst # nil do
{ Pop(q, TBTst) ;
for each e € Ent do

{ p:= U trang7(q, e) ; tran, := Append(trani,(q,e,p)) ;
q€q
if pg TstU TBTst U{q} then TBTst := Append(TBTst,[p])} ;

: Tst :== Append(Tst,[q])

AF consists of the states in Tst

Figura 3.7: Conversién de una gréafica de transiciéon a un autémata finito equivalente.

Presentamos un seudocédigo de este procedimiento en la figura (3.7). Si @ = {qo, - -.,¢gn—1} es el conjunto
de estados de la grafica, la lista q = ig-- 4,1 € Dos™ denota al subconjunto @' tal que para todo 7,
2; € Q" < i; = 1. El nuevo estado final es la ménada que consiste del estado inicial gg, go1 = 10---0 = qy.

Los estados finales seran todos aquellos nuevos estados que incluyan alguno final de los viejos estados.

Ejemplo. Sea GT = (Q, Ent, tran, qo, F') la gréfica de transicién definida como sigue:
estados: @ = {0,1,2,3},

entradas: Ent = {0,1},

estado inicial: gy = 0,

estados finales: F' = {0},

0A1) (201) (212)
transicién: tran=<¢ (1 A2) (103) (313)
(3X0)

La palabra AA1001\ realiza la transicién 01221330 y consecuentemente la palabra 1001 es reconocida.
Una palabra que consista sélo de 1’s no puede ser reconocida.

Se puede ver que “partir del estado 0” es como si se “partiera del estado 1 o del estado 2” pues a ambos
se llega desde el estado 0 con palabras de la forma A*. Por la misma razdn, si se arriba al estado 0 se arriba
también a los estados 1 y 2, si se arriba al estado 1 se arriba también al estado 2 y si se arriba al estado 3
se arriba también a los estados 0, 1, 2.

Al aplicar el algoritmo (3.7) obtenemos la tabla siguiente:

q 0 1
1000 | 1111 0010
1111 | 1111 1111
0010 | 0100 0010
0100 | 1111 0100
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El estado inicial del autémata equivalente consiste de la ménada formada por el estado 0, es pues 1000, y
los estados finales son los que tienen prendido el “bit” de la extrema izquierda, a saber 1000 y 1111.

3.5 Autdématas bidireccionales

Hasta ahora los autématas que hemos considerado leen su entrada de izquierda a derecha y no reculan
sobre ella para realizar transiciones alternativas en funcién de la “historia” de la entrada. Los autématas
bidireccionales en cambio, si pueden revisar la cadena de entrada y efectuar transiciones en funcién de una
misma entrada leida varias veces. Veamos una formalizacién de esta nociéon de autématas finitos.

Un autdmata bidireccional es una estructura de la forma

AB = (Q, Ent, tran, qo, F')

donde
@ : esel conjunto de estados,
Ent : esel alfabeto de entrada,
tran : @ x Ent — Q x [Izq, Der], es la funcién de transicidn,
go € Q : es el estado inicial,
F CQ : eselconjunto de estados finales.

La semantica del autémata es muy intuitiva: Si se estd leyendo la i-ésima posicién de una palabra de
entrada, en la cual aparece el simbolo e, y se estd en el estado ¢ entonces,

e si tran(q,e) = (p, Izq) se pasa al estado p y a revisar la posicién i — 1 de la cadena de entrada,
e si tran(q,e) = (p, Der) se pasa al estado p y a revisar la posicién i + 1 de la cadena de entrada.

Para llevar un recuento de las transiciones del autémata utilizaremos descripciones instantdneas (DI’s).
Una DI es una cadena
012q4€0 Der € Ent™ x Q x Ent x Ent*

que indica que la palabra de entrada actual es 0 = 07,4e0per, se estd leyendo el simbolo e y se estd en el

estado q: 01y € Oper, 0 bien de la forma o, € Ent™ x @, que indica que se ha arribado al estado q y se

+
q

ha concluido la lectura de la palabra de entrada.
Diremos que una DI di = 01,1,4q1€101, per Se sigue de otra do = 09, 12¢G0€000, Der, AB F (dg — dv), si es
el resultado de aplicar la transicién correspondiente a dy. Formalmente, AB & (dy — di) &

(00.12¢ = 01,129€1)N )
’ ' si tran(qo, eq) = (q1, I2q),
[ (Ul,Der = eUUU,Der) (qO, 0) (ql; Q),
(00 Der = €101 Der)/\ .
’ ' si tran(qg, eo) = (q1, Der).
[ (Ul,fzq = UOqueO) (110, 0) (QL )
(dU = Uo,lquer)/\
v (di = 00,1z0€0q1)\
tran(qo,e0) = (a1, 12q)

La cerradura reflexivo-transitiva de la relacién “se sigue” es la relacién “se deriva”, denotada como
ABF (dy = dy).

Una palabra o € Ent" es reconocida por el autémata bidireccional AB si para algin estado final p € F se
tiene AB F (qoo = op). Es decir, una palabra es reconocida si para cuando se concluya su lectura se haya
arribado a un estado final. El lenguaje reconocido por el autémata bidireccional AB es

L(AB) =[o € Ent*|3p€ F : AB F (qoo = op)].

Un lenguaje es reqular-B si es reconocido por un autémata bidireccional.
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DI[1]:  qoaabbbababbbb
DI[2]:  agsabbbababbbb
DI[3]: aagsbbbababbbb
DI[4]:  aabgq, bbababbbb
DI[5]:  aabbgsbababbbb
DI[6]:  aabbbgsababbbb
DI[7]:  aabbgsbababbbb
DI[8]:  aabgsbbababbbb
DI[9]:  aabbgibababbbb
DI[10]: aabbbgsababbbb
DI[11]): aabbbagsbabbbb
DI[12]): aabbbabgy abbbb
DI[13]: aabbbag,babbbb
DI[14] : aabbbabg, abbbb
DI[15]: aabbbabag; bbbb
DI[16]: aabbbababgsbbb
DI[17]: aabbbababbgqsbb
DI[18]: aabbbababbbg: b
DI[19]: aabbbababbbbqs

Tabla 3.16: Accién de SABg sobre a;.

Ejemplo
El autémata bidireccional SAB3 que

e avanza a la derecha hasta que hayan aparecido dos 1’s, y
e retrocede a la derecha hasta encontrar un 0, en cuyo caso reentra al estado inicial,

tiene como transicién a la siguiente:

Estado 0 1
qo | (qo, Der) | (g1, Der)
a1 | (q1, Der) | (g2, Izq)
q2 | (qo, Der) | (q2,Izq)

El estado inicial es qq.
Si ¢1 se designa como estado final, entonces se reconocerd a palabras de la forma 0*(010*)*010*.

Ejemplo
Consideremos el semiautémata bidireccional SABg de 6 estados sobre el alfabeto de dos simbolos A =
[a, b]:

qo q1 q2 qs3 q4 qs5
a || (g3, Der) | (g2, 1Izq) | (q1, Der) | (g5, Der) | (g3, Izq) | (g4, I2q)
b (q47 DET‘) (113>D€7’) (Q2>D€7’) (Q5>D€7’) (Q5: ]Zq) (111: DET‘)

Una palabra que termina de leerse es a; = aabbbababbbb. En la tabla (3.16) se ve la accién de SABg
sobre 1. Una palabra con un prefijo de 4 a’s hace que se salga por la izquierda de la cadena de entrada. En
efecto, consideremos «y = aaaabbbbaaaa. En la tabla (3.17) se ve la accién de SABg sobre a2. Una palabra
que cicla es ag = aabbabaabbbb. En la tabla (3.18) se ve la accién de SABg sobre as.

Si se ve la entrada del autémata como inscrita en una cinta con casillas contiguas, en cada una de las
cuales se inscribe un simbolo, entonces en una palabra de k simbolos habra k + 1 separadores de casillas. Si
la palabra de entrada fuese 0 = e; ... ey, al escribir explicitamente a los separadores, podriamos re-escribir
a g como

g = Sp0€1S1...SLk—1€LSE.-
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DI[1] qo aaaabbbbaaaa
DI2] agqsaaabbbbaaaa
DI[3]: aagsaabbbbaaaa
DI4] : aqsaaabbbbaaaa
DI[5] : gsaaaabbbbaaaa
DI[6] : ags aaabbbbaaaa
DIT7]: gsaaaabbbbaaaa
DI8]: gqs3jSalida por la izquierda!

DIf1]: goaabbabaabbbb
DI[2?] : aqz abbabaabbbb
DI[3] : aaqs bbabaabbbb
DI4]: aabgy babaabbbb
DI[5] : aabbgs abaabbbb
DI6] : aabbaqs baabbbb
DI7] : aabbabg, aabbbb
DI[8] : aabbags baabbbb
DI[9] : aabbabgsaabbbb
DI[10] : aabbabaq, abbbb
DI11] : aabbabg,aabbbb

DI[9] = DI[11] ;Ciclo!

Tabla 3.18: Accién de SABg sobre as.

En la figura (3.8) presentamos un diagrama de esta presentacion.
La aplicaciéon de la palabra de entrada o en el autémata determina una sucesidn de cruce S; en cada uno
de los separadores s;, de acuerdo con la construccion siguiente:

1. Inicialmente hacemos Sy = [(qo, Der)] y para cada i > 0, S; = nil.

2. Posteriormente, si d = 0;0q€0 per es la descripcién instantdnea actual, d' = o7, ¢'€'o’,,. es tal que
ABt (d — d') y e estd en la posicién j, entonces

tmn(q, 6) = (qla Ilq) = ijl = ijl * [(ql7 ]Zq)]/
tran(q,e) = (¢, Der) = Sj =8; x[(¢', Der)],

Con estas reglas, toda sucesién de cruce ha de comenzar con una pareja de la forma (¢', Der) correspon-
diente a un movimiento a la derecha, y los movimientos correspondientes a dos parejas sucesivas en una
misma sucesién de cruce habran de alternarse. Por tanto, al cabo de la lectura de una palabra de entrada, en

€1 €9 s €k—1 €

S0 51 52 Skg—2  Sk—1 St

Figura 3.8: Cadena de entrada y separadores en un AB.
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S0 1 s 0 s 1 s3 0 s4 0 s5 1 s6
(qo, Der) : 1| (g1, Der) : 2 | (q1, Der) : 3
(q2,Izq) : 4
(qo, Der) : 5 | (q1,Der):6 | (qi,Der):7 | (qi,Der):8
(g2, Izq) : 9
(qo, Der) : 10 | (qu, Der) : 11

En cada entrada, los nimeros de la derecha son un recuento secuencial de la computacién.

Tabla 3.19: Sucesiones de cruce para el autémata bidireccional SABj.

S0 a Si1 a S2 a S3 a Sa a Ss a Se
(g0, Der) : 1 | (g3, Der):2 | (gs,Der):3 | (qi,Der):4 | (g3, Der):5 (g5, Der) : 6
(g5, Izq) : 8 (a; Izq) = 7
(g1, Der) : 9 | (g3, Der) :10 | (g5, Der) : 11
b S7 a Sg b S9 b S10 b S11 b S12
(q1, Der) : 12
(g2, Izq) : 13
(g2, Der) : 14 | (q1, Der) : 15 | (g3, Der) : 16 | (g5, Der) : 17 | (q1, Der) : 18 | (g3, Der) : 19

Tabla 3.20: Sucesiones de cruce para el autémata bidireccional SABg.

cada separador, la correspondiente sucesién de cruce ha de tener un nimero impar de elementos. Ademas,
en el caso de que se haya aplicado una palabra que es efectivamente reconocida, ninguna sucesién de cruce
puede tener dos apariciones de una misma pareja (en otro caso la “computacién” se ciclaria).

Ejemplo
Para la palabra de longitud 6, 101001, las 7 sucesiones de cruce en el semiautémata bidireccional SABj
son las mostradas en la tabla 3.19.

Ejemplo
Para la palabra de longitud 12, aabbbababbbb, las 13 sucesiones de cruce en el semiautémata bidireccional
SABg son las mostradas en la tabla 3.20.

De manera general, diremos que una sucesion de cruce es una lista de parejas de la forma (¢, m) €
Q % [Izq, Der] tal que

e los movimientos en la sucesién se van alternando, y
e ninguna pareja se repite en la sucesion.

Por razones que se aclarardn mas adelante, diremos que una sucesién de cruce es derecha si comienza con
un movimiento a la derecha y es de longitud impar. Simétricamente, diremos que es izquierda si comienza
con un movimiento a la izquierda y es de longitud par.

Si hay n estados en el autémata bidireccional, entonces ninguna sucesién de cruce puede tener mas de

2
2n elementos. Ademds, para cada j < n hay ¢, ; = ((n%;)') sucesiones de cruce de longitud 25 — 1 que

comiencen con el movimiento Der. Por tanto, con n estados, hay

n

C, = ch,]’ = (n!)2 Z !

= (=)’

posibles sucesiones de cruce derechas. El crecimiento de C,, es muy rapido como se ve en la tabla (3.21).
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n Chll n Ch
1 1 8 3705927296
2 81 9 300180111057
3 81 || 10 30018011105800
4 1312 || 11 3632179343801921
5 32825 || 12 523033825507476768
6| 1181736 | 13 88392716510763573961
7157905113 || 14 | 17324972436109660496552

Tabla 3.21: Crecimiento del nimero maximo de sucesiones de cruce.

En resumen, el conjunto de sucesiones de cruce para un autémata bidireccional siempre es finito. Por
esto, tendremos que todo autémata bidireccional serd equivalente a uno finito no-determinista. Los estados
de éste ultimo seran precisamente las sucesiones de cruce derechas posibles. En lo que resta de esta seccion,
veremos cémo convertir un autémata bidireccional a uno finito equivalente.

Observemos en las tablas (3.19) y (3.20) que cualesquiera dos sucesiones de cruces contiguas “concuerdan”
entre si en el sentido de que sus construcciones son consistentes con el funcionamiento del correspondiente
autémata bidireccional.

Ahora bien, diremos que dos sucesiones de cruce Si, Se concuerdan para un simbolo e € Ent si para
alguna palabra o = o1e09, en la cual e aparezca en una posicién, digamos i, se tiene que S; aparece como
subcadena de la sucesion de cruce S;_1, Ss aparece como subcadena de S; y ambas cadenas forman la “traza”
del funcionamiento del autémata bidireccional sobre la palabra . Diremos que S; concuerda yendo a la
derecha con S si la traza inicia con el primer elemento de S; y el movimiento correspondiente es a la derecha.
Similarmente, diremos que Sy concuerda yendo a la izquierda con S; si la traza inicia con el primer elemento
de Sy y el movimiento correspondiente es a la izquierda.

Para poner esto en términos mas precisos:

D.1 La sucesion vacia concuerda yendo a la derecha consigo misma para cualquier simbolo e.

I.1 La sucesién vacia concuerda yendo a la izquierda consigo misma para cualquier simbolo e.

D.2 Si S; concuerda yendo a la derecha con Sy para el simbolo e y tran(q1,e) = (g2, [zq) entonces la sucesién
[(g1, Der), (g2, Izq)] * S1 concuerda yendo a la derecha con Sy para el simbolo e.
En efecto, la pareja (¢q1, Der) indica que se atraviesa al separador s;_; hacia la derecha para leer el

simbolo e, y luego, por la accién del AB, se vuelve a atravesar s; ; pero ahora hacia la izquierda.

1.2 Si Sy concuerda yendo a la izquierda con S; para el simbolo e y tran(pi,e) = (p2, Der) entonces la
sucesion [(p1, Izq), (p2, Der)] * S concuerda yendo a la izquierda con S; para el simbolo e.

3

En efecto, estamos en una situacién simétrica de la anterior.

D.3 Si Sy concuerda yendo a la izquierda con S; para el simbolo e y tran(q;,e) = (p1, Der) entonces
[(g1, Der)] % Sy concuerda yendo a la derecha con [(p1, Der)] % Sy para el simbolo e.

En efecto, la pareja (¢1, Der) indica que se atraviesa a s;_1 hacia la derecha para leer el simbolo e, y
luego, por la accion del AB, se atraviesa s; hacia la derecha también. Posteriormente para mantener
la concordancia es necesario que Sy concuerde yendo a la izquierda con Sj.

1.3 Si S; concuerda yendo a la derecha con S para el simbolo e y tran(q1, e) = (p1, Izq) entonces [(g1, Izq)]*S2
concuerda yendo a la izquierda con [(p1, Izq)] * S1 para el simbolo e.

En efecto, estamos en una situacién simétrica de la anterior.
Se sigue inmediatamente lo siguiente:
1. Si Sy concuerda yendo a la derecha con Ss, entonces ambas sucesiones S; y S3 son derechas.

2. Si S, concuerda yendo a la izquierda con Sy, entonces ambas sucesiones S; y Sy son derechas.
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3. Para cualquier palabra o que se lea por completo en el autémata bidireccional, si (S5;), es su sucesién
de sucesiones de cruce, entonces:

(a) cada S; es una sucesién de cruce derecha,

(b) cada S;_1 concuerda yendo a la derecha con S;, para el i-ésimo simbolo de la palabra o.

Proposicién 3.5.1 (Equivalencia de los autématas bidireccionales con los no-deterministas) Todo
lenguaje regular-B es reqular-N, y consecuentemente es también reqular. FEs decir, todo automata bidirec-
cional es equivalente a un autémata no-determinista, y consecuentemente a un autdmata finito.

En efecto, sea AB = (Q, Ent, tran, qo, F') un autémata bidireccional. Construyamos el autémata no-
determinista siguiente:

estados: ()1 = [sucesiones de cruce derechas]

estado inicial: go1 = [(qo, Der)],

estados finales: Fy = [[(q, Der)]|q € F],

transiciones: (S; e Sy) € tran; < S; concuerda yendo a la derecha con Sy para el simbolo e

Es facil ver que ambos autématas son equivalentes pues una “computacion reconocedora”, en el autémata
no-determinista, corresponde a una lectura por columnas como las presentadas en las tablas 3.19 y 3.20,
correspondientes a sendas “computaciones reconocedoras”, en sus respectivos automatas bidireccionales. El
reciproco también vale.

El autémata descrito en la demostracién anterior es muy extenso y seguramente ha de contener una gran
cantidad de estados inaccesibles. Como una primera aproximacion para reducir el tamano del autéomata
equivalente podemos calcular sélo aquellas sucesiones de cruce que potencialmente pueden concordar, segin
lo permita la funcién de transicién del autémata bidireccional.

Describamos un procedimiento que dado un simbolo a produce sendas listas de parejas de sucesiones
de cruce que concuerdan yendo por la derecha, abreviado ConcDer, y yendo por la izquierda, abreviado
Conclzq, respecto al simbolo a. Para cada una de las dos relaciones, ConcDer y Conclzq, utilizaremos un
arreglo de palabras a revisar y otro de palabras ya revisadas.

1. Inicialmente consideramos la sucesién de cruce vacia A. La pareja (A, A) se coloca en la lista de parejas
a revisar, en tanto que la lista de parejas revisadas es vacia, para cada una de las dos relaciones de
concordancia.

2. Por cada pareja de sucesiones que quede por revisar,

(a) se toma la primera pareja (SDery, SDersy) a revisar segun ConcDer para pasarla a las ya revisadas
tras el procesamiento que aqui describimos,

(b) para cada estado g sea (p, mov) el resultado de leer a en el estado ¢ y para cada pareja (SIzq, , SIzq,)
entre las revisadas o por revisar de la relacién Conclzg:

e si mov = Izq entonces consideramos la pareja ([[q, Der], [p, Izq]] * SDery, SDer,), para colo-
carla en la lista de las parejas a revisar segin la relacién ConcDer, si es que es la primera vez
que aparece,

e si mov = Der entonces consideramos la pareja ([[g, Der]] * SIzq,, [[p, Der]] * SIzq,), para
colocarla en la lista de las parejas a revisar segun la relacién ConcDer, si es que es la primera

vez que aparece,

¢) luego procedemos de manera dual, es decir, se toma la primera pareja (SIzq, SIzq,) a revisar
1 2
segun Conclzq para pasarla a las ya revisadas tras el procesamiento que aqui describimos,

(d) paracada estado g sea (p, mov) el resultado de leer a en el estado g y para cada pareja (SDery, SDery)
entre las revisadas o por revisar de la relacion ConcDer:

e si mov = Der entonces consideramos la pareja (SIzq,, [[q, Izq], [p, Der]] x SIzq, ), para colocarla
en la lista de las parejas a revisar segun la relaciéon Conclzq, si es que es la primera vez que
aparece,
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e si mov = Izq entonces consideramos la pareja ([[p, Izq]] * SDer1,[[q, Izq]] * SDer,), para colo-
carla en la lista de las parejas a revisar seguin la relacion Conclzg, si es que es la primera vez
que aparece,

3. Las listas de parejas revisadas han de concordar.

El procedimiento descrito produce ain una gran cantidad de sucesiones de cruce, aunque efectivamente
estd descartando a muchisimas sucesiones irrelevantes.

Ejemplo

Volvamos al autémata SABj3. El algoritmo anterior produce 48 parejas de sucesiones de cruce derechas,
de manera que la primera concuerda con la segunda yendo a la derecha, respecto al simbolo 0. En la
tabla (3.22(a)) las enlistamos en su orden de aparicién con el algoritmo descrito. Sin embargo, ahi aparecen
también sucesiones que tienen elementos repetidos. En la tabla (3.22(b)) suprimimos esas sucesiones.

En la tabla (3.23) enlistamos las parejas de sucesiones de cruce derechas, de manera que la primera
concuerda con la segunda yendo a la derecha, respecto al simbolo 1, también en el orden de aparicién con el
algoritmo descrito.

Para el autémata SABg, de 6 estados, este algoritmo da un nimero extremadamente grande de sucesiones
relacionadas.

Como otra alternativa, en vez de generar todas las sucesiones de cruce plausibles, con cierta nocién
de plausibilidad, partiendo de la sucesién de cruce primera [(go, Der)], dada una sucesién de cruce actual
calcularemos a todas aquellas que concuerdan con ella yendo a la derecha para cada uno de los simbolos en
el alfabeto de entrada.

Para esto, definimos dos relaciones HaciaDer, y Hacialzq, de manera tal que para cualesquiera dos
sucesiones de cruce Sy 1"

SHaciaDer,T < S concuerda yendo a la derecha con T respecto a a

SHacialzq, T <& T concuerda yendo a la izquierda con S respecto a a

Diremos que una pareja [(q, Izq), (p, Der)] es “de zig-zag”, respecto al simbolo a si en la transicién del

autémata bidireccional se tiene tran(q,a) = [p, Der]. Diremos también que un estado ¢ es un “antecedente”
de [p, mov] si para algin simbolo b se tuviese que tran(q, b) = [p, mov].
De manera recursiva, tenemos:

HD.1 [|HaciaDer,]].

HD.2 [(q, Der)] * SHaciaDer,[(p, Der)] « T < (tran(q,a) = (p, Der))&(S Hacialzq,T).

HD.3 [(q, Der), (p, Izq)] * SHaciaDer,T < (tran(q,a) = (p, Izq))& (S HaciaDer,T).

HI.1 [|Hacialzq,T < T es de zig-zag, respecto al simbolo a.

HI.2 [(q, Izq)] * SHaciaDer,[(p, Izq)] * T < (g es antecedente de (p, Izq))& (S Hacialzq,T).
Utilizaremos un arreglo de sucesiones de cruce a revisar y otro de sucesiones de cruce ya revisadas.

1. Inicialmente se coloca la sucesion de cruce [(go, Der)] en la lista de sucesiones a revisar y la de revisadas
es vacia.

2. En tanto haya sucesiones por revisar,

(a) se toma la primera sucesién S a revisar, para pasarla luego a las ya revisadas,
(b) para cada simbolo a,

i. se calcula la lista de sucesiones T tales que S HaciaDer,T,
ii. se pone una transicién, marcada con a de S a cada tal T,

iii. la primera vez que aparezca una tal 7', se la pone en la lista de sucesiones a revisar.
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(1, Der), (0, Izq), (0, Der)]
(0, Der), (1, Izq), (1, Der)]
(0, Der), (1, Izq), (1, Der)
(1, Der), (2, Izq), (0, Der)

== —
S .
QD QD QD
QR Q
=) =
====
_R=RN===<I=
NN NN N NS
D D 8] D D 8] D
RRRNKRINKNIRIR
&;1’1’2’2’0’1’
coigdiels

(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(1, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(0, Der)]

(0, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(0, Der), (1, Izq), (1, Der)]

(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der)]
(0, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(0, Der), (1, Izq), (1, Der)]

(0, Der), (2, Izq), (0, Der)]

(0, Der)
(1, Der)

[(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(1, Der), (1, Izq), (1, Der)]
(1, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(1, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)]
(1, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)]

(0, Der), (2, Izq), (0, Der)]
(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der)]

(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)
(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der)
(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)]

(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)]
(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)]

(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)]
(1, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)]

(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)]
(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der)
(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der)

(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)

(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der)
(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der)

(0, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der)

(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)]
(1, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der)]
(1, Der), (2, Izq), (0, Der)]

(1, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der)]
(1, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)]
(1, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der)]
(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der)
(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)

(1, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der)]
[(1, Der), (1, Izq), (1, Der), (0, Izq), (0, Der), (2, Izq), (0, Der)]
(1, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)
(1, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)
(0, Der), (2, Izq), (0, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der)
(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)
(0, Der), (0, Izq), (0, Der), (1, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)

(0, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(0, Der)

[(0, Der)]

(0, Der)
(0, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(1, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(0, Der)
(1, Der)
(1, Der)

()
(1, Der)
(1, Der)
(2, Der)
(2, Der)
(0, Der)

Tabla 3.22:

(a) Las 48 parejas de sucesiones de cruce derechas, de manera que la primera concuerda con

(b) Las 7 parejas de la tabla (a) sin sucesiones con

la segunda yendo a la derecha, respecto al simbolo 0.

elementos repetidos.



3.5. AUTOMATAS BIDIRECCIONALES G. Morales-Luna 89

(0, Der)] (1, Der)
(1, Der), (2, Izq), (0, Der)] (1, Der)
(2, Der), (2, Izq), (0, Der)] (1, Der)
(2, Der), (2, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)] | [(1, Der)
(0, Der)] (1, Der), (0, Izq), (1, Der)]
(1, Der), (2, Izq), (2, Der), (2, Izq), (0, Der)] | [(1, Der)]
(1, Der), (2, Izq), (0, Der) (1, Der), (0, Izq), (1, Der)
(2, Der), (2, Izq), (0, Der) (1, Der), (0, Izq), (1, Der)
(2, Der), (2, Izq), (1, Der), (2, Izq), (0, Der)] | [(1, Der), (0, Izq), (1, Der)
(1, Der), (2, Izq), (2, Der), (2, Izq), (0, Der)] | [(1, Der), (0, Izq), (1, Der)

Tabla 3.23: Las 10 parejas, de manera que la primera concuerda con la segunda yendo a la derecha, respecto
al simbolo 1.

3. La lista de sucesiones revisadas define al autémata no-determinista equivalente.

Ejemplo
Para el autémata bidireccional SABj3, al aplicar el algoritmo anterior se distingue a las sucesiones de
cruce

0| [(0, Der)]
1| [(0, Der), (1, Izq), (1, Der)]
2 | [(1, Der)]
3| [(1, Der), (0, Izq), (0, Der)]
4 | [(1, Der), (2, Izq), (0, Der)
5| [(1, Der), (1, Izq), (0, Der)

y con la enumeracién de la primer columna, la transiciéon del autémata no-determinista es

[ [t ]
0]{0,1] [{%)
14 {J
21{2,3,4) | {
31 {} {
{541 (D
5 | {} {}

y sobre éste, al calcular el autémata determinista equivalente, obtenemos el autémata

|| NvoEdo | CtoViejosEdos | || | 0 | 1 ||
01 {0} 112

0
1[{0,1} 112
2 [ {2} 234
311{2,3,4} 352
{3 144
5112,3,4,5} 5052

donde la tabla del lado izquierdo representa una nueva enumeracién ahora de los conjuntos de estados del
automata no-determinista, y la tabla de la derecha, la transicién del nuevo autémata determinista. Este es
el equivalente a SAB3.

Ejemplo
Para el autémata bidireccional SABg, al aplicar el algoritmo anterior se distingue a 177 sucesiones de
cruce para formar el autémata no-determinista AND. Cuando a éste se le convierte en uno determinista,
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digamos AD, aparecen 63 estados. El estado 0 de AND corresponde a la sucesion de cruce [(0, Der)]. El
estado 0 de AD corresponde al conjunto de estados {0}.
Vimos anteriormente que la palabra o = aabbbababbbb se lee por completo en el autémata SABg y arriba

a su estado 3. Cuando aplicamos o a AD se llega a su estado 49, el cual corresponde a la coleccion de estados
de AND

{1, 3,23,24,25,26,27,28,29, 30, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,

41,42,43,44,46,47, 48, 58,59, 60, 61,62, 63, 64, 65, 66,67,

68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79, 80, 81, 82,83, 84,

85, 86,87, 88,89, 115,116,117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126,
127,128,129,130, 131,132,133, 134,135,136, 137,138, 149, 150, 151, 152,153,
154,155,156, 157,158,159}

entre los cuales esta el estado 1 que corresponde a la sucesién de cruce [(3, Der)].

3.6 Producto de automatas

Sean AF, = (Qn, Ent, trani,qo1, F1) y AFs = (Q2, Ent, trans, qo2, F») dos autématas finitos. Su semi-
autémata producto se define sobre el producto cartesiano como sigue:

estados: Q = Q1 x Q2 =[(¢1,¢2)|¢1 € Q1,92 € Q2),
estado inicial: go1 = (o1, go2);

transiciones: tran: @ x Ent — (@
((¢1,92),e) = tran((q1,q2),e) = (trani(q1,e), trana(qgz, €))

(se tiene un semiautémata porque ain no hay estados finales). Denotemos por AF = Prod(AF., AF,) a
este semiautomata.
Es evidente que

o€ BEnt",(q1,q2) €Q = tran” ((q1,q2),0) = (trani(q1,0), trans (g2, 0))
o€ Ent* = T(o)=(Ti(0),T2(0))

Asi pues, si definimos como conjunto de estados finales al conjunto

By =[(q1,92) € Ql(q1 € F1) V (g2 € FY)]

entonces una palabra o € Ent* serd reconocida por el producto si y sélo si lo es por alguno de los autématas
AF1 o AF5, es decir, en este caso,

L(AF) = L(AF,)UL(AF,).
Ahora, si definimos como conjunto de estados finales al conjunto
Fr=[(q1,42) € Q(q1 € F1) A (g2 € F>)]

entonces una palabra o € Ent” sera reconocida por el producto si y sélo si lo es por ambos autématas AF
o AF5, es decir, en este caso,

L(AF) = L(AF,) N L(AF>).

Naturalmente, un autémata producto puede reducirse de manera equivalente considerando unicamente
su parte accesible, es decir, aplicandole el algoritmo 3.5.
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3.7 Propiedades de cerradura

Para dos lenguajes Ly, Ly C Ent* definimos los operadores siguientes:

interseccion: LinLy, = Jo|(oc € Li)A (o€ Ly)
suma: L1 + L2 = L1 U L2
= J|o|(c € L1) V (0 € Ly)]
producto: Ly Ly = [o102](01 € L1) A (02 € Ly)]
estrella: LY = [nil]
Yn>0: LY = Lp- I,
Ly = |JLy
n>0

complemento: L = {o€Ent'|o ¢ L}

Proposicion 3.7.1 La clase de lenguajes requlares es cerrada bajo cada uno de los anteriores operadores.

En efecto, veamoslo para cada operador.
Sean AF, y AF5 sendos automatas finitos que reconocen a L1 y a L.

Interseccion: Sea AF el autémata producto de AF, y AF5 dotado de los estados finales F. AF reconoce
al lenguaje L1 N Ly y por tanto éste es regular.

Suma: Sea AF el automata producto de AF, y AF, dotado de los estados finales F\,. AF reconoce al
lenguaje L1 + Ly y por tanto éste es regular.

Alternativamente, sea GT la grafica de transicién que consiste de la estructura de AF; mas la estructura
de AF5 mas un estado inicial gy con correspondientes transiciones-A (go A go1) v (¢o A qo2). Esta gréfica
reconoce a Ly + Ly y por tanto éste es regular-G. Como todo regular-G es también regular, Ly + Lo es
regular.

Producto: Sea GT la gréfica de transicién que consiste de la estructura de AF1 mas la estructura de AF
mas un estado inicial go con la transicién-A (go A go1). Afiadamos también una transicién-\ de cada estado
final de AF; al estado inicial ggo de AFa: (g1 A go2), g1 € F1. Esta grafica reconoce a Ly - Ly y por tanto
éste es regular-G. Asi pues, Ly - Ly es regular.

Estrella: Sea GT la grafica de transicién que consiste de la estructura de AF; mds un estado inicial
go con la transicién-A (go A go1) y una transicién-A de cada estado final de AF; a qo: (1 A qo), ¢1 € Fi.
Declaremos también como final a qp. Esta grafica reconoce a L y por tanto éste es regular-G. Asi pues, L}
es regular.

Complemento: Sea AF el autémata que tiene la misma estructura de AF'; salvo en que un estado serd
final en AF siy sélo si ese estado no lo es en AF'y, es decir, F' = () — F;. Evidentemente, AF' reconoce a L§
y por tanto éste es un lenguaje regular.

3.8 Ejercicios

1. Construya maquinas de Mealy y de Moore con el desempefio siguiente: Para entradas en (0 + 1)*, si
la entrada termina con el sufijo 101 emite A; si la entrada termina con el sufijo 110 emite B; en otro caso
emite C.

2. Construya méquinas de Mealy y de Moore con el desemperio siguiente: Para entradas en (0 + 1 + 2)*,
escribe el residuo en base 5 del nimero que, en base 3 estd dado por la entrada.

3. Sea tran : Q X Ent — @ la funcién de transicién de un autémata finito. Demuestre que para cada ¢ € )
y cada 01,02 € Ent” se tiene
tran® (q,0109) = tran™ (tran™(q,01),02).
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4. Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {0, 1} que reconozca al lenguaje consistente de
las cadenas de caracteres con tres 0’s consecutivos.

5. Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {0,1} que reconozca al lenguaje consistente de
las cadenas de caracteres tales que cada bloque de cinco caracteres consecutivos contiene al menos dos 0’s.

6. Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {1} que reconozca al lenguaje L = {1111°*1|k > 0}.

7. Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {a, b} que reconozca al conjunto de palabras cuyos
cuatro ultimos simbolos forman la particula bbab.

8. Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {a, b} que reconozca al conjunto de palabras cuyos
cinco udltimos simbolos incluyen dos a’s y tres b’s.

9. Revisor de sumas binarias: Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {0,1}? que reconozca
al lenguaje L, tal que
(alblcl)(angCQ) R (akbkck) € Lsum f=4

(ala2 te ak)2 + (b1b2 e 'bk)2 = (0102 te Ck)2

Asi, por ejemplo, como 6 + 14 = 20 se tiene

I I
L) Lo) L) lollo]

10. Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {a, b, ¢} que reconozca al lenguaje consistente de
los palindromas de longitud a lo sumo 6.

11. Construya un autémata finito sobre el alfabeto Ent = {a,b} que reconozca al lenguaje consistente de
las palabras cuyo antepeniiltimo simbolo es b.

12. Demuestre que el autémata cuya transicion es

tran | 0 |1
qo | 41 | G2
q1 | g3 | 9o
g2 | 4o | 43
g3 | 43 | 43

y tiene a gy como estado inicial y a él mismo como tnico estado final, reconoce a todas las cadenas con un
mismo nimero de 0’s y 1’s que ademas son tales que cualquier prefijo posee a lo mds un 1 mas que 0’s o bien
a lo mas un 0 mas que 1’s.

13.  Construya un autémata no-determinista sobre el alfabeto Ent = {0,1} que reconozca al lenguaje
consistente de las cadenas de caracteres tales que dos 0’s estan separados por 4¢ caracteres, para algiun ¢ > 0.

14.  Construya un autémata no-determinista sobre el alfabeto Ent = {a,b,c} que reconozca al lenguaje
consistente de las cadenas de caracteres tales que dan el mismo valor evaluadas de derecha a izquierda o de
izquierda a derecha segun la operacién (no-asociativa) siguiente:

a b ¢
ala a c
blc a b
b ¢ a
15.  Construya un autémata no-determinista sobre el alfabeto Ent = {0,1} que reconozca al lenguaje

consistente de las cadenas de caracteres tales que el décimo simbolo, contado desde la derecha, es un 1.

16. Pruebe que para todo autémata no-determinista A existe un autémata no-determinista B con un tinico

estado final tal que bien L(B) = L(A) o bien L(B) = L(A) — {nil}.
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17. a) Construya un autémata finito determinista equivalente al autémata no-determinista cuyo estado
inicial es gp, su unico estado final es ¢3 y cuya tabla de transicién es la siguiente:

tran 0 1
4o | 490,91 | 90
q1 q2 a2
q2 q3 -
as qs a3

b) Construya un autémata finito determinista equivalente al autémata no-determinista cuyo estado inicial
es qo, sus estados finales son ¢i,¢3 y cuya tabla de transicién es la siguiente:

tran 0 1
4o | 41,93 q1
a1 qz a1, 92
a2 q3 do
a3 - q2

18. Construya un autémata finito determinista equivalente al autémata bidireccional cuyo estado inicial es
qo, su estado final es g2 y cuya tabla de transicién es la siguiente:

tran 0 1
qo | (qo, Der) | (g1, Der)
a1 | (q1, Der) | (g2, Der)
@ | (g2, Der) | (g3, Izq)
qz | (qa,Izq) | (g3,12q)
qa | (qo, Der) | (qa,12q)

19. Un autémata bidireccional no-determinista se define de manera similar a uno bidireccional determinista
con la salvedad de que para cada pareja (estado-actual, simbololeido) se tiene un conjunto de posibles
movimientos. Pruebe que todo autémata bidireccional no-determinista es equivalente a un autémata finito
determinista.

Sug. La observacion de que ningun estado puede repetirse con la misma direccién en una sucesion de cruce
ya no es valida en esta caso. Sin embargo, para cada cadena aceptada puede considerarse la computacion
mas corta que conduce a reconocimiento.

20. Muestre que al permitir que en los autématas bidireccionales no-deterministas la cabeza lectora
permanezca inmdévil ain cuando haya cambios de estados “no se incrementa la computabilidad”, es decir,
todo tal autémata bidireccional es equivalente a uno finito determinista.
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Capitulo 4

Expresiones regulares

4.1 Presentacion conjuntista

Sea ¥ un alfabeto. Para dos lenguajes cualesquiera K, L C ¥* definimos

yuztaposicion o producto : K -L = {ot|lo € K,7 € L}
union o suma tK+L = {olceKooeL}=KUL
potencias : KY = {nil}
LKt = KK"
potencia “estrella” : K* = U K"
n>0

Denotemos por P(X*) al conjunto de “partes” de ¥*, es decir, a la coleccién de todos los lenguajes sobre
el alfabeto ¥. A algunos lenguajes particulares se los distingue desde la manera en la que se los denota.
Algunos de éstos son los siguientes:

lenguaje vacio : 0=10
palabra vacia : 1= {nil}
monada o, : o={o}

lenguaje total : X*

Proposicion 4.1.1 La estructura algebraica (P(X*),+,-,0,1) posee las propiedades siguientes:

conmutatividad : ; K+L = L+K
asociatividad : (K-L)-M = K-(L-M) s (K+L)+M = K+ (L+M)
unidades por la izquierda : 1-K = K : 0+K = K (4.1)
unidades por la derecha K-1 = K ; K+0 = K
distributividad (K+L)-M = K-M+L-M; K- (L+M) = K-L+K-M
Ademds se cumplen también las propiedades siguientes:
Producto
nulidad : K-0 = 0;0-K = 0 (4.2)
Suma
idempotencia : K+ K = K ; (4.3)

La verificacion de las relaciones anteriores es rutinaria.
Tenemos pues que (P(X*),+,-,0,1) tiene una estructura de semianillo', idempotente respecto a la
adicién.

Lo tnico que la falta para ser un anillo es la propiedad de existencia de inversos aditivos.

95
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Proposicién 4.1.2 (Operacién estrella) En P(X*) se cumplen las relaciones siguientes:

K* = K-K*+1 (4.4)
Vn>1: K* = K”-K*+(ZK’> (4.5)
0" = 1 (4.6)
(KLY'K = K(LK)* (4.7)
(K+L)* = (K*L)*K* (4.8)
(KL)* = 1+ K(LK)*L (4.9)
(1+K) = K* (4.10)
1+K* = K* (4.11)
(K*)* = K* (4.12)
1 = 1 (4.13)
K*K* = K* (4.14)

En efecto, la ecuacidn (4.4) se sigue de las ecuaciones siguientes:

ZK”:ZK”+K°:KZK”+K°.

n>0 n>0 n>0

La ecuacién (4.5) se sigue al reiterar la ecuacién (4.4).

La ecuacién (4.6) se sigue de la ecuacion (4.4) y de la condicién de nulidad (4.2).

La ecuacién (4.7) se sigue al desarrollar como sumas cada uno de sus miembros para ver que ambas
constan de sumandos de la forma K (LK)" = (KL)'K con i > 0.

La ecuacién (4.8) se sigue al desarrollar como sumas cada uno de sus miembros para ver que todo sumando
en una suma aparece en la otra.

La ecuacién (4.9) se sigue de las ecuaciones (4.4) y (4.7).

La ecuacién (4.10) se sigue de la ecuacién (4.4) y de que 1 es una unidad multiplicativa, (ec’s. 4.1).

La ecuacién (4.11) se sigue de la ecuacién (4.4) y de la idempotencia, (ec. 4.3).

La ecuacién (4.12) se sigue de las siguientes ecuaciones, justificadas ya anteriormente:

1 2 3
K Y o1 2 ok @Ok
D kK 4141 2 KK 41 D g

—~
—
—~
—
—~
—

—
=
—~
fat?
—~
-

, la igualdad (3) lo es de

pues la igualdad (1) es una forma de la ec. (4.4), la igualdad (2) lo es de la ec. (4.8)
(4.3) y la igualdad (6) lo es

la ec. (4.10), la igualdad (4) lo es de la ec. (4.4), la igualdad (5) lo es de la ec.
de la ec. (4.4).
La ecuacién (4.13) se sigue de la ecuacion (4.12) y de la ecuacién (4.6) al tomar K = 0.
La ecuacién (4.14) se sigue de las siguientes ecuaciones, justificadas ya anteriormente:

k2 x+1 ¥ (k1)K
i (K*)*K* é K*K*

—~
—
—~
—

—
—
—
=

pues la igualdad (1) es una forma de la ec. (4.10), la igualdad (2) lo es de la ec. (4.8), la igualdad (3) lo es
de que 1 es unidad multiplicativa y la igualdad (4) lo es de la ec. (4.12).

Diremos que un lenguaje K € P(X*) posee la condicidn de la palabra vacia (CPV) si nil € K.

Lema 4.1.1 Sea K un lenguaje que no posee la CPV. Las siguientes dos condiciones se cumplen, cua-
lesquiera que sean los lenguajes L y X :

Operador estrella)|  Si para todo n € IN se tiene K"K* + L = K* + L,
COMO SUPremo. " entonces K* + L= L.

Arden.] : Si X = KX + L entonces X = K*L. (4.16)

(4.15)
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En efecto, para la primera implicacién, supongamos que o € K*, y sea m = long(o) su longitud. Sea
n > m. Puesto que 0 € (K* + L), necesariamente o € (K"K* + L), pero todas las palabras de K" K* son
de longitud estrictamente mayor que la de o, pues K no posee la CPV, por tanto a fortiori o € L. Asi pues,
K*CLyK*+L=L.

Ahora, para la segunda implicacién, si se supone que X = KX + L entonces, al reiterar esta ecuacion,
resulta X = K"t1X 4 (Z?:o K’) L. Seao € ¥*, y sean > long(c). Bajo esta condicidn, rigen las siguientes
equivalencias:

ceX & aE(ZK’)L & oeK*L.
=0
Por tanto, X = K*L.

Ahora bien, la relacién de inclusién define un “orden parcial” en la clase P(X*), y es tal que para
cualesquiera dos lenguajes K, L € P(X*):

KcL& KUL=L.
Asi pues, atendiendo inicamente a las operaciones definidas arriba se tiene que la relacién
K<L<L&SK+L=1L,

es un orden parcial en P(X*) (que de hecho coincide con la inclusién de conjuntos).

4.2 Presentacion formal

4.2.1 Sintaxis de las expresiones regulares

Sea ¥ un alfabeto. La clase de expresiones regulares sobre ¥, ER(X), se define recursivamente:

0,1 € ER(Y)

se¥ = seER(Y)
K,LEER(Y) = K+IL,K-L¢cER(Y)

K € ER(Y) = K*€ER(Y)

Las expresiones regulares que poseen la CPV (condicién de la palabra vacia) se determinan también
recursivamente:

K=1 = KeCPV(Y)

K=1I1*LeER®S) = KeCPV(Y)

K=K, +K,, K, € CPV(X),K, € ER(S) = K€ CPV(3)
K =K K,, Ki,K,€ CPV(X) = Ke CPV(Y)

Identificaremos entre si a las expresiones regulares de acuerdo con las igualdades formuladas en las
proposiciones 4.1.1 y 4.1.2. En otras palabras, si K, L, M son expresiones regulares entonces supondremos
vélidos los aziomas® enlistados en la tabla (4.1). y, por supuesto, éstos implican una a una todas las
ecuaciones (4.1-4.14).

Ahora bien las ecuaciones vistas de las expresiones regulares son propiamente reglas de transformacidn: Si
una expresion regular coincide con uno de los miembros en uno de los miembros de esas ecuaciones entonces
se puede transformar en el otro miembro. Dos expresiones son entonces equivalentes si una se puede llevar
a la otra mediante la aplicaciéon de un nimero finito de esas reglas de transformacion.

En particular, si se buscase expresiones equivalentes con el menor nimero de operadores, dandole priori-
dad a las acciones “mas a la derecha”, de entre las ecuaciones (4.1-4.14) se podria escoger las “producciones”
enlistadas en la tabla (4.2).

2Presentamos los axiomas sin poner atencién en el “orden” de la légica en que se formulan, el cual orden es superior y no
meramente primero.
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K+L = L+K
(K+L)+M = K+ (L+M) (K-L)-M = K-(L-M)
K+K = K K-1 = K = 1K
K+0 = K K-0 = 0 = 0-K
K-K* = K* K
K* = 1+K-K*
(K+L)-M = K-M+L-M (KL)*K = K(LK)*
K- (L+M) = K-L+K-M (K+L)* = (K*L)*K*
K¢ CPV&Vn: K*+L=K"K*+L] = K*+L=1L
Tabla 4.1: Axiomas de las expresiones regulares.
K+L - L+K 0+K —» K
(K-L) M —» K-(L-M) K+0 —» K
(K+L)+M — K+ (L+M) K0 - 0
(KL)*K — K(LK)* 0-K — 0
K+K - K 1-K - K
K -K*+1 —» K* K-1 - K
va>1: K"K+ (D) K)o K (K*L)'K* = (K + L)
K-MAL- N (K+r)-y | PRI K
K-L+K-M — K-(L+M) 1+K)» - K
0 - 1 (K*)* - K
. K*K* — K*
1" = 1

Tabla 4.2: Reglas de produccién para reducir expresiones regulares.
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Ejemplo. Sobre el alfabeto Dos = (0 + 1), consideremos la expresién regular:
exp; = 1"+ (1" +170")(1* + 170*)*1*

Las producciones anteriores realizan la transformacion siguiente:

empl — [1+(1*+1*0*)(1*+1*0*)*] 1* — (1*+1*0*)* 1* — ( *(1+0*))* 1*
= (1+(1+0%)" = (1+(140%))" = (1+09"
= (0 +1)

y sirva el ejemplo para ilustrar que el simbolo 1 que denota a la palabra vacia es distinto del simbolo 1 € Dos.

Como un segundo ejemplo, de manera inductiva en la caracterizacién de las expresiones con la CPV se
demuestra la siguiente:

Observacion 4.2.1 Para toda expresion reqular K que posea la CPV existe una expresion regular L tal que
L no posee la CPVy K =1+ L.

4.2.2 Interpretacién estandar

Toda expresién regular se interpreta como un lenguaje:

K,L€ ER() = Int

3

(
(
s€X = Int(s) ={s}
(
(
(

K € ER(Y) = Int
Observacién 4.2.2 Una ezpresion reqular K posee la CPV si y sdlo si nil € Int(K).

Diremos que un lenguaje L C ¥* es formalmente regular si existe una expresion regular K € ER(X) que
se interpreta como L, es decir, K es tal que L = Int(K).

Ya que, vistos como conjuntos de palabras, los axiomas de las expresiones regulares, se cumplen en el
conjunto P(X*) se tiene, evidentemente, la

Proposicion 4.2.1 (Coherencia) Si dos expresiones regulares son equivalentes entonces se interpretan
como un mismo lenguaje.

El reciproco también se cumple, pero su demostracién excede los limites del presente curso (véase, por
ej. [21]).

Proposicién 4.2.2 (Completitud) Si dos ezpresiones regulares se interpretan como un mismo lenguaje
entonces son equivalentes.

El espacio cociente (ER(X)/ =) se identifica naturalmente con la clase de los lenguajes formalmente

regulares.

4.2.3 De expresiones regulares a autéomatas
Proposicion 4.2.3 Todo lenguaje formalmente reqular es regular.
En efecto, veamos que si L es un conjunto formalmente regular entonces existe una grafica de tran-

sicién que lo reconoce. Para esto, procederemos inductivamente segun las construcciones de las expresiones
regulares.
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Casos basicos:

1. Cualquier gréfica de transicién sin estados finales reconoce al conjunto vacio.

2. Para reconocer a la palabra vacia consideremos dos estados qq, g;. El primero, qg, es a la vez inicial y
final. Bajo cualquier simbolo se pasa a q; y ahi se queda cuando llega cualquier otro simbolo. Evidentemente,
esta gréfica de transicién sglo reconoce a la palabra vacia.

3. De manera similar, para un simbolo s € ¥ dado, consideremos una grafica de tres estados qg, q1, g2
con las transiciones:

. ,
SLE=5, ; v parai=1,2 hagamos (g;,t) — go.

(q0,t) = { o

g2 en otro caso.
Al hacer inicial a qg, y final sélo a g, se reconoce inicamente al simbolo s.

Casos inductivos:

Supongamos construidas sendas graficas de transicién G4 y Gp que reconozcan a los lenguajes que
interpretan a las expresiones regulares A y B. Sean qoa vy qop los respectivos estados iniciales y sean Fy y
Fs los respectivos conjuntos de estados finales.

1. Para reconocer A + B introduzcamos un nuevo estado inicial gy y la unién de ambas graficas G 4
y Gp. Tendamos transiciones vacias de gy a cada uno de los estados iniciales goa y qoB: (qo, nil) — qoa,
(go, nil) = gop; y como conjunto de estados finales consideremos a la unién Fu U Fg.

Esta nueva grafica reconoce efectivamente a la suma A + B.

2. Para reconocer A - B “pongamos a GG 4 antes de Gg”: Consideremos la unién de ambas gréificas G4 y
G g, como estado inicial tomamos a g4, tendamos transiciones vacias de cada uno de los estados finales en
F4 al estado inicial gog: (q,nil) = qon, ¢ € Fa, y como conjunto de estados finales consideremos a Fig.

Esta nueva grifica reconoce efectivamente al producto A - B.

3. Para reconocer A* consideramos G4 maés un nuevo estado ¢o que serd el inicial de la nueva grafica
y su unico estado final. Tendemos una transicién vaciia de g al inicial anterior gg4 y de cada estado final
anterior tendemos una transicion vacia a qq.

Esta nueva gréfica reconoce efectivamente a la potencia estrella A*.

Veremos mas adelante que el reciproco también es cierto: Todo lenguaje regular puede representarse
mediante una expresion regular.

4.3 Estructura algebraica de las expresiones regulares

4.3.1 Orden

Sea ¥ un alfabeto. En la clase de expresiones regulares FR(X) introducimos la relacién
VA,B: A<B & A+B=B.

Tenemos con ésta, una relacién reflexiva y transitiva. Esta relacién aunque no es antisimétrica en ER(X) si
lo es en el cociente (ER(X)/ =) en donde, como ya vimos, coincide con la relacién de orden de inclusién en
los lenguajes formalmente regulares.

Proposicion 4.3.1 Las siguientes relaciones son verdaderas:
1. 0 € ER(X) es el elemento minimo, es decir, VA € ER(X): 0 < A.
2. A posee la CPV siy sélo si 1 < A.

VA€ FR(Y): 1< A*.

VA,B€ ER(X): A<A+B.

VA€ ER(X),Vne IN: 1+ A+ -+ A" < A*.

S =

Si A < B entonces VC € ER(X):
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e Ac CPV = Be CPV,
e A+C <B+C,
e A-C<B-CyC-A<LC(C-B,
e A* < B*.
En efecto, verifiquemos cada una de las aseveraciones:

1. Como 0 es la unidad aditiva, 0 + A = A, por tanto, 0 < A.

2. Por induccién en la caracterizacion de las expresiones que poseen la CPV se ve que A € CPV &
1+A=A.

3. Esta desigualdad se sigue inmediatamente de que A* posee la CPV.
4. Por ser la suma idempotente, A + (A + B) = A + B, por tanto, A < A+ B.
5. Por la ec. (4.5) VA € ER(X),Vn € IN se tiene:
A* +An+1A* — (Z An+An+1A*> +An+1A* — ZAn+An+1A* — A*
i=0 i=0

luego
1+ A4+ A"+ A =1+ A4+ A"+ (A"TIA" 4 A7) = (A" + 47) = A%,

por tanto, 1 + A + -+ + A" < A*,
6. Si A < B entonces A + B = B, luego VC € ER(X):

e como B=(A+ B), Be CPV,
(A+C)+(B+C)=(A+B)+C =B+ C, por tanto, A+ C < B+ C,
e A-C+B-C=(A+B)-C=B-C,portanto, A-C < B-C,

Ya que A < By B < B* se tiene A < B*. Luego, Vn : (Z?;Ol Ai) < B*. En consecuencia,
A* + B* = A"A* + B*. Si A no posee la CPV, del iltimo de los axiomas enlistados en la
tabla (4.1) se sigue A* < B*. Si A posee la CPV, escribamos A =1 + A; donde A; no posee la
CPV. Entonces, A* = (1 + A;)* = A} < B*.

Tenemos pues, en conclusion, que las operaciones regulares son mondétonas respecto a la relacién de orden.

4.3.2 Puntos fijos de ecuaciones lineales

Dadas dos expresiones regulares A, B € ER(X) sea Pap = {X € ER(X)|X = AX + B} el conjunto de
expresiones regulares que son puntos fijos de la “funcién” X — AX + B.

Observacion 4.3.1 La siguientes relaciones son verdaderas:
1. La expresion A*B estd en Pa .
2. A*B es una cota inferior de Py g. Es decir, VX € ER(X): X € Pap = A*B < X.

3. Si A no posee la CPV, entonces Pa p consta del inico elemento A*B. Es decir, A*B es el inico punto
fijo de la “transformacidn lineal” X — AX + B.

En efecto:

1. A*B=(1+ AA*)B = A(A*B) + B. Asi pues, A*B € P4 .
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2. Si X € P4 p entonces X = AX + B y, mediante sustituciones sucesivas, se tiene
Vn: X =A""X + (A" + A" 1+ + A+ 1)B,
y por tanto Vn : X > A" B. Consecuentemente, X > A*B.
3. Esto es un replanteamiento del resultado formulado en la ec. (4.16).
Resumimos todo lo anterior, aunque sea de manera reiterada, en el siguiente
Lema 4.3.1 (Arden) VA, B€ ER(X): 14 A = (X=AX+B & X=A*B).

La suposicién de que A no posea la CPV es importante. Por ejemplo, si A poseyera la CPV y B fuese
cualquier expresién regular, entonces siempre que X > B se tendra: X = X + B = 1X + B. Sin embargo,
no necesariamente se tendra que X = 1*B = B.

4.3.3 Matrices de expresiones regulares

1<j<n
1<i<m
Vi,j: Ay € ER(X). Denotemos por ER(X)™*"™ ala clase de matrices de expresiones regulares de m renglones
y n columnas.

Si A,B € ER(X)™*" su suma es la matriz C € ER(X)™*" tal que Vi,j : Ci; = Aij + Bjj.

Si B € ER(X)™*"™ y A € ER(X) el producto por un escalar por la izquierda AB es la matriz C €
ER(X)™*™ tal que Vi,j : C;; = A - B;;. Simétricamente, el producto por la derecha BA es la matriz
Ce ER(z)an tal que VZ] : Cij = Bij -A.

También de manera convencional, definimos el producto de dos matrices A € ER(X)™*" y B € ER(X)"*P

Una matriz de expresiones regulares de m renglones y n columnas es un arreglo A = (A4;;) tal que

n
como la matriz C € ER(X)™*P tal que Vi,j: C;; = ZA““ - By;j.
k=1
Con estas operaciones las matrices cuadradas ER(X)™*™ poseen una estructura de semianillo (lo tnico
que les falta para ser un anillo son inversos aditivos) no-conmutativo. La unidad aditiva es la matriz cero
0"*" y la unidad multiplicativa es la matriz identidad Id,, = diag(1,...,1).
Las operaciones matriciales son congruentes con “particiones por bloques”, es decir, si se parte a dos
matrices A,B € ER(X)"*" como
A Ayp Bi: By
A. == , B =
[ As A B2; Bas

donde bloques con mismos indices 7j son de mismos tamanos, entonces

A1 +Bi1 A +Byps
A+B =
+ { Ay +Ba; Ay +Bo
AB — A 1By +AByy A1Bia + ApByy
Ay Bii +A»By Ay Bis + A»Ba

Dadas dos matrices A,B € ER(X)"*", diremos que A < B si Vi,j <n: A;; < B;;. Diremos también
que una matriz A posee la CPV si Id < A.

Ahora la operacién “estrella” de matrices ha de generalizar la operacién “estrella” de las expresiones
regulares. Consecuentemente, se ha de definir de manera que

e se satisfaga la ecuaciéon A* =1d + AA™, y
e la solucion de la ecuacion X = AX + B sea X = A*B, siempre que A no posea la CPV.

Para esto, supongamos primero que ya se haya construido tal operaciéon “estrella”. Denotemos por
Y = A" ala “estrella” de A. Si consideramos particiones de tamafios similares

_| An A _ | Y Yo _[1d o
A_[Am A22:| ’ Y_{Ym Y22:| ’ Id_{O 1d”
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de la ecuacién A* = Id + AA” resultara

Yiu = AnYy+ApYy +1d
Yi2 = AnYia+AnYy
Yo = AxYi+A»Yy
Yo, = AnYio+ApYy+1d”

De la ecuacién (4.19) resulta:
Yo = A5A% Y.

De la ecuacién (4.18) resulta:
Yio=A0A1nY2

Al sustituir (4.21) en (4.17) obtenemos
Yii = (A1 + ApASA0) Y + Id’'

y en consecuencia
Y = (A + A12A§2A21)* .

Al sustituir (4.22) en (4.20) obtenemos
Yoo = (Ao + A1 AT A1) Yoo + 1d"”

y en consecuencia
Yoo = (Agr + A21AI1A12)* .

De las ecuaciones (4.24), (4.23), (4.22) y (4.21) obtenemos

3

Y:A*:[

G. Morales-Luna

(A1 + A12A;2A21): AT A (A + A21AI1A12): }
AZy Az (A1 + ApASAN) (Ags + Az AT Aqy) ’

Ahora bien, de la identidad (X + Y)* = (X*Y)* X* obtenemos la expresién equivalente

A |

También de la identidad (XY)*X = X (Y X)* obtenemos

(AT A1 AL A )" Al AT Ar (A5, A5 AT Ap)” A, }
AdAr (AT A1 AL A0 ) AT, (A3, A21AT A) A, |7

Al A (A5 A AT AL)Y = (AT AASA) AL A,
A% As (AT A1ASAL) = (AL A AT AL) ALAy
y por tanto,
(AT A12A5 A1) ATy (AT A12AS A1) AT A AS

A" =

(A3, A2 AT AL) A5 Ap AT, (AS,A0 AT Ap)" AS,

103

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Las ecuaciones (4.25) y (4.26) dan sendos métodos de cédlculo de la matriz A*. Asi, por ejemplo, de

nxn

acuerdo con la ecuacién (4.26), dada una matriz A € (ER(Y))

A Ap
A =
|:A21 A22}
entonces al hacer
Cu = A} ,Caz = A3,
B, = A;pCy ,Bar = Ay Cpy
Di; = (C11Bi2As)" ,Dyy = (C22Ba1Ayn)

Bl] = Dllcll ) B22 = DQZCQZ

y una particién de ella por bloques
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hemos de tener que
_ | Bu B11B12
B22B2;  Bao

Los céalculos anteriores pueden realizarse para cualquier particién de la matriz A por bloques. Sin
embargo, diversas particiones serdn més eficientes respecto a otras.

Como un primer ejemplo, supongamos que formamos bloques “quitando” el dltimo renglén y la dltima
columna. En otras palabras, supongamos

Ay, € (BR(x))mbx(n-D)
A, € (BR(R)m D
Ay € (ER(x)™(Y
Ay, € (ER(E)™

Sea T'(n) el nimero de potencias “estrellas” escalares necesarias para calcular la potencia “estrella” de A.
Siguiendo las relaciones anteriores, necesitamos calcular 2 potencias “estrellas” de matrices (n —1) x (n — 1),
las de las matrices A1; y C11B12As;, y dos de matrices 1 x 1, las de las matrices Ags vy CooBo1Ays. Por
tanto,

Vn>0: T(n) = 2T(n—1)+2
T1) = 1
Al resolver la recurrencia anterior obtenemos como solucién
T(n)=3-2"""-2

y consecuentemente T'(n) = O(2").
Ahora, como un segundo ejemplo, supongamos que n = 2¥ es una potencia de 2. En este caso, de acuerdo

con las relaciones anteriores, para calcular la potencia “estrella” de A hay que calcular 4 potencias “estrellas”

de matrices 5§ x 7. Por tanto,

T(2F) = T(n) = 4T (g) = 4T(2F).

Esta vez, la recurrencia tiene solucion

. 2 7 . . . . . .
Ya que lim, 1o 5w = 0 vemos que es mucho més conveniente introducir particiones por “medias”
matrices que quitando un renglén y una columna a la vez.

Como en el caso “escalar” tenemos que se cumple el siguiente

Lema 4.3.2 Si A € (ER(X))"™" yb € (ER(X))" entonces la minima solucién de la ecuacion X = AX +b
es X = A*b. Mds ain, si A no posee la CPV entonces la solucidn minima es la inica solucidn.

Ejemplo:
Para una matriz A, € ER(X)?*2,

a1 A22

A, = [ ai1 a2 }

se tiene, aplicando el algoritmo de célculo de la operacion “estrella” en matrices, que

* * * % *

A* — [a1;a12a55a21]" aj; 12032 4.97

2 — * * * * ( ) )
asajy [a3zax1aiia2]” aj,
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Ahora bien para una matriz A, € ER(X)***,

a1 ai2 a1z ai4

21 Q22 A23 (424
Ay =

G31  azz2 (33 (34

(g1 (A42 (43 A44

es necesario reiterar desde un segundo nivel el procedimiento descrito de la operacién “estrella” en matrices.

En este caso tendremos que
bin bz bz bus
b b b b
AL = 21 022 023 D24

donde al hacer

*

y y . .. e * .. ..
Vi,j <4 7 = 00450505
.. i _ * ok *
Vi,j, k<4 L Gijk = aijfjpa}; + aiag;aj;
Vi, j, k, 1 < 4 hijri = Gikir; + Gikai;
Vi, j, k1< 4 D Uik = ajihiju
Vi, j,k,lm <4 0 Wijkim = QijWkim + fijUikim
resulta, por ejemplo,
* * * * * * * *
bi1 =  W12234W31934021071 + [W]a134W12234W1934W21134] Wia134 [120711

y los demds términos b;; tienen expresiones similares, en cuanto a la complejidad de sus expresiones.

4.4 El teorema de Kleene

Veremos en esta seccion que se cumple el reciproco de la proposicion 4.2.3: Todo lenguaje regular ha de ser
formalmente regular.
Sea GT = (Q, Ent, tran, qo, F') una gréfica de transicién. Consideremos la siguiente transformacion:

': Ent* — P (Ent")
o = T(o)={r€ Ent*|lor € L(GT)}
Observacién 4.4.1 El lenguaje de la grifica de transicion L(GT) coincide con el conjunto T'(nil).
Observacion 4.4.2 Yo € Ent”*:
1. nileT(0) & o€ L(GT).
2. Vt € Ent,V7 € Ent*: tt € (o) & 1 €T(at).
Por tanto, se tiene la igualdad conjuntista
I(o) = ( U t-r<at>> U0,
te Ent

sioc € L(GT),

siodL(GT). Y puesta la igualdad anterior como una expresién regular queda

donde y(o) = { éml}

L(o)= Y t-T(at) + (o). (4.28)

te Ent

Ahora, de manera similar a como se hizo en la ec. (3.6), definimos la relacién de indistinguibilidad entre los
estados de G'T haciendo

VP, € Q: P=maq & Y7 € Ent” [tran™(p,7) N F # 0 & tran*(q,7) N F # ()] (4.29)
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y de hecho la extendemos al conjunto de subconjuntos de estados, P(Q), haciendo
VP’,Q’CQ: P’E]ndQ’ i=4 ElpEP',qEQ':pEIndq (430)

Y, también a como se hizo en el caso de los autématas finitos, se tiene inducida una relacién de indistin-
guibilidad en el diccionario de entrada:

Voi,00 € Ent* : 01 =ma,cr 02 < Tor(or) =ma Tar(os) (4.31)
donde Vo : Tgr(o) = trani(qo, o).
Observacion 4.4.3 Yoy,02 € Ent™ se cumplen las relaciones siguientes:
1.Vre Ent* :7€T(oq)NT(02) & o017 € L(GT)&osr € L(GT).
2. 01 =md,aT 02 & [(01) =T (02).
Observacion 4.4.4 Las aseveraciones siguientes dan una alternativa para construir autdmatas minimos.

1. La relacién “kernel de I'” en el diccionario Ent”,

01 =1 02 & F(O’l) = F(O’Q)

[{

coincide con la relacion “Spmq,ar” Yy, consecuentemente, es un refinamiento de la relacion que define

al monoide del automata.
2. El cociente GTr = (Ent*/ =r) tiene una estructura de autdmata finito al asociarle

(a) las transiciones (I'(o),t) — ['(ot), y
(b) los estados finales {T'(c)|nil € T'(o)}.

GTr es equivalente a la grdfica de transicion dada GT. Ademds, si Sgr es el autdmata que coincide
con el monoide de GT al dotar a éste de una estructura de autdmata, entonces la funcion

S(;T — GTF
[o] = I(o)

es un homomorfismo de autdmatas.

3. La funcion Q — GTr, q — I'(0), donde o es tal que q € Tar(o) es también un homomorfismo de
grificas de transicion.

4. El indice de la relacion =r estd acotado por el nimero de estados en GT.

Ahora bien, se tiene una correspondencia entre la imagen de T'; o sea el conjunto de estados de GT'r, y
las partes de @ que son accesibles desde el estado inicial gy en la gréfica.

Por tanto, podemos calcular al autémata cociente GT de manera similar a como se calcula el autéomata
equivalente a una grafica de transiciéon. En la Figura 4.1 presentamos el seudocédigo de este procedimiento.
Si @ = {qo,-.-,qn—1} es el conjunto de estados de la grafica, la lista q = ig---in—1 € Dos™ denota al
subconjunto ' tal que para todo j, ¢;; € Q' & i; = 1.

Habiendo calculado GTy, supongamos que

GTr ={T'y,..., [y},

3

donde T'y = I'(nil) corresponde a la palabra vacia. En este caso, las ecuaciones 4.28 dan un sistema de nr
ecuaciones con nr “incégnitas” Tg,..., I, de la forma

Vi<np: [i=Y oL+ (4.32)

Jj=1
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Input: A transition graph GT = (Q, Ent, tran, qo, F)
Output: The set of states of GTr.

T'st: List of tested words.
TBTst: List of to-be-tested words.
Final: List of final states in GTr.

{ Tst:=nil ; TBTst := [nil] ;
while TBTst is not empty do
{ Pop(o, TBTst) ; q:=Tgv(o) ;
for each e € Ent do

{ p:= U trangr(g, e) ;
7€q
if Vr € Tst UTBTst: p # Tar(r) then
{TBTst := Append(TBTst,[o€]) ;
if pN F # () then oe € Final }};
Tst :== Append(Tst,[o])
)i

GTr consists of the states represented by words in T'st

Figura 4.1: Calculo de la imagen de I' para una grafica de transicién dada.

donde Vi, j : 0;; es la suma de simbolos que en GT't hacen transitar a I'; hacia I';:

Oij = {t € Ent\(I‘l,t) — Fj}

b — 1 si mil € Ty,
71 0 en otro caso.

Puesto de manera matricial, el sistema de ecuaciones 4.32 queda de la forma
I'=AT +b,
y por la manera en la que se construyd, la matriz A no posee la CPV, por tanto
I'=A"b.

En la primera entrada de este vector, es decir, la correspondiente a I'y, se obtiene una expresién regular que
describe al lenguaje reconocido por la gréfica de transicion.
En resumen, se tiene la

Proposicion 4.4.1 (Kleene) El lenguaje reconocido por cualquier grdfica de transicion se puede expresar
mediante una expresion regular. Es decir, todo lenguaje reqular es formalmente regular.

Asi pues, para una grafica de transicién GT = (Q, Ent, tran, qo, F') con sé6lo dos estados ¢1 y ¢2. Hagamos

a;; = {e€ Entltran(g;,e) = q;}
b, = 1 sig;, €F,
T 0 siggF.

Entonces, de la ec. (4.27) obtenemos: L(GT) = [a} ai2a3sa21]" a};b1 + aiaas,bs.

Ejemplo:
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Sea GT = (Q, Ent, tran, qo, F) la gréfica de transicién vista anteriormente, donde @ = {0,1,2,3}, Ent =
OAX1) (201) (212)
{0,1}, o = 0, F = {0} y las transiciones son tran = ¢ (1 X2) (103) (313)
(3X0)
Al aplicar el algoritmo 4.1 obtenemos la tabla siguiente:

o Tar(o) | 7: T(r) =T(0) | §Final?
nil 1110 | — Si
0 1111 | — Si
1 0010 | — No
00 1111 0 Si
01 1111 0 Si
10 0110 - No
11 0010 |1 No
100 | 1111 | O Si
101 0010 1 No

Por tanto,
GTy ={T'(nil),T'(0),T'(1),T'(10)} = {T"1,T5, T3, T4},

y se obtiene el sistema de ecuaciones

Iy = [(nil) = OT(0)+10(1)+nil = 0Ty + 1T5 + nil
Iy = I[(0) = 0T(00)+10(01)+nil = 0Ty + 1T + nil
s = I[(1) = 0r(10)+ 10(11) = 0@y + 1T
I, I(10) = 0r(100)+ 1I(101) = 0@+ 1T

Puesto de manera matricial el anterior sistema de ecuaciones queda de la forma®

I, 0o 0 1 0 I, 1
| |o (0+1) 0 0 T, 1
. |=lo o 10 r, | T|o
T, 0o 0 1 0 T, 0

El lenguaje de la gréfica de transicion quedara expresado por I'y donde

*

T 0 0 10 1
Iy | |0 (0+1) 0 0 1
rs |- |o o 10 0
r, 0o 0 10 0

Al calcular la operacién “estrella”, se obtiene

*

0 0 1 0 1 0(14+0)"+100(1+0)" 1(1*01)"1* 10
0 (O+1) o o| _|O (140)" 0 0
0 0 10| ~|o 0 (1*01)" 1* 0
0 0 10 0 0(1+0)" 11~ (11*0)"

y consecuentemente, el lenguaje reconocido por la gréfica de transicién es

L(GT) = 1+0(1+0)"+100(1+0)"
= 1+ (0+100)(1+0)"

3Como mero recordatorio los simbolos en negritas 0 y 1 representan respectivamente al conjunto vacio y a la palabra vacia,
y los roménicos 0 y 1 representan a los correspondientes simbolos del alfabeto de entrada.
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Asi pues, para una grafica de transicion GT = (Q, Ent, tran, qo, F') con sélo dos estados ¢ y ¢2. Hagamos

a;; = {e€ Entltran(g;,e) = q;}
b, = 1 sig; €F,
T Y0 siggF.

Entonces, de la ec. (4.27) obtenemos: L(GT) = [a},a12a3,a21]" a},b1 + aizab,bs.

Ejemplo:
Sea GT = (Q, Ent, tran, qo, F) la gréfica de transicién vista anteriormente, donde @ = {0,1,2,3}, Ent =
OX1) (201) (212)

{0,1}, go = 0, F = {0} y las transiciones son tran = ¢ (1 X2) (103) (313)
(3X0)
Al aplicar el algoritmo 4.1 obtenemos la tabla siguiente:
o Tar(o) | 7: T(r) =T(o) | ;Final?
nil 1110 | — Si
0 1111 | — Si
1 0010 | — No
00 1111 0 Si
01 1111 0 Si
10 0110 | — No
11 0010 |1 No
100 | 1111 |0 Si
101 0010 1 No

Por tanto,
GTr = {T(nil),T'(0),T'(1),T'(10)} = {I'y,y, T3, T4},

3

y se obtiene el sistema de ecuaciones

I = [(nil) = 0T(0)+ 10(1) + nil = 0Ty + 1Tz + nil
r, = I(0) = 0r(00) + 1'(01) + nil = Oy + 105 + nil
s = I(1) = 0[(10) + 1I'(11) = 0y +1I
r, = T(10) = 0T(00)+1T(101) = 00+ 1T
Puesto de manera matricial el anterior sistema de ecuaciones queda de la forma*
I 0 0 10 I 1
Ly | |0 (0+1) 0 0| | Iy | |1
s | (o0 0 1 0 s 0
Iy 0 0 10 Iy 0
El lenguaje de la gréfica de transicion quedara expresado por I'y donde
Iy 0o 0 1071
Iy | |0 (0+1) 0 0 1
;| |0 0 1 0 0
Iy 0 0 10 0
Al calcular la operacion “estrella”, se obtiene
0 0 1 07" 1 0(1+0)"+100(1+0)" 1(1*01)"1* 10
0 0+1) o 0| |oO (140)" 0 0
0 0 1 0] |oO 0 (1*01)* 1* 0
0 0 10 0 0(1+0)" 11* (11*0)*

4Como mero recordatorio los simbolos en negritas 0 y 1 representan respectivamente al conjunto vacio y a la palabra vacia,
y los roménicos 0 y 1 representan a los correspondientes simbolos del alfabeto de entrada.
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y consecuentemente, el lenguaje reconocido por la grafica de transicién es

L(GT) = 1+0(1+0)"+100(1+0)"
= 1+ (0+100)(1+0)"

4.5 Expresiones regulares y sistemas de planeacion

Se presenta un problema clasico para los Sistemas de Planeacion: El Problema de los Blogques. Se resuelve este
problema por completo modeldandolo como un autémata finito y se calcula a todas sus posibles soluciones.

4.5.1 Introduccién

Los Sistemas de Planeacién generan automéaticamente procedimientos para resolver problemas bien plantea-
dos. En ellos , se describe al Universo del Problema, el cual consiste de sus objetos y de las relaciones entre
ellos. Se describe también a las acciones legales, o movimientos. Cada una de ellas involucra a un conjunto
de precondiciones que se deben de cumplir para aplicar la accidn, y otro de postcondiciones que se cumpliran
tras haber aplicado la acciéon. Una accién sélo se aplica a algunos estados, y al hacerlo, los transforma en
otros nuevos. Si la accién a se puede aplicar al estado e escribiremos a | e y denotaremos por a(e) al estado
que se obtiene de e al aplicar a. Una accién ay es sucesiva de otra ag respecto al estado e si se cumple que
a1 | ag(e). Un plan, aplicado a un estado e, es una sucesién de acciones ag, ..., ar tal que ag | e, a1 es
sucesiva de ag respecto a e y ademads a;11 es sucesiva de a; respecto a a;_10a;_20---oag(e), i =2,...,k—1.

El problema de cualquier Sistema de Planeacién consiste en encontrar, para un estado inicial e y uno
meta f dados, un plan ag,...,ar tal que f = ap oag_1 o--- o ag(e), siempre que exista un tal plan, o bien
indicar que no existe, en otro caso.

El Problema de los Bloques tiene como universo a un conjunto de n+ 1 objetos, de los cuales n son bloques
y el ultimo es el piso. Como relaciones sélo tiene a dos:

e sobre(z,y) “el bloque x estd sobre el objeto y”, y
e libre(z) "el objeto x estd libre para recibir un bloque encima de é1”.
Las acciones legales son instancias de mueve(z,y, z) “mueve el bloque x del objeto y al objeto z”, con

e precondiciones:

libre(z)&libre(z)& sobre(x, y)
y

e postcondiciones:
libre(z)&libre (y)& sobre(z, z).

Cada estado se especifica como una conjuncién de enunciados atémicos, o dtomos, los cuales son instancias
de relaciones con objetos.

Un primer criterio para generar planes de manera automatica es poner a los &tomos de una meta en una
lista, considerarlos como “submetas”, e ir lograndolos uno a uno. Es necesario preservar lo logrado al tratar
de lograr un nuevo atomo. Si acaso no fuera posible, se permuta a la lista de dtomos y se repite el proceso.

A veces este criterio no logra estados metas, atin cuando efectivamente fueren alcanzables. La anomalia
de Sussman es un ejemplo: Con tres bloques 1,2, 3, estado inicial

sobre(3,1)&sobre(2, piso)

y meta
sobre(1,2)&sobre(2, 3)

3

la estrategia anterior no logra encontrar un plan. En cualquiera de las dos permutaciones de la meta uno se
ve obligado a deshacer logros ya obtenidos.
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El problema de planeacién ha sido tratado con diversos enfoques, basados, en general, en deduccion
automdtica. Alternativamente, consideraremos aqui un enfoque de tipo combinatorio. Veremos que es
posible calcular no sélo una solucién, sino a todas las existentes. Primeramente, calcularemos el nimero
de estados en el Problema de Bloques (PB). Presentamos luego una solucién del correspondiente problema
de planeacién con técnicas de autématas finitos. Finalmente observamos que, bien que el PB (de hecho
cualquier otro problema para los Sistemas de Planeacion), se resuelve por completo con estas técnicas, los
algoritmos utilizados son tan complejos que atn queda lejos su implementacién préctica.

4.5.2 El mundo de los bloques

Consideremos n bloques, enumerados con los nimeros naturales n = [1,2,...,n]. Asociémosle al piso el
nimero 0. El mundo es n+1 = {0} Un.

En cada estado, o configuracion del universo, tendremos un cierto nimero de columnas, cada una de ellas
constituida por bloques apilados. Ya que cada bloque esta bien sobre el piso o bien sobre algin otro bloque,
a cada configuraciéon podemos asociarle una funcién apoyo : n — n+1. Naturalmente, si apoyo(i) = j
tendremos que el bloque i estd sobre el objeto j. Asi pues;tendremos las siguientes propiedades para una tal
funcién apoyo:

1. “Sdlo el piso puede ser apoyo de méas de un bloque”. En simbolos
Vi,j € n: apoyo(i) = apoyo(j)&i #j = apoyo(i) =0.
2. “El nimero de columnas en un estado coincide con el de bloques apoyados en el piso”. En simbolos:

nimero_columnas = card[apoyo ' 0].

3. “Las columnas no son aros”. En simbolos:

Vi € nVk > 1 : apoyo® (i) # i.

4. “Cada columna tiene una base en el piso”. En simbolos:

Vi € n3k > 1: apoyo® (i) = 0.

5. “Cada bloque estd sobre su apoyo”. En simbolos:

Vien : sobre(i, apoyo(i)).

Los estados del universo corresponden de manera biunivoca con las funciones de apoyo. Por tanto, contar
los posibles estados en el PB equivale a contar las funciones de apoyo.
Sea pues
A,, = {apoyo : n — n+1 cumple con las propiedades 1 — 5}.

Para una funcién apoyo € A,, sea k el nimero de columnas que define y Vj < k sea h; el nimero de
bloques en la columna j-ésima. Supondremos a las columnas ordenadas de manera no-decreciente en cuanto
a sus alturas. Entonces tendremos que 0 < h; < ... < hy y ademéas h; + ...+ hy = n. En este sentido,
diremos que el estado determina a la sucesién (hy, ..., hy).

Surge pues la necesidad de analizar al conjunto de sucesiones

Observamos que dos estados apoyo, y apoyo, determinan a una misma sucesion (hy,...,hy) € Hpp siy
solo si el estado apoyo, difiere del estado apoyo, tan sélo por una permutacién de los n bloques en el Mundo.
Tenemos n! permutaciones tales.
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Ahora, para una sucesién (hq,...,h;) € Hyp podemos tener varias de sus entradas iguales, en otras
palabras, en cada estado que determine a la sucesién, varias de sus columnas pueden tener una misma
altura. Tomemos pues el conjunto de valores distintos que aparecen en ella. Sea éste con(h) = {h € n|3i <
k:h = h;}. Para cada h € con(h), contemos sus repeticiones en h, sea pues repet(h) = card{i < k|h; = h}.
Convengamos también en identificar columnas de igual tamafno. De esta manera, Vh € con(h), [repet(h)]!
permutaciones de columnas de altura h quedaran identificadas. Luego, habra c(h) = H [repet(h)]!

hecon(h)
estados identificados, cada uno de los cuales determina a la sucesion h.
Hechas las observaciones anteriores, un minuto de reflexién basta para convencerse de que vale la relacién

siguiente:
card(A,) = n! Z Z

k=1 hGan

Pasemos ahora a encontrar una expresién equivalente cuya evaluacién sea mas sencilla.
Dados n > 1y k < mn, jde cuintas formas podemos expresar a n como una suma de k£ sumandos enteros
positivos?. En otras palabras, si definimos

(4.33)

k
Snk = {(h1,7hk) € nk‘Zh]’ :n}}
j=1

jcudl es la cardinalidad de S,;?

Observemos que, en su representacién unaria, n se escribe como una sarta de n 1’s, es decir, como n
“palitos contiguos”. En esa sarta tendremos n — 1 separaciones entre palitos adyacentes. Si elegimos a k — 1
de tales separaciones para introducir otras tantas marcas separadoras, los n palitos quedaran agrupados
en k hatos contiguos, cada uno con al menos un palito, y la suma de todos ellos nos da, en efecto, los n
palitos. Asi pues, tendremos que card(Spi) = (Zj) Ahora, cada sucesiéon h € H,,, tiene a sus entradas
ordenadas de manera no-decreciente. Si omitimos esta exigencia de orden, un segundo minuto de reflexién
nos convencera de que la sucesion h dard origen a ) elementos distintos en S,;. Al conjuntar estas dos

y consecuentemente

(
observaciones, tenemos que Yy, (’“}'l) = card(Snx
n c

3 % _ %(Z - 1) (4.34)

hen,,

Una mera manipulacién algebraica da ; (Zj) = m ()
Asi pues, logramos nuestro objetivo al sustituir 4.34 en 4.33:

n

k=1

Lo que equivale a que

card (A Z k'< ) (’;) = ay, (4.35)

Esta dltima relacion nos da la naturaleza explosiva del PB. En la Tabla 4.3 presentamos algunos niimeros
de estados resultantes con diversos nimeros de bloques.

Se ve que card(A,) = Q(10™). Este crecimiento rapido del nimero de estados es lo que, en la préctica,
hace intratable al PB con este enfoque. Sin embargo, ain nos dedicaremos a él para ilustrar el uso de
expresiones regulares.

4.5.3 PB visto como un AF

Sea n > 1. Sea (ek)0<k<a _, el conjunto de estados correspondientes al PB con n bloques, PB,,. Segin

vimos anteriormente a, = Y., _, é k(™ " (0)-
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No. blogues | No. estados || No. bloques No. estados
1 1 11 824073141
2 3 12 12470162233
3 13 13 202976401213
4 73 14 3535017524403
5 501 15 65573803186921
6 4051 16 1290434218669921
7 37633 17 26846616451246353
8 394353 18 588633468315403843
9 4596553 19| 13564373693588558173
10 58941091 20 | 327697927886085654441

Tabla 4.3: Estados en el PB en funcién de los bloques.

Edo | mio miz mog ma
€o €o €1 €o €2
€1 €p €1 €3 €3
€2 €3 €3 €0 €2
€3 €3 €3 €3 €3

Tabla 4.4: Matriz de transicion del automata correspondiente a 2 bloques.

Vi € n¥j € n4+1 — {i} codificaremos a la instruccién “Coldéquese el bloque i sobre el objeto j” mediante
un simbolo especial m;;. Claramente, un tal simbolo m;; sélo podra aplicarse a un estado e cuando en este
estado ni ¢ ni j tienen un bloque encima, a menos que j = 0, es decir, que el objeto j sea precisamente el
piso. Introduzcamos entonces un estado mas, e,, , de inconsistencia. Sea pues E = (ek)0<k<an el conjunto
de estados y sea M = (mij)ijenxn—i—l el conjunto de simbolos del autémata correspondiente al PB,,. Las
transiciones en él, estardn dadas por la funcién T' : E x M — E tal que V(ex,m;;) € E x M, T(eg, m;;)
es bien el estado de inconsistencia e, , en el caso que m;; no pueda aplicarse a ey, o bien es el estado que
difiere de e;, tan sélo por la aplicacién del movimiento m;; a ej, cuando ésta es posible.

A guisa de ejemplos, en las tablas 4.4 y 4.5 mostramos las tablas de transicién de los autématas corre-
spondientes a 2 y 3 bloques respectivamente.

Ahora, para el (semi-)autémata AF, = (E,, M,,T,) correspondiente a PB,, consideremos la matriz
A, € ER(M,)">*En tal que Vi, j < a,:

a;; = Z{m € Mn‘Tn(eum) = 6]'}-

Para dos bloques, se tiene

Mmoo +mig M2 Moy 0
A, — mig mi2 0 mog +mo
M2g 0  ma1r myg+mio
0 0 0 Mmoo + Mg + M2 + M2y

Para dos bloques, se tiene la matriz de la tabla 4.6.
Para A, se puede calcular su potencia “estrella” por el algoritmo descrito anteriormente. Se obtiene que

b1 biz bz big
AF — bar  bay  baz by
2 b31 b3z b3z bay
bar biz baz bag
donde
by = (((Tn20 +—Tn10)*7n127nf27n10)*(Tnzo +—Tn10)*7n217n31)
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Edo | mig mi2 miz mop M2 M2z M3 M3z1 M3

€0 €0 €5 €3 €0 €6 €1 €0 €4 €2
€1 €1 €12 €13 €0 €6 €1 €13 €13 €13
€2 €2 €13 €9 €13 €13 €13 €0 €4 €2
€3 €o €5 €3 €3 €8 €13 €13 €13 €13
€4 €13 €13 €13 €4 €13 €10 €0 €4 €2
€5 €0 €5 €3 €13 €13 €13 €5 €11 €13
€6 €13 €13 €13 €0 €6 €1 €6 €13 €r
€r €13 €13 €13 €13 €13 €13 €6 €13 €r
€8 €13 €13 €13 €3 €g €13 €13 €13 €13
€9 €2 €13 €9 €13 €13 €13 €13 €13 €13

€10 €13 €13 €13 €4 €13 €10 €13 €13 €13
€11 €13 €13 €13 €13 €13 €13 €5 €11 €13
€12 €1 €12 €13 €13 €13 €13 €13 €13 €13
€13 €13 €13 €13 €13 €13 €13 €13 €13 €13

Tabla 4.5: Matriz de transicion del automata correspondiente a 3 bloques.

AB = [A31 A32 A33]

donde
[ m10 4+ m20 + m30 ma3 m3o mig m3q mig
mog myg + mog 0 0 0 0
m3p 0 mio + m32 0 m31 0
mio 0 0 m13 + maq 0 mi2
m3p 0 m32 0 ma0 + m31 0
mi1o 0 0 mi13 0 mi2 + m31
m m 0 0 0 0
Azl = 30 5° 0 0 0 0
0 0 0 mog 0 0
0 0 myg 0 0 0
0 0 0 0 mog 0
0 0 0 0 0 mgq
0 myg 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0 _
r moq 0 0 0 0 0
moq 0 0 0 0 0
ma1 0 0 mi3 0 0
moq 0 0 0 0 0
0 0 0 0 mog 0
0 0 maoq 0 0 m3q
- ma1 +m30  m32 0 0 0 0
Agz = m30 m3o 0 0 0 0
0 0 maoq 0 0 0
0 0 0 mi3 0 0
0 0 0 0 mog 0
0 0 0 0 0 mz
0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 o |
r o 0
mi12  mi13 +m3zp + m31 + m32 W
0 mj12 + mog + m2y + ma3
0 mg3 + m3g + m31 + m3a
0 mig + mi2 + my3 + moq
0 mog + mp1 + moz + m3zo
Ags = 0 mig +my12 +myi3 + m3z
0 miyg + my2 + my3 + mog + moy + moz + m3zq
0 mi1g +my2 + m13 + mag + m3q + m31 + m32
0 mj12 + mog + m21 + ma3g + m3qg + m31 + m32
0 mi1g +my2 + my3 + moy + m3g + m3y + m32
0 mig +my2 + my3 + mag + may + ma3z + m32
m12  mi13 +mag + ma; + maz + m3g + m31 + m32
L © mi1g +mi2 + m13 + mag + may + ma3z + m3q + m31 + m32

Tabla 4.6: Matriz de coeficientes del sistema de derivadas.
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((m20 +mig)” lemIleo)* (mao + mig)”

by = (((mzo + myg)” lemIleo)* (mao + mig)” m21m31) "
miamy,

bz = m21m§1

bia = mai(mig + ma2) (mag + mag + miz + moy)”

bor = mag (mag +mig)” +

*
* * * *
mio (mao + mag)” marm3, (( Mg + M) m12m12m10) (mag + mag) m21m21)
*

((m20 + myg)” mlzmlzmlo) (mao +myo)”
by = (mIleo (mag + mag)” m12)* miy 4+ mio (Moo + mig)” maym3, (((m20 + myg)” lemIleo)* (mag + mag) ™ marms,
b23 - 0
bas = (Mmoo + mar) (Mo + mig + mis + mor)”
b1 = ((m20 + myg)” m12m1‘2m10)* (mag + mag)”
b3y = m12mf2
*
b3z = (m21 (mag + mig)” m12mI2m10)* (mag 4+ mig)” m21) ms,
"
by = (m 51 ((mag + mag)” mlzmbmlo)* (mao + mig)” m21) (mao + ma2) (Moo + mao + Mo + may)" + m3ymiami, (mag
b41 - 0
b42 - 0
biz = 0
bia = (Mmoo + mig +miz + ma)”

Hemos visto que en teoria es posible utilizar los algoritmos presentados, relativos a los autématas finitos,
para encontrar a todos los posibles planes para pasar de un estado a otro en el Mundo de los Bloques
y resolver asi cualquier instancia del PB. En la préctica, hemos visto que, incluso para el caso trivial de
sOlo dos bloques, la solucién con este enfoque es dificil. De hecho, la complejidad de este algoritmo crece
notablemente, en tiempo y en espacio, con el niimero n de bloques considerados.

4.6 Minimizacion de automatas

Sea Ent un alfabeto finito. Seguin vimos anteriormente la nocion de lenguaje regular puede presentarse
mediante el reconocimiento por autdmatas finitos, sean deterministas o no, o mediante la representacion por
expresiones regulares. Otras presentaciones equivalentes de esta nocién se dan en la siguiente:

Proposicion 4.6.1 (Teorema de Myhill-Nerode) Sea L C Ent* un lenguaje arbitrario. Las siguientes
aseveraciones son equivalentes a pares:

1. L es reqular.

2. L es la union de algunas clases de equivalencia de una relacion de equivalencia de indice finito, con-
gruente por la derecha con la concatenacion de palabras.

3. La relacién =pC (Ent*)” tal que
Vo, T€ Ent": o =T Y€ Ent" (c-ve L& 1t veL)

es una relacion de indice finito.
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Demostracién:
1. = 2. Supongamos L regular. Sea AF = (Q, Ent, tran, qo, F') un autémata finito tal que L = L(AF.

Consideremos la funcién
T:0w T(o)=tran*(qo, o)

y su kernel:
VYo, € Ent*: 0 =x 7 T(0) = T(7).

“— ”

Hemos visto que “=k” es una relacién de equivalencia de indice finito (de hecho este indice esta acotado
por la cardinalidad de @), congruente por la derecha. Se tiene ademds

Asi pues, se cumple 2.

2.=3.Sea R C (Ent*)2 una relacién de equivalencia de indice finito, congruente por la derecha con la

concatenacién de palabras, tal que para un subconjunto F C @/R se tiene que L = U [o].
[U]G]:
Afirmamos que
Vo,7 € Ent* : (0RT) & (0 =L 7) (4.36)

En efecto, si 0 RT entonces, Yv € Ent”, al ser R congruente por la derecha, cuRTv. Como L es la unién
de algunas clases de R, esto da que (6-v € L< 7-v € L). Asi pues, 0 =, 7.

“W—_"

De la relacién 4.36 vemos que toda clase de equivalencia respecto a “=p” es la unién de clases de
[

equivalencia respecto a R. Por tanto el indice de “=” no puede exceder el de R. Como este ultimo es finito
el de “=.” es también finito.

3. = 1. “=1” es una relacién de equivalencia de indice finito, congruente por la derecha. Definamos
AF = (Q, Ent, tran, qo, F') haciendo @ = Ent*/ =, qo = [nil], F = {[o]|lc € L} y tran : ([o],e) — [o€e]. Es
evidente que una palabra es reconocida por AF' si y sélo si esa palabra estd en L. Asi pues, L = L(AF)
y,consecuentemente, es regular.

Para un autémata finito AF = (Q, Ent, tran, qo, F') diremos que dos estados ¢1, ¢2 € @ son indistinguibles
si para cualquier palabra o € Ent™,

tran*(q1,0) € F & tran™(q2,0) € F.
Si dos estados g1, g2 € @ no fueran indistinguibles, entonces habria una palabra o € Ent™ tal que
(tran(qu, 0), tran™(g2,0) € (F x (@ = F)) U ((Q — F) x F).

Diremos que tal palabra distingue a los estados ¢, q-.
La relacién de indistinguibilidad es una relacién de equivalencia. La denotaremos como “=j
Sea L = L(AF) el lenguaje reconocido por el autémata AF. Para cualesquiera dos palabras o, € Ent”
rige la equivalencia siguiente

b2

[T(o) =/ T(1)] & [0 =1, 7).

Por tanto el autémata AFM , = (Ent*/ =r) construido en la demostracién de la implicacién (3. = 1.) del
teorema de Myhill-Nerode 4.6.1 es isomorfo al autémata cociente AFM; = ((Q°°"/ =) y, por consiguiente,
es una imagen homomorfa de la parte conexa del autémata AF, h : T'(o) — [o] es un homomorfismo.

De hecho, AFM f, es una imagen homomorfa de cualquier autémata que reconozca a L. Asi pues, resulta
de inmediato la

Proposicion 4.6.2 El autémata minimo que reconoce a un lenguaje reqular L es AFM j, = (Ent* ] =1).

El calculo de AFM j, es equivalente al calculo de AFM y, es decir, al calculo de clases de estados indistin-
guibles en (). Para esto observemos lo siguiente:
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1. Para una pareja q; y ¢q, si en cada simbolo e € Ent la pareja {tran(q,e), tran(gs, e)} consta de estados
indistinguibles entonces {q1, g2} es de indistinguibles también.

2. De manera reciproca, si o distingue a la pareja {tran(qi,e), tran(gz,€)} entonces ec distingue a la
pareja {Q17 QZ}-

Asi pues, para calcular las clases de estados “distinguibles” podemos proceder como sigue:

1. Inicialmente consideremos vacias las listas de parejas distinguibles y de parejas marcadas. Para cada
pareja de estados distintos {qi, g2}, consideremos una lista vacia de parejas asociadas a esa pareja.

2. Para cada ¢1 € F' y g2 ¢ F incluyamos la pareja {qi,g2} tanto en la lista de distinguibles, pues los
estados lo son con la palabra vacia nil, como en la de marcadas.

3. Para cada pareja {q:,¢2} que no haya sido marcada,

(a) para cada simbolo de entrada e € Ent,

i. si {tran(q1,e), tran(qz, e)} es distinguible, digamos con la palabra o, entonces incluyamos la
pareja {qi1,¢2 } en la lista de distinguibles, pues lo es con la palabra eo, e incluyamos a todas las
parejas asociadas a {q1,¢2} en la lista de distinguibles, con indicadores a sus correspondientes
palabras que los distinguen,

ii. en otro caso, asociemos la pareja actual {qi1,¢2} a la pareja {tran(qy,e), tran(qz, €)}, siempre
que esta ultima conste de dos estados distintos,

(b) coloquemos a la pareja actual {q1,g2} en la lista de palabras marcadas.

4. Las parejas que no son distinguibles dan las clases de estados indistinguibles.

4.7 Lema de bombeo

Sea AF = (Q, Ent, tran, qo, F') un autémata finito con n estados. Una palabra o de longitud k define una
sucesién de estados S(o) de longitud k 4+ 1 counsistente de los estados por los que “pasa” la aplicacién de la
palabra o al autémata. Se tiene:

o=mnil = S(o)=]q]
o=0e = S(o)=S(01)*[Tar(o)]

Si k > n necesariamente al menos un estado ha de aparecer repetido en la sucesién S(o). Por tanto, se
puede descomponer a S(o) en tres tramos, S(o) = S; - Sy - S3, de manera tal que S; y S2 son no-vacios
y sus extremos derechos coinciden. Esta descomposicién de S(o) corresponde a una descomposicién de o
de la forma o = 010903 con long(oe) > 0y Tap(o1) = Tar(o102). Asi pues, la particula no-vacia oo estd
definiendo un bucle en el autémata. Por tanto, si 0 = g10903 fuese reconocida por el autémata, también ha
de serlo cualquier palabra de la forma oy0303.

Puesto de manera muy esquematica, se tiene que toda palabra reconocida por un autémata finito cuya
longitud exceda al numero de estados en el autémata necesariamente ha de contener una particula no-vacia
que se “bombea”.

Lema 4.7.1 (de Bombeo) Si L es un lenguaje reqular entonces existe un entero n > 1 tal que toda palabra
o € L con longitud al menos n admite una descomposicion de la forma o = 010903 tal que

e long(o2) > 0,
* long(o103) <n, y

e Vk>0: 010503 € L.
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En simbolos:

VL € {Regulares}3n > 1¥o € Ent™ :

o = 010203)&
ong(o2) > 0)&
ong(o103) < n)&
Vk>0: 010503 el

(0 € L)&(long(o) > n) = Fo1,09,05: (4.37)

PRy
o~ o~

En efecto, si L es regular y es reconocido por un autémata finito AF, entonces el n cuya existencia se
asevera en el lema es, precisamente, el nimero de estados en AF.

La proposicién 4.37 es una condicién necesaria para los lenguajes regulares. Consecuentemente, cualquier
lenguaje que no la satisficiere no puede ser regular.

Ejemplo:

El lenguaje de palabras equilibradas
L={0"1"n >0}

no es regular.

En efecto, si lo fuera, existiria ng > 0 que satisficiera 4.37 (con ng en lugar de n).

Sean > {%] Entonces habrian de existir oy, 09,03 tales que 0"1" = 010903 y, para cualquier k > 0,
010503 € L. Un minuto de reflexién basta para ver que esto no es posible.

Ejemplo:

Sea L el lenguaje consistente de las representaciones en binario, sin ceros a la izquierda, de los numeros
primos. L no puede ser regular.
En efecto, supongamos que para todo o =eg---e,_1 € (0+ 1)*

k—1
loel & 28+ Zeﬂk*l*j es primo,
j=0

y, por un momento, supongamos que L es regular.

El teorema de Euclides sobre la infinidad de los nimeros primos muestra que en L hay cadenas arbitrari-
amente largas.

Elijamos n > 0 que satisfaga 4.37, y consideremos un primo p > 2", es decir, un primo cuya representacion
en binario tenga longitud superior a n. Entonces podemos encontrar o1, 05,03 tales que para todo j > 0,
(01 ag 03 , es un numero primo.

Sea n; = (0;),, @ = 1,2, 3, el nimero representado en binario por la particula o; y sea k; la longitud de
ag;.

Para j = p, el nimero ¢ = (610503), ha de ser primo. Se tiene, al agrupar a la representacién en binario
de ¢ en un primer bloque a la derecha de k; bits, p bloques contiguos de k, bits hacia la izquierda y uno
dltimo de k3 bits, que

g = [n12pk2+k3] + [[n22(17*1)k2+k3} 4+t [n22k2+k3] + [n22k3]} + [773]
— g 2Pheths g ok [20’*1)’“2 ook g 1] g (4.38)
2vkz 1
= n12pk2+k3 + n22k3 [72]@ 1 :| + ns

Ahora, por el Teorema Pequefio de Fermat, 2?~' = 1 mod p. Por tanto, 2~V%2 = 1 mod p, y 27%> =
2k2 mod p, pues 2Pk2 = 2k29(p—1)k>

Sea s = [2(P=Dk2 ... 4 2k2 4 1], Entonces (2%2—1)s = 2Pk2 —1. Por tanto, (2%2 —1)s = (2¥2 —1) mod p.
Asi, médulo p, se tiene las igualdades

0=(2" —1)s— (2" - 1)=(2" —1)(s - 1).
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Por consiguiente p debe dividir a (2¥2 — 1) 0 a (s — 1). No puede dividir a (2¥2 — 1) pues 2% < 2" < p
yva que 1 < ky < n. Por tanto p debe dividir a s — 1. Se sigue que s = 1 mod p.
Al tomar congruencias médulo p en 4.38 se tiene

q = [n12p’“2+k3 + no2k3 4 ng] mod p

= pmodp

0 mod p

es decir, el primo ¢ debe ser divisible por el primo p. Esto es una contradiccién y por tanto L no puede ser
regular.

4.8 Propiedades de lenguajes regulares

4.8.1 Propiedades de cerradura bajo homomorfismos
Sustituciones

Sean Ent y Ent' dos lenguajes. Una sustitucién es una funcién

f:Ent — P(Ent)
s = FE
que a cada simbolo de Ent le asocia un lenguaje en Ent’. Naturalmente, una sustitucién f se extiende a
todo Ent* haciendo
f*:Ent* — P(Ent)

ff(mil) = {nil}

fr(oe) = f(o)f(e)
Ahora, si L C Ent" es un lenguaje, definimos

)= ).

o€l

Por abuso de notacién denotaremos a las funciones f** y f* como f simplemente.

Proposicién 4.8.1 Si L C Ent* es un lenguaje reqular y f : Ent — P(Ent') es una sustitucion, entonces
f(L) es también un lenguaje regular, siempre que Ve € Ent, f(e) = E, lo sea.

En efecto, basta ver que f(L) se representa mediante una expresién regular. Pero, como L es regular,
existe una expresién regular E(e) = E(eq,...,e,) que lo representa. Ahora bien, para cada e; € Ent, F,
es una expresién regular. Por tanto f(L) = E ((e;|E,);) es una expresién regular.

Imagenes homomorfas

Un homomorfismo es un caso particular de una sustitucion f en la que, para cada e; € Ent, E., es una
moénada, consistente de una sola palabra.
Por lo visto en la seccidén anterior, tenemos que si L C Ent” es regular y f es un homomorfismo entonces
f(L) C (Ent")* también es regular.
Ahora bien, si K C (Ent')* es un lenguaje cualquiera, su imagen inversa bajo el homorfismo f es el
lenguaje
fTHE) = {o € Ent*|f(0) € K}.

Es claro que se cumplen las inclusiones siguientes:

VL C Ent* : LC f'(f(L))
VK C (Ent')* : KD f(f '(K))

(si, por ejemplo, f fuese inyectiva, entonces valdrian las igualdades en las inclusiones anteriores.)
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Proposicion 4.8.2 Las imdgenes inversas de lenguajes requlares, bajo homomorfismos, son regulares. En
otras palabras, si K C (Ent')* es un lenguaje reqular y f : Ent* — (Ent')* es un homomorfismo, entonces
L = fY(K) es también un lenguaje regular.

En efecto, supongamos que AF' = (Q, Ent', tran’, qu, F) es un autémata finito que reconoce al lenguaje
K. Sea AF = (Q, Ent, tran, qo, F') el autémata finito que coincide con el anterior salvo en que tran : (g,e) —
tran'*(q, f(e)). Es claro que

Vo € Ent*: o€ L(AF) & f(o) € L(AF").

Asi pues, AF reconoce al lenguaje f~!(K) y por tanto, éste es regular.

4.9 Ejercicios

1. Escriba expresiones regulares para denotar a cada uno de los siguientes conjuntos de palabras:
1. Palabras con a lo sumo una pareja de 0’s consecutivos y a lo sumo una pareja de 1’s consecutivos.
2. Cadenas en las que toda pareja de 0’s contiguos aparece antes de cualquier pareja de 1’s contiguos.
3. Cadenas que no contienen a 101 como subcadena.

4. Cadenas equilibradas con igual nimero de 0’s y de 1’s tales que ningun prefijo de cualquiera de ellas
posee mas de dos 0’s que 1’s ni méas de dos 1’s que 0’s.

2. Describa en espanol a los lenguajes denotados por las siguientes expresiones regulares:
1. (114 0)*(00 + 1)*.
2. (14 01+ 001)*(nil + 0 + 00).
3. (004 11+ (01 + 10)(11 + 00)*(01 + 10))*.

3. Para cada una de las siguientes expresiones regulares, construya un autémata finito que reconozca al
lenguaje representado por la expresion regular.

1. 10+ (0 + 11)0*1
2. 01 (((10)* +111)* +0)" 1

4. Sea L C (a+ b)* el lenguaje de palabras que no contienen a la subcadena bb.
Construya un autémata finito que reconozca a L.
Encuentre una expresion regular que represente a L.

5. Demuestre las siguientes identidades para cualesquiera dos expresiones regulares E, F':
1. (E*)* = E*
2. (nil+ E)*=E*
3. (E*F*)* =(E+ F)*
6. Pruebe o refute a cada una de las siguientes ecuaciones:
1. (EF+ E)*E = E(FE + E)*
2. F(EF + F)*E = EE*F(EE*F)*
3. (E+F)"=E*+F*
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7. Encuentre todas las soluciones X de la ecuaciéon X = AX + B, donde A y B son dos expresiones regulares
cualesquiera.

8. (Cudl de los siguientes lenguajes es regular? Justifique su respuesta:

Ly = {0*"|n >0}
Ly, = {oe(0+1)c"™ =0}
L; = {o € (0+1)"]000 no parece en o}

9. Demuestre que si L es un lenguaje regular también lo es el lenguaje
Saltear(L) = {e1e3---eai_1---€an_1le1€a - €an_1€9, € L}.

Sugerencia: Si AF = (Q, Ent, tran, qo, F') es un autémata finito que reconoce a L considere el autémata
no-determinista AND = (Q, Ent, tran', qo, F) tal que

Vp,q € Q,e € Ent: (p,e,q) € tran’ & 3If € Ent : tran*(p,ef) = q.

10. Demuestre que si L es un lenguaje regular también lo es el lenguaje
Ciclo(L) = {o201]0109 € L}.
Sugerencia: Si AF = (Q, Ent, tran, qo, F') es un autémata finito que reconoce a L, definamos

SHF) = {q€ Q|30 :tran*(q,0) € F} : estados que arriban a finales,
S(q) = {q€ Q|30 :tran*(qo,0) = q} : estados accesibles desde el inicial.

Consideremos un nuevo estado inicial gog. Para cada estado ¢ € S(go) N S™!(F') consideremos la grafica de
transicién G, que coincide con AF' salvo en lo siguiente:

e deja de considerar como finales a los estados de F,
e deja de considerar como inicial a qg,
e considera como final e inicial a ggq,

e tiende las siguientes transiciones nil

nil
Qoo — g
nil
qg = dqoo
nil
Vg€ F:qr = qo

A partir de las graficas G, ¢ € S(go)NS™!(F), construya una grafica de transicién que reconozca a Ciclo(L).

11. Demuestre que si L es un lenguaje regular también lo es el lenguaje L™ consistente de los reversos de
palabras en L.

12. Sea L cualquier subconjunto de 0*. Demuestre que L* es un conjunto regular.

13. Demuestre la extension siguiente del Lema de bombeo:

Proposicion 4.9.1 Sea L un lenguaje reqular. Entonces existe un n € IN tal que

010203 € L

Vo1, 02,05 : [ long(o2) =n

} = 37,7, T3 ¢ long(m2) > 1

02 = T1T2T3 -|
Vi>0: (717'17'21'7'3(73 €L J
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14. Utilice el ejercicio anterior para demostrar que el lenguaje {0"1™2™|m,n > 0} no puede ser regular.

”

15. §Cuadl es la relacién de equivalencia “=p,”, definida segun el Teorema de Myhill-Nerode, que en (0 + 1)*

define el lenguaje L = {0"1"|n > 0}7
Concluya que L no puede ser regular.

16.  Demuestre que el lenguaje L C (0 + 1)* consistente de las cadenas que tiene mds 0’s que 1’s no es
regular.

17. SeaLC (0+1+---4+9+.)* el lenguaje de palabras que son prefijos (finitos) de la expansién decimal
de m: 3.1,3.14,3.141, 3.1415, etc.
Demuestre que L no es regular.

18. Decida si acaso todo subconjunto de un conjunto regular es también regular.
19. Demuestre que el lenguaje formado por prefijos de palabras en un lenguaje regular es también regular.

20. Sea Ent = {a,b} y sea Ent; = {bab, abba}.
Demuestre que todo conjunto que sea regular respecto a Ent; también lo es respecto a Ent.
Muestre que el reciproco no se cumple: No todo conjunto regular respecto a Ent lo es respecto a Ent;.

4.10 Programas

1. Madquinas de Mealy como “traductores” Recordamos que una mdquina de Mealy es una estructura de la
forma
MMe = (Q, Ent, Sal, tran, res, qo)

donde, para fines de este ejercicio:

@ = [1,n] es el conjunto de estados,
Ent = {a,b,...,m-ésimo simbolo} es el alfabeto de entrada,
Sal = {A,B,..., M-ésimo simbolo} es el alfabeto de salida,
tran : array n xm of [1,n] es la funcién de transicion,
res : array n x m of [1,M], eslafuncién de respuesta, y
g = 1 es el estado inicial.

Escriba un programa que reciba como entrada los nimeros enteros n, m, M y los arreglos tran y res.
Posteriormente, para cada cadena o € Ent* dada, ha de calcular la cadena de respuesta res*(o) € Sal*.

2. Madquinas de Moore como “traductores”. Recordamos que una mdquina de Moore es una estructura de
la forma
MMo = (Q, Ent, Sal, tran, res, qo)

donde, para fines de este ejercicio:

@ = [1,n] es el conjunto de estados,
Ent = {a,b,...,m-ésimo simbolo} es el alfabeto de entrada,
Sal = {A,B,..., M-ésimo simbolo} es el alfabeto de salida,
tran : array n xm of [1,n] es la funcién de transicion,
res : array [1,n] of [1,M], esla funcién de respuesta, y
go = 1 es el estado inicial.

Escriba un programa que reciba como entrada los nimeros enteros n, m, M y los arreglos tran y res.
Posteriormente, para cada cadena o € Ent* dada, ha de calcular la cadena de respuesta res*(o) € Sal*.

3. Equivalencia entre maquinas de Mealy y de Moore: Escriba un programa que dada una maquina de Mealy,
en la representacién descrita para el programa 1 de esta lista, calcule la maquina de Moore equivalente, tal
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que todos sus estados sean accesibles, y la exprese en la representacion descrita para el programa 2 de esta
lista.

4. Indistinguibilidad en mdquinas de Moore:

1. Dada una maquina de Moore M, dos estados g;, g; son indistiguibles si para cualquier palabra o € Ent”
las respuestas de los estados a los que se llega con o, partiendo de g; y de g;, coinciden. Esta es una
relacion de equivalencia entre estados.

Escriba un programa que dada una maquina de Moore M calcule al cociente M /Ind.

2. Dada una maquina de Moore M, dos palabras 01,09 € Ent* son indistiguibles si los estados a los que
llegan, partiendo del inicial, tran*(qo,01) y tran*(qo,o2) son indistinguibles. Esta es una relacién de
equivalencia entre palabras.

Escriba un programa que dada una méquina de Moore M calcule al cociente Ent*/Ind.
3. ;Qué relacién hay entre los cocientes encontrados para una misma méaquina?

Nota: En lo que sigue, un semiautémata de n estados con m simbolos se representard como una matriz
S del tipo [1,n7]™*™, con la intencién obvia de que Vi,j : s;; es el indice del estado al que se llega desde el
estado j cuando se aplica el simbolo 1.

Un autémata se representard como una pereja (S, F'), donde F' C [1,n] es el conjunto de indices de
estados finales.

5. Parte accesible de un autdmata finito: Dado un automata, calcule la parte accesible del autéomata, y
renombre, si fuera necesario, al conjunto de estados resultante para expresarlo con la convencién que aqui
hemos adoptado para representar autématas.

6. Homomorfismos de autdmatas: Escriba un programa que dados dos autématas decida si hay un homo-
morfismo del primer autémata al segundo.

Sih:AF, — AF, fuese un homomorfismo entre dos autématas, diga que dos estados q}7q]1- son equiva-
lentes si h(q}) = h(q]l) Esta es, en efecto, una relacién de equivalencia. Calcule sus clases de equivalencia.

7. Monoides de automatas deterministas: Escriba un programa que reciba un autémata determinista y
calcule la tabla de multiplicacién de su monoide. (Cfr. Sec. 4.2.2 de las “Notas del Curso”).

8. Acciones de grupos libres en monoides: Suponga dado un monoide M € [1,n]"*", por su tabla de

multiplicacién, con unidad, digamos v = 1. Para un conjunto no-vacio de elementos I C [1,n] denotamos
por [I]p al minimo submonoide, del monoide M, que contiene al conjunto I. [I]y es el submonoide generado
por I en M.

Si I consta de un unico elemento, digamos I = {a}, a # u, el submonoide [I]y se calcula como sigue:

1. Inicialmente hagase [I]y = {1} = {a’}, y PorProbar = I.

2. Mientras que PorProbar # (), sdquese el primer elemento z, digamos z = a?, que quede en PorProbar
y afiddasele a [I]p. Témese ahora y = x-a = a'*'. Si y no aparece atin en [I]y; coléquese y en la lista
PorProbar.

3. Cuando no queden elementos por probar, el submonoide generado por a queda en [I]y y a partir de
ahi es posible construir la tabla de multiplicacién de [{a}]as.

Si I consta de més de un elemento, digamos I = {a ...,ax_1,ax}, Vi < k: a; # u, el submonoide [I]
se calcula como sigue:

1. Inicialmente higase [I]ar = [{a1 ..., ar—1}]m, el submonoide generado por los primeros k—1 elementos,
y PorProbar = {ay}.

2. Mientras que PorProbar # (J, sdquese el primer elemento z, que quede en PorProbar. Si acaso ya
estuviese en [I]y terminese el proceso sin mas. En otro caso, afddasele a [I]); y para cada elemento
z en [I]ar, tOMese Yger = 2 T € Yizg = T - 2. Si Yger 10 aparece ni en [I]pr ni en PorProbar, coléquese
Yder €n la lista PorProbar. Si yi,, no aparece ni en [I]y ni en PorProbar, coldquese y,,, en la lista
PorProbar.
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3. Cuando no queden elementos por probar, el submonoide generado por I queda en [I]y y a partir de
ahi es posible construir la tabla de multiplicacién de [I].

Escriba un programa que dado un monoide en M encuentre un conjunto minimo de elementos I =
{ai...,ax_1,a;} tal que M = [I].

9. Autdmatas de mdzimos monoides: (Este programa se ha de apoyar de manera esencial en el programa
anterior en esta lista.) Dado n considere un conjunto () de n estados, para fijar ideas, ¢ = [1,n]. Sea

s
n .’ . . .« .
Fn = (fi( )) una enumeracion de todas las funciones () — Q). F,, es un monoide con la composicién de
i=1

funciones como operacién. Sea m = n" y sea A, un subconjunto de m simbolos.

Consideremos el semiautémata A, = (@, Ay, tran, 1) tal que tran : (q,a;n) — fin(q). Entonces su
monoide, naturalmente coincide con F, y posee n" elementos.

Escriba un programa que reduzca el semiautémata A, a uno A’ sobre un alfabeto minimo A/, C A, tal

que el monoide del semiautémata reducido A, coincida también con F,.

10.  Indistinguibilidad de estados en autdmatas: Para un autémata AF = (Q, Ent, tran, qo, F') se tiene la
relacién en Q:

VP, €Q: P=maq & Vo€ Ent*: [tran®(p,0) € F & tran®(q,0) € F] (4.39)

Escriba un programa que dado un autémata calcule el autémata cociente correspondiente a esta relacion.
Extienda este programa para que dado un automata calcule el minimo autémata equivalente.

11. Monoides de autématas no-deterministas: Escriba un programa que reciba un autémata no-determinista
y calcule la tabla de multiplicacién de su monoide. (Cfr. Sec. 4.3.2 de las “Notas del Curso”).

12.  No-Determinismo = Determinismo: Escriba un programa que reciba un autémata no-determinista o
una grafica de transicién y calcule el autémata determinista equivalente al dispositivo dado. (Cfr. Sec. 4.3
y 4.4 de las “Notas del Curso”).

13. Bidireccionalidad = Monodireccionalidad: Escriba un programa que reciba un autémata bidireccional
y calcule el autémata (monodireccional) equivalente al dispositivo dado. (Cfr. Sec. 4.5 de las “Notas del
Curso”).

14. Analizador de expresiones requlares: Escriba un programa que reciba una expresion regular X € ER,
calcule una grafica de transicién cuyo lenguaje sea el expresado por X. (Cfr. Sec. 5.2 de las “Notas del
Curso”).

15. Seudoinversion matricial con expresiones regulares: Escriba un programa que reciba una matriz
A € ER™" conn <5,y calcule A*. (Cfr. Sec. 5.4 de las “Notas del Curso”).

16.  Caracterizacion de lenguajes regulares: Utilizando el programa del ejercicio anterior, escriba un pro-
grama que reciba un autémata determinista y calcule una expresién regular que represente al lenguaje del
autémata. (Cfr. Sec. 5.2 de las “Notas del Curso”).

17.  Reconocedores de lenguajes finitos: Escriba un programa que reciba un conjunto finito de palabras y
construya el autémata finito que reconoce Gnicamente a las palabras dadas.

18. Contencion de lenguajes requlares: Escriba un programa que dadas dos expresiones regulares determine
si la primera estd contenida, y en caso que no, encuentre una palabra en el primer lenguaje que no esté en
el segundo.

19.  Reconocedor de subpalabras: Escriba un programa que dado un conjunto de k palabras, {o1,...,0,},

construya una maquina de Moore, con alfabeto de salida (CLK)KC[[l ]’ tal que para cualquier palabra dada
7 la respuesta del autémata tras de leer 7 serd ax, donde K = {i|o; es una subpalabra de 7}.

20. Reconocedor de caminos: Sea G = (V,D), con D C V x V, una gréfica dirigida. Una camino es una
sucesion de aristas (a; = (vs1,vi2)); tal que Vi: vy = viq1 1.

Escriba un programa que dada una grafica dirigida, construya un autémata sobre el alfabeto de aristas
en la grafica que reconozca exactamente a los caminos en la grafica.

21.  Reverso de elenguajes regulares: Escriba un programa que dado un autémata finito AF construya el
autémata finito AF? tal que L(AF®) = L(AF)® = (reverso del lenguaje reconocido por AF).
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22. Cadenas minimales en lenguajes regulares: Para un lenguaje L sea
Min(L) ={o € LIVt € L —{nil} : 0 >prefijo T = 0 =7}

el lenguaje consistente de las palabras en L que no poseen prefijo propio en L.
Escriba un programa que dado un autémata finito AF construya el autémata finito Min(AF) tal que
L(Min(AF)) = Min L(AF).

23. Cadenas mazximales en lenguajes requlares: Para un lenguaje L sea
Max(L) ={oc € LNT € L : 0 <prefijo T = 0 =T}

el lenguaje consistente de las palabras en L que no son prefijo propio de ninguna otra palabra en L.
Escriba un programa que dado un autémata finito AF construya el autémata finito Max(AF) tal que
L(Max(AF)) = Max L(AF).

24.  Regularidad de estrellas en alfabetos mdnicos: Escriba un programa que dado un conjunto finito de
indices I C IN, construya un autémata, sobre el alfabeto A = {a} de un tnico simbolo, que reconozca al

lenguaje L = (Z ai> .

icl
25. Palindromas de lenguajes regulares: Para un lenguaje L sea

[ especular {o|]3r €L: 0= TTR}

el lenguaje consistente de palindormas con una “primera parte” en L, es decir de palabras, e imégenes
especulares, en L.

Escriba un programa que dada una expresién regular E construya el autémata finito AF P49 ta] que
L(AFespeculary — p(gyespecular donde L(E) es el lenguaje expresado por F.
Sugerencia: Razonando por induccién en la construccién de la expresién E, tranférmela en una expresion
que exprese al lenguaje L(E)®?¢a" y 3 partir de ella construya al autémata pedido.

26. Raices n-ésimas de lenguajes requlares: Para un lenguaje L y un entero n, sea
VL={ol3r€L: 0 =1"}

el lenguaje consistente de n repeticiones de una “primera parte” en L.

Escriba un programa que dada una expresién regular E construya el autémata finito /AF tal que
L(Y/AF) = {/L(E), donde L(E) es el lenguaje expresado por E.
Sugerencia: Razonando por induccién en la construccién de la expresién E, transférmela en una expresion
que exprese al lenguaje {/L(E) y a partir de ella construya al autémata pedido.

27. Rotaciones de lenguajes requlares: Para un lenguaje L sea
rota(L) = {o|31,v: 0 =71V & vT € L}

el lenguaje consistente de transposiciones de dos partes en L.
Escriba un programa que dada una expresion regular E construya el autémata finito rota(AF) tal que
L(rota(AF)) = rota(L(E)), donde L(E) es el lenguaje expresado por E.

28. Autématas no-deterministas-II: Un autdmata no-determinista-Il (AND-II) es un autémata no-
determinista con la nocién de reconocimiento cambiada: Una palabra es reconocida si toda computacion,
a partir de ella, en el autémata la conduce a un estado final. Escriba un programa que transforme a un
AND-II en un autémata finito equivalente.
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Capitulo 5

Autématas de pila

5.1 Principios basicos

Una pila es un dispositivo de almacenamiento que sigue el principio “primero-en-entrar-iltimo-en salir”. Lo
podemos pensar como un arreglo lineal indicado con los niimeros naturales:

— [ o] | elt) | 2] |len—1]] el [en+1]]-

La casilla c[0] se dice ser el tope de la pila. En todo momento,
e cada casilla puede estar vacia o contener un simbolo de un alfabeto de pila, AlfP,y

e la pila esta en blanco salvo en un conjunto finito de casillas, i.e.
dngVn : n > ng = Contenido(c[n]) = vacia.
En este caso, si para cada i > 0, z; es el contenido de la casilla c[i], entonces

— podemos establecer que el simbolo mas a la derecha, z,,, sea un simbolo distinguido X en el
alfabeto AlfP (para marcar el fin de la palabra inscrita en la pila), y

— decimos que la palabra ¢ = xgx1 - T,,_1 es el contenido de la pila.
Sobre una pila se pueden ejecutar dos operaciones:

Empilar: Siog es una palabra en AlfP* y o € AlfP* es el contenido de la pila, entonces la accién E(og, Pila)
hace que el contenido de la pila sea oqo.

Desempilar: Si oy es un prefijo del contenido o € AlfP* de la pila, es decir 0 = 0¢o; para alguna palabra
o1 € AlfP*, entonces la accién D(og, Pila) hace que el contenido de la pila sea o;.

(Es convencional nombrar a las operaciones E y D por sus denotaciones en inglés: Push y Pop, respectiva-
mente.)

Ahora bien, estas dos operaciones pueden realizarse mediante una operacién de “sustitucién” del tope
de la pila: Sus(og, Pila) hace que si el contenido de la pila fuese o1 = sos, donde s es el simbolo actual en
el tope de la pila, entonces el contenido vendrd a ser og - o;. En otras palabras, el contenido del tope s es
sustituido por oyg.

Asi pues la accién E(og, Pila) equivale a Sus(oy - s, Pila), donde s es el contenido en el tope; en tanto
que la accién D(og, Pila) es equivalente a reiterar la accién Sus(nil, Pila) tantas veces como sea la longitud
de ag.

En el resto de esta seccion consideraremos solamente acciones de sustitucién en el tope de la pila.

Un autdmata de pila (no-determinista) es una estructura de la forma

AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, F')

127
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donde

@ : esel conjunto de estados,
Ent : es el alfabeto de entrada,
AlfP : es el alfabeto de la pila,
tran : Q x (EntU{nil}) x AlfP — P (Q x AlfP*), es la funcién de transicion,
qgo € Q : es el estado inicial,
X € AlfP : es el simbolo “inicial” para la pila, y,
F C@ : esun conjunto de estados finales.

En cada momento, el autémata funciona como sigue: Si se estd en el estado ¢ € @, se recibe el simbolo
e € Ent y en el tope de la pila se encuentra el simbolo Y € AlfP,

e si (¢',0) € tran(q,nil,Y") entonces se pasa al estado ¢', se sustituye ¥ por o y NO se avanza en la
cadena de entrada, o bien

e si (¢',0) € tran(q,e,Y) entonces se pasa al estado ¢', se opera en la pila segiin se describe arriba y se
avanza una posiciéon a la derecha en la cadena de entrada.

Ejemplo (Palindromas): Sea L = {o € (0+1)*|oc = rev(o)} el lenguaje que consta de todas las palabras
que son palindromas.
Una estrategia obvia para reconocer palabras en L es la siguiente:

1. al inicio la pila ha de estar vacia,
2. se deposita en la pila una copia de “la primera mitad de la palabra recibida”, es decir,

(a) con cada 0 que llegue se coloca una marca C en la pila,

(b) con cada 1 que llegue se coloca una marca U en la pila,

3. al (suponer) haber llegado la “primera mitad” se busca que “la segunda” empate con la primera, es
decir,

(a) se pasa a un estado de desempilar,
(b) con cada 0 que llegue y que empate con una marca C' en la pila, se desempila la marca,

(c) con cada 1 que llegue y que empate con una marca U en la pila, se desempila la marca,
4. se tendrd éxito sélo si al terminar de leer se tiene vacia la pila.
Asi pues, consideremos los conjuntos siguientes:
Alfabeto de entrada: Ent = {0,1}.

Alfabeto de pila: AlfP = {C,U, A, X}. X es la marca del extremo derecho de la pila. C'y U son marcas
para recontar 0’s y 1’s, y A es una marca de error.

Estados: Consideremos 4 estados,

qo : inicial
q1 : comienza a desempilar,
q» : “salta” al simbolo del medio en el caso de palindromas impares,

q3 : final



5.1. PRINCIPIOS BASICOS G. Morales-Luna 129

Transiciones: Las siguientes transiciones se explican por si solas. Las de la izquierda corresponden a
“buenas computaciones” de reconocimiento. Las de la derecha marcan errores.

(90,0,X) = {(qo,CX),(q:1,CX), (g3, nil)} (01,0, X) = {(g3,4)}
(90,0,C) = {(q,CC0C), (q ) (72, CC)} (1,0,U) = {(g3,4)}
(q0,0,U) = {(qo,CU),(q:,CU),(q2,CU)} (1,1, X) = {(g3,4)}
(0,1, X) = {(q,UX),(q1,UX), (g3, nil)} (01,1,C) = {(g3,4)}
(90,1,C) = {(qo,UC),(q1,UC),(q2,UC)}

(0, 1,U) = {(q,UU),(q1,UU), (g2, UU)}

(¢1,0,0) = {(q1,nil), (g3, nil)}

(q:1,1,0) = {(q1,nil), (g3, nil)}

(g1, nil, X) = {(g3,nil)}

(g2, mil,C) = {(q,mil)}

(g2, nil, U) = {(q, mil)}

En cualquier otra configuracién, la funcién de transiciéon asocia el conjunto vacio.

Ejemplo: Sea L = {03"1"|n > 0} el lenguaje que consta de todas las palabras que bien son vacias o bien se
inician con 0’s, terminan con 1’s y contienen el triple de 0’s que de 1’s.
Una estrategia obvia para reconocer palabras en L es la siguiente:

1. al inicio la pila ha de estar vacia,
2. con cada 0 que llegue se coloca una marca C en la pila,
3. al llegar al primer 1 se pasa a un estado de desempilar,
4. con cada 1 hay que desempilar exactamente 3 marcas C, y
5. se tendrd éxito sélo si al terminar de leer se tiene vacia la pila.
Asi pues, consideremos los conjuntos siguientes:
Alfabeto de entrada: Ent = {0,1}.

Alfabeto de pila: AlfP = {C, A, X}. X es la marca del extremo derecho de la pila. C' es una marca para
recontar 0’s y A es una marca de error.

Estados: Consideremos 5 estados,

qo : inicial

¢q1 : comienza a desempilar secuencias de tres C’s,

g2 : se ha desempilado una C en cada secuencia de tres C’s,
g3 : se ha desempilado dos C’s en cada secuencia de tres C'’s,
qqs : final

Transiciones: Las siguientes transiciones se explican por si solas. Las de la izquierda corresponden a
“buenas computaciones” de reconocimiento. Las de la derecha marcan errores.

(90,0, X) = {(q,CX)} (90,1, X) = {(a,4)}
(90,0,C) = {(q,C0C),(q1,CO)} (1,1, X) = {(gs,4)}
(90,1,C) = {(ga,nil)} (01,0,X) = {(qs,4)}
(g2, nil,C) = {(g3,nil)} (01,0,C) = {(qs,A)}
(g3, nil,C) = {(q:,nil)} (g2, nil, X) = {(qs,4)}
(.1,0) = {(g2,ml)} (g3,mil, X) = {(qs,A4)}
(i, nil, X) = {(qa,nil)}

En cualquier otra configuracién, la funcién de transiciéon asocia el conjunto vacio.
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5.2 Reconocimiento de lenguajes

Sea AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, F') un autémata de pila.
Una descripcién instantinea (DI) es una cadena

qgo;T € Q x Ent* x AlfP*

que indica que el automata estd en el estado g, se esta leyendo el primer simbolo a la izquierda de o y 7 es
el contenido de la pila. El simbolo en el tope de la pila es el primero de 7.

Diremos que una DI d; = ¢'o!; 7! se sigue de otra dy = ¢°0%; Y°70, AutP | (dy — dy), si es el resultado
de aplicar la transicién correspondiente a dy. Formalmente, AutP b (dyg — dy) si y sélo si

[0 =€ A [t =77°] si (¢',7) € tran(¢®, €, Y?)
[0 =P | A [t =7°  si (¢',nil) € tran(q°, €%, V)
0% =t A [r! =777 si (¢',7) € tran(q®, nil, Y°)
0% =] A[r! =71 si (¢, nil) € tran(q°, nil, Y°)

La cerradura reflexivo-transitiva de la relacién “se sigue” es la relacién “se deriva”, denotada como
AutP & (dy = dy).

La descripcion inicial de una palabra o € Ent* es DIy(o) = [qoo; X].

Una DI d = go; T se dice

e finalsi g € F'y o = nil, es decir, si indica que se estd en un estado final y no quedan simbolos de
entrada,

e de pila vacia si T = nil, es decir, en el tope de la pila no hay simbolo alguno.
Una palabra o € Ent" se dice

e reconocida por estados finales si desde la descripcién inicial de ella se arriba a una final, es decir, si

Jq € F,7 € AlfP* : AutP \ (DIy(0) = q.nil; 7).

e reconocida por pila vacia si desde la descripcién inicial de ella se arriba a una de pila vacia, es decir, si

3g € Q: AutP & (DIy(0) = q.nil; nil).

Sea LF(AutP) el lenguaje consistente de las palabras reconocidas por estados finales.
Sea LPV (AutP) el lenguaje consistente de las palabras reconocidas por pila vacia.
Ambas nociones de reconocimiento son equivalentes.

Lema 5.2.1 Para cada autémata de pila AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, F') existe otro autdmata de pila
AutP' = (Q', Ent, AlfP' tran’,q), X', F') tal que el lenguaje reconocido por estados finales en el primer
autdomata es reconocido por pila vacia en el sequndo, es decir

LF(AutP) = LPV (AutP)’
En efecto, AutP' se construye a partir de AutP como sigue:
1. en general, actiese en AutP' como se hace en AutP,
2. cuando se llegue a un estado final de AutP, transitese en AutP' de manera que ahi se vacie la pila,

3. para evitar reconocimiento de palabras que incidentalmente vacien la pila de AutP’, coléquese ahi un

nuevo delimitador “derecho” X' que no pertenezca al alfabeto AIfP y bérrese sélo en el caso del paso
2.
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Lema 5.2.2 Para cada autémata de pila AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, F') existe otro autdmata de pila
AutP' = (Q', Ent, AlfP'  tran', g, X', F") tal que el lenguaje reconocido por pila vacia en el primer autémata
es reconocido por estados finales en el sequndo, es decir

LPV (AutP) = LF(AutP)'
En efecto, AutP' se construye a partir de AutP como sigue:
1. coléquese en AutP' un nuevo simbolo inicial X',
2. en general, actiese en AutP' como se hace en AutP,
3. cuando se vacie la pila de AutP, es decir, cuando la marca X' acceda al tope de la pila, transitese en

AutP' a un nuevo estado final.

De ahora en adelante supondremos, sin pérdida de generalidad, que el reconocimiento de un lenguaje con
un autémata de pila se hace por pila vacia, y consecuentemente no consideraremos mas estados finales.

5.3 Autématas de pila y lenguajes libres de contexto

Se tiene que una condicién para que un lenguaje sea reconocido por un autémata de pila es que ese lenguaje
sea libre de contexto. En esta seccién probaremos y ejemplificaremos que la condicién es necesaria. Pospon-
dremos la suficiencia de esta condicién a la exposicién de los lenguajes libres de contexto.

Proposicién 5.3.1 Para cualquier autémata de pila AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, ) su lenguaje L =
LPV (AutP) es libre de contexto.

En efecto, sea G = (V, Ent, P, S) la gramética tal que

Vo= (@ x AP x Q) U{S),
S : (nuevo) simbolo inicial,
P : conjunto de producciones definidas por las transiciones de AutP:
1L.YgeQ: S— g, X,q]
2. Vge Q,e€ Ent,Y € AlfP : si (¢, Y1Ys---Y,,) € tran(q,e,Y) entonces incliyase la produccién
[¢,Y, q(m+1)] —e|¢, th(?)][q(?)’y% q(3)] e [q(m),Ym, q(m+1)]
para cualesquiera selecciones de los estados ¢, ... g™ ¢("+) € Q.
3. Vqge Q,e€ Ent,Y € AlfP : si (¢', V1Y - Yy,) € tran(q, nil,Y') entonces incliyase la produccion
[q7y7q(m+1)] N [q'7y17q(2)][q(2)7y27q(3)] e [q(m)7ym7q(m+1)]
para cualesquiera selecciones de los estados ¢(2), ..., g™ ¢(m+1) ¢(m+2) ¢ Q.
4. Vg € Q,e € Ent,Y € AlfP : si (¢', nil) € tran(q,e,Y) entonces incliyase la produccién [q,Y, ¢'] — e.
5. Vg€ Q,e € Ent,Y € AlfP :si(q', nil) € tran(q, nil,Y") entonces incliyase la produccién [q,Y, ¢'] — nil.

La idea subyacente en esta construccion consiste en que toda derivacion siniestra en la graméatica definida
ha de simular una computacién reconocedora en el autémata dado.
Veamos que para cualquier palabra o € Ent* y para cualesquiera q,q' € @, Y € AlfP se cumple

GF ([q7Y, S a) & AutP - (qo; Y 3 q’m'z;X) (5.1)

<) Mostremos esta implicacién por induccién en el nimero de pasos de derivacidn.
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Caso base: Supongamos que la DI ¢'nil; X se siga inmediatamente de la DI go;Y. Entonces o consta a lo
sumo de un simbolo y necesariamente (¢, nil) € tran(q,0,Y’). Por tanto, [¢,Y,¢'] = o es una produccién
legal en G. Eso da el correspondiente miembro izquierdo de la relacién 5.1.
Caso inductivo: Sea k > 0. Supongamos que si ¢'nil; X se deriva de go;Y en a lo sumo k pasos, entonces
G+ ([q7Y7q’] = 0').
Consideremos ahora el caso en el que ¢'nil; X se deriva de go; Y en exactamente k + 1 pasos.
Escribamos o = s101. Necesariamente, existe una primera DI ¢ oq;Y; -+ Y, tal que

AutP + qoY = (q(l)al; Yy Ym) = ¢'nil; X

donde la ultima derivacion se hace en a lo sumo k pasos.

(1) (m) (1)

Descompongamos ¢ en m tramos, 1 = o0y ' ---0;  , donde cada o’ realiza el efecto global de “desem-
pilar” al simbolo Y;. Se tiene que existen ¢, ¢®), ..., ¢("™ ¢(m*t) = ¢ € Q tales que
Vi <m: AutPF (q(i)ay); Y; =& q(”l)m'l;X) . (5.2)

Por la hipétesis de induccién se tiene G + ([q(i),Yi, gt S ay)) . Ahora, de la primera derivacién AutP -
qo;Y = ¢WMoy; Yy - Yy, se tiene

G (la.Y.q1 = sila, V1,00, Yo, g™ [0, Vo ) (5.3)

y consecuentemente, de 5.2 y 5.3 G F ([q, Y, ] > a).
=) Mostremos ahora la implicacién reciproca por induccién en el nimero de pasos de derivacion.
Caso base: Si [q,Y,q'] — o es una produccién legal en G, entonces o consta a lo sumo de un simbolo
y (¢',nil) € tran(q,0,Y). Por tanto la DI ¢'nil; X se sigue inmediatamente de la DI ¢o;Y. Esto da el
correspondiente miembro derecho de la relaciéon 5.1.
Caso inductivo: Sea k > 0. Supongamos que si G ([q7 Y, q'] = 0') se deriva en a lo sumo k pasos, entonces
q'nil; X se deriva de go;Y .

Consideremos ahora el caso en el que o se deriva de [¢,Y, ¢'] en exactamente k + 1 pasos.

Escribamos 0 = s107. Necesariamente, para una primera derivacion se ha de tener

*

[q.Y,q'] = (Sl[q(l),Y1,q(2)][q(2),Y2,q(3)] - [q(m),Ym,q(m+1)]) =0

donde la ultima derivacion se hace en a lo sumo k pasos.
Escribamos 01 = 0’§1) - 'U§m), donde cada 0’51) es tal que G F [¢V, V7, ¢ D] S Ugl).
Por la hipétesis de induccién se tiene que Vi < m : AutP + (q(i)ogi); Y; = q(”l)nil;X) y de aqui se

tiene también que

Vi<m: AutPF (q<i>o§”; YiVier - Vi X 2 gD il Vi, - - YmX) . (5.4)
Como [q,Y,¢'] = (s1[¢™, ¥1,¢P[¢?,¥2,¢®] -+ [¢™™),Y,,,, ¢ V]) es una produccién, necesariamente
qo; X — q(l)agl); V1Yo - Y X (5.5)

y consecuentemente, de 5.4 y 5.5 AutP F (qU;X = q’nil;X). g.e.d.

Ejemplo: En un ejemplo anterior, vimos que el lenguaje L = {03"1"|n > 0} es reconocido por el autémata

(90,0,X) = {(q,CX)} (90,1, X) = {(q1,A4)}
(90,0,C) = {(q,COC),(q:,CC)} (1,1, X) = {(@,A4)}
(90,1,C) = {(g2,nil)} (01,0, X) = {(¢,4)}
(g2, mil,C) = {(gs,nil)} (¢1,0,0) = {(q1,4)}
(g3, nil,C) = {(q1,nil)} (g2, mil, X) = {(q1,A)}
(1,1,C) = {(g2,nil)} (g3, mil, X) = {(q1,4)}
(qi,nil, X) = {(qu,nil)}
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donde en cualquier otra configuracion, la funcién de transicién asocia el conjunto vacio.

De acuerdo con la construccién anterior, el conjunto de variables de la gramética que simula computa-
ciones en el autémata es V = (Q x AlfP x ) U {S} el cual, en este caso, tiene 4 -3 -4 + 1 = 49 simbolos.
Construyendo las producciones conforme van apareciendo los simbolos variables, obtenemos lo siguiente:

Producciones para S: Las producciones “iniciales” son S — [go, X, gx] con k = 0,1,2,3.

Producciones para [go, X, qr]: Como (qg,0,X) = {(qo, CX)}, tenemos las producciones

[qO;X;qk]_)O[qO;C;qj][qj;X;Qk] .j:k:0717273'

Producciones para [QO7 C: qk]: Como (l]o, 07 C) = {(110, CC)/ (Q17 CC)} y (q07 17 C) = {(Q27 nZl)}a tenemos
las producciones

[QO:C7qk] — 0[q0,07q]][QJ,C7qk] j7k:0:172:3
[QO=C7Qk] — 0[(]1,07(]]][(1],07%] j7k:0:172:3
[q(]:ca q2] - 1

Producciones para [q1, C, ga]: Como (¢1,1,C) = {(gz, nil)}, tenemos la produccién [¢q;,C, g2] — 1.

Producciones para [q2,C,q3] y [g3,C,q1]: Como (go, nil,C) = {(gs,nil)} y (g3, nil,C) = {(q1,nil)},
tenemos las producciones [g2, C, g3] — nil y [g3, C,q1] — nil.

Producciones para [q1, X, q1]: Como (q1,nil, X) = {(q1, nil)}, tenemos la produccién [¢1, X, ¢1] — nil.

Producciones de errores: Como (go, 1, X) = {(¢1,A)}, tenemos la produccién

[QU,X,Qk] - I[QhA:qk]'
De manera similar, de las demas condiciones de error tendremos las producciones

q17X7Qk] —

[ g1, A, qi]
1, X,qe] — Olq1, A, qx]
[q1,C.q]  — Olgi, 4, qx]
la2, X,qe] — a1, A, ]
la3, Xoq6] — a1, A, ]

y no hay producciones para variables de la forma [g;, A, gx], por lo que una vez que se generaron no hay
manera de conducirlas a una palabra terminal.
Reescribamos las variables como se indica a continuacion:

Ao ¢ [g0, X, qo] By [90, C, qo] Dyg (22, C, qo]
Ao o, X, q1] B, (90, C, q1] D, 72, C, 1]
Ay o g0, X, g2 B, [90,C, g2] D, [q2, C, g2
A3 [QU,X,qg] B3 [q(]:C: q3] ‘D3 [QQ,C, q3]
CO [q17 C: q(]] EO [q37 C: qU]
Ch [01,C, q1] Ey la3, C, q1]
Fooo g, X, q C [q1,C, g2] E, [a3, C, 2]
03 [q17 C: q3] E3 [q37 C: q3]
En la codificacién anterior entre las variables de la forma [g;, X, qx] solo consideramos a F' = [q1, X, ¢1]

pues las demas no aparecen como antecedentes de ninguna produccién. Entonces, las producciones que no
corresponden a situaciones de error son las siguientes:

S — A0|A1 ‘AQ‘Ag AO — OB[)A(] BO — OBOBO|OB100‘032D0|OB3E0|
A1 - OBlF A1 — 0B0A1 OC(]B(]|001 C(]|002D0‘003E0
B2 - 1 A2 — 0BOA2 B] — 0BOB1|0B] C] ‘0B2D1|0B3E] |
02 - 1 Ag — OBoAg 000B1|OC] 01|002D] ‘003E1
D3 - nil B2 — OBOB2|OB102‘OB2D2|OB3E2|
E1 —  nil OC@Bz|001 C2|002D2‘OC3E2
F - nil B3 — OBOBg|OB103‘OB2D3|OB3E3|
000B3|OC1 03|002D3‘003E3
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Ahora, si suprimimos a las producciones que en su consecuente tengan simbolos que no aparecen en el
antecedente de ninguna otra produccién (pues esos simbolos no podran sustituirse y por tanto no derivan
ninguna palabra terminal) se tiene las producciones:

S — A0|A] ‘Az‘Ag AO — OB()AO By — 0ByBy

A] — OB] F A] — OB()A] B] — OB(]B] |0B3E]

B2 - 1 A2 — 0BOA2 B2 — OB(]B2 |0B1 02

Cz - 1 A3 — 0BOA3 B3 — OBOBg |0B2 D3 ‘OC2D3
D3 —  mnil

E1 —  nil

F = il

Observemos ahora que toda vez que se genera By no hay manera de suprimirla. Por tanto, ninguna derivacién
terminal puede involucrar a esa variable. Asi pues, omitiendo las producciones que involucran a By se tiene
la gramatica

S — A1 B1 — OBg E1

A1 — OBl F B2 — OBl Cz

B2 - 1 B3 - OBzD3|OCQD3
cy, — 1

E] —  nil

F - ni

la cual efectivamente genera al lenguaje L.

5.4 Autématas de pila deterministas
Un automata de pila determinista es un autémata de pila
AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, F)

donde se cumplen las siguientes dos propiedades:

e Para cualquier pareja (estado,tope_de_la_pila) se tiene que o bien el autémata tiene definida la transicién
correspondiente a la palabra de entrada vacia o bien la tiene definida en simbolos del alfabeto de entrada,
y

e para cualquier terceta (estado,s,tope_de_la_pila), la transicién correspondiente contiene, a lo sumo, una
pareja (nuevo_estado,tope_de_la_pila).

En simbolos,

V(g,Y) € Q x AP : tran(q,nil,Y) #0 = Vs € Ent: tran(q,s,Y) =10
Y(q,Y) € Q x AlfP Vs € EntU{nil} : card (tran(g,nil,Y)) <1

Sea AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, F') un autémata de pila determinista. De acuerdo con la con-
struccion vista para obtener la gramética libre de contexto de un autémata de pila dado, tendremos que las
producciones de la gramatica correspondiente han de ser las siguientes:

1. Vge @ : S — [q0, X, q]
2. Vg€ Q,e€ Ent,Y € AlfP : {(¢',\Y1Y2---Y;,)} = tran(q,e,Y) =
[0,Y,¢" ] = eld', Y1,4P[g®), Vo, D]+ [q™), Vi, g™ Y)]

para cualesquiera selecciones de los estados ¢(?),. .., ¢, ¢(m*tD € Q.
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3. Vge Q,e€ Ent,Y € AlfP : {(¢',Y1Ys---Y,,)} = tran(q, nil,Y) =
[0, Y,¢" ] = [¢', ¥1,¢P][g"?, Y2, ¢P] - - (g, Vi, g H)]
para cualesquiera selecciones de los estados ¢(2), ..., g™ ¢(m+1) ¢(m+2) ¢ Q.
4. Vg€ Q,e € Ent,Y € AlfP : {(¢',nil)} = tran(q,e,Y) = ([q,Y,q'] — e).
5. Vg e Q,Y € AlfP : {(¢',nil)} = tran(q,nil,Y) = ([q,Y,q'] — nil).

En este caso, si para una pareja (¢,Y) € @ x AlfP se generasen producciones de acuerdo con la regla 3
entonces no se generara ninguna con la regla 2. Similarmente, si se generase una con la 5, no se generarara
ninguna con la 4.

De aqui resulta que cualquier lenguaje reconocido por una automata de pila determinista ha de ser
generado por una gramatica libre de contexto cuyas producciones son de la forma

A — o01A1---0,_1Ap 10k, dondeoq,...,op 1,0 €T, A1,...,Ax_1 € V, 0 bien

A — e, ee€AlfP

)

5.5 Autématas de pila con escritura

Un autémata de pila contiene un arreglo de entrada y una pila. El arreglo de entrada es donde se in-
scribe la palabra de entrada, y es recorrido, sin retroceso, de izquierda a derecha por el autéomata. En
este arreglo, el autémata se detiene en su recorrido cuando se encuentra con una transicién de la forma
(estado,nil,tope_de_la_pila). La pila es un dispositivo de almacenamiento del tipo “el primero en entrar es el
altimo en salir”.

Consideremos ahora un segundo arreglo, llamado de salida, que es donde se inscribird la palabra de salida
y que el autémata recorre, también sin retroceso, de izquierda a derecha.

Dada una palabra de entrada o, una correspondiente palabra de salida 7 sera la que quede inscrita en
la cinta tras de que se haya leido toda la palabra o y, ademads, en esa situacién, se hayan agotado todas las
transiciones de la forma (estado_actual,nil,tope_de_la_pila).

Formalmente:

Un autdmata de pila con escritura es una estructura de la forma

AutP = (Q, Ent, Sal, AlfP, tran, esc, qo, X)
donde

@ : esel conjunto de estados,
Ent : es el alfabeto de entrada,
Sal : es el alfabeto de salida,

AlfP : es el alfabeto de la pila,
tran : Q x (EntU{nil}) x AlfP — P (Q x AlfP*), es la funcién de transicidn,
esc : Q@ x (EntU{nil}) x AlfP — P(Sal*)

qgo € @ : es el estado inicial,

es la funcién de escritura, y,

X € AlfP : es el simbolo “inicial” para la pila.

En cada momento, el autémata funciona como sigue: Si se estd en el estado ¢ € @, se recibe el simbolo
e € Ent y en el tope de la pila se encuentra el simbolo Y € AlfP,

e si (¢',0) € tran(g,nil,Y) y 7 € esc(q, nil,Y) entonces se pasa al estado ¢, se sustituye Y por o, se
escribe en el arreglo de salida la palabra 7 y NO se avanza en la cadena de entrada, o bien

e si (¢',0) € tran(gq,e,Y) y 7 € esc(q,e,Y) entonces se pasa al estado ¢', se opera en la pila y en el
arreglo de salida segun se describe arriba y se avanza una posicién a la derecha en la cadena de entrada.
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Ejemplo (Transformacion de notacion de enfijo a notacion de sufijo):

Las expresiones aritméticas se forman mediante constantes, variables y operadores. Consideremos oper-
adores unarios, Opery, y binarios, Oper,. Supongamos ademds, como es convencional en cualquier lenguaje
de programacion de alto nivel y en la notacién usual de enfijo, que los operadores unarios tienen prioridad
de aplicacion sobre los binarios, y que Oper; y Oper, estan jerarquizados internamente por prioridades de
aplicacion: Un operador con prioridad mayor se aplicara primeramente y operadores con igual prioridad se
aplican de derecha a izquierda. Los paréntesis se usan para imponer el orden de aplicacién de los operadores
pasando por alto las convenciones de prioridades.

Sea Tj el conjunto formado por las constantes y las variables. El conjunto de términos en notacién de
enfijo, y para cada término su operador principal, se define como sigue:

i)y £€eTy = [£eT] A [OpPrinc(§) = nil]
ii) &eT,o1 € Oper, = [o1(§) € T A [OpPrinc(o1(£)) = 01]
iii) %1115021"(6021; 22}§rzgf(eTOZpPrmc (&) } = [{1026 € T A [OpPrinc(§1028) = 0s]
iv) %77'5)21"(603; ZZ lfm(o)f?gmenc (&1)) } = &)ot €T] A [OpPrinc(£10:6) = 0o]
v) %1115021"(603; 22}§rzgf(eTOZpPrmc (&) } = [& 026 €T] A [OpPrinc(£1028) = 0s]
vi) %;,izr(eoz; ;zlfm(o)f?gmenc (&) } = [&02(&) € T]T A [OpPrinc(&10262) = 02]
vil) €T = [(§ eT] A [OpPrinc((§)) = OpPrinc(§)]

La notacién de sufijo, o llamada también polaca, compone a los términos de la aritmética en el esquema
[Unico_Operando][Operador], en el caso de operadores unarios, o bien [Primer_Operando][Segundo_Operando][Operador],
en el caso de operadores binarios. Formalmente, los términos se definen de la siguiente manera:

i) €T, = [€eT]
ii) €€T,0, € Oper, = [fo1 €T]
111) 61,62 € T, 02 € Oper2 = [616202 € T]

Cada término £ en notacién de enfijo corresponde a uno dnico equivalente Tr(£) en notacién de sufijo.
De hecho la especificacion de la “traduccién” Tr queda como sigue:

i) €Ty = Tr(¢) =¢

ii) £e€T,o0 € Oper, = Tr(o1(§)) = Tr(§)o:
&1,& €T, 09 € Oper,, B
iif) Prior(o2) < Prior(OpPrinc(&;)) = Tr(§10282) = Tr(&) Tr(&2)o:
iv) %mizr(eoj; gzlfm(zf?rOZpPrmc 61 } = Tr((§1)02§2) = Tr(fl) Tr(f2)02
v) %m%r(eoj; 22}§r12f(6r02pPrmc (&2)) } = Tr(§10282) = Tr(&) Tr(€2)0:
vi) %mizr(eoj; gzlfm(zf?rOZmenc (&2)) } = Tr(&0x(&)) = Tr&) Tr(&)os

vii) €T = 1Tr((§) = 1Tr(§)

La transformacién Tr puede calcularse mediante un autémata de pila de escritura: En su arreglo de
entrada se da una expresion aritmética de enfijo y en su arreglo de salida ha de quedar la expresién de sufijo
equivalente.

En vez de dar explicitamente la especificacion del autémata de pila, bosquejaremos un algoritmo descri-
biendo el funcionamiento del autémata. Para ello, utilizaremos los conceptos siguientes:

1Se dice “polaca” porque fue utilizada primeramente por el 1égico polaco Jan Lukasiewicz (1878-1956).
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escribir: poner en la posicion actual del arreglo de salida al simbolo que se indique, e incrementar la posiciéon
actual una posicion a la derecha,

empilar: se coloca el simbolo actual del arreglo de entrada en la pila, es decir ése pasa a ser el contenido
del tope de la pila, y se avanza un lugar en la posiciéon actual de la entrada,

desempilar: se escribe el contenido del tope de la pila en el arreglo de salida, y se le suprime de la pila,
e: variable que denota al simbolo leido en el arreglo de entrada, en la posicién actual,

t: variable que denota al sTmbolo leido en el tope de la pila,

[43

Alfabeto de la pila: Por cada operador unario o binario o utilizaremos dos simbolos o' y 0. Ambos “re-
cuerdan” que se ha leido el operador o. El primero indica que ain falta por leerse un argumento.
También utilizaremos dos paréntesis izquierdos (" y (.

Algoritmo:

1. Inicialmente, se estd en el estado inicial, se esta leyendo el extremo izquierdo de la cadena de entrada
y en la pila se tiene en su tope al simbolo inicial X. Es decir, e es el primer simbolo de la cadena de
entrada y t = X. La cadena de salida estd en blanco.

2. En funcién del valor de e, procédase segun sea el caso:

(a) e = (: Empilese, en principio, todo paréntesis izquierdo como ('. Si ¢t = o', para algiun operador
0, entonces sustitiyase o' por su respectivo simbolo o.
(b) e € Ty (se lee un factor): Escribase e.
Si ¢t = o', para algun operador o, entonces sustitiiyase o' por su respectivo simbolo o.
Si ¢t = (" entonces sustitiyase (' por (.
(c) e =01 € Oper, (se lee un operador unario): Procédase segun el tope de la pila.
i. Sit =o', para algin operador o, entonces sustitiiyase o' por o.
Empilese o] .
(d) e =02 € Oper,: (se lee un operador binario): Procédase segin el tope de la pila.
i. En tanto ¢t = o, para algin operador binario o con Prior(o) > Prior(o2): Desempilese o.

ii. t = o, para algin operador binario o: La cadena de entrada estd mal formada. En este caso,
terminese el procedimiento.

iii. t+ = (": La cadena de entrada estd mal formada. En este caso, terminese el procedimiento.
Empilese o}.

(e) e =): Desempilese uno a uno todos los operadores en la pila hasta encontrar ( en el tope de la
pila y entonces suprimasele.
Si en el transcurso de tal accién apareciese un simbolo primado o bien no apareciese tal ( entonces
la cadena de entrada estd mal formada. En este caso, terminese el procedimiento.

(f) e = nil: Desempilese uno a uno todos los operadores en la pila hasta vaciarla, i.e. hasta llegar a
X.
Si en el transcurso de tal accién apareciese un simbolo primado o bien un paréntesis izquierdo (
entonces la cadena de entrada estd mal formada. En este caso, terminese el procedimiento.

En el caso de autématas de pila con escritura, una descripcidn instantdnea (DI) es una cadena
qo;T;w € Q x Ent* x AlfP* x Sal*

que indica que el autdomata estd en el estado q, se estd leyendo el primer simbolo a la izquierda de o, 7 es el
contenido de la pila y w es la cadena inscrita en la salida.

En la figura 5.1 presentamos dos computaciones del autémata arriba descrito para sendas cadenas de
entrada. La de la izquierda estd bien formada mientras que la de la derecha no lo estd. En cada rengén sélo
ponemos la pareja 7; w, correspondientes a la pila (el tope es su estremo izquierdo) y a la salida de cualquier
DI. Cada rengon corresponde a un simbolo leido en la cadena de entrada.
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K1t (A-X12+B-X+(-0)) A+B+C12-
; K ;A
T K + 5 A
‘t . K + ; AB
(r ; KA +' ; AB+
"t KA + ; AB+C
(t ; KAX T+ ; AB+C
M(r ; KAX 4 ; AB+(C2
t(1r ; KAX2 + ; AB+C27
+'(1t ; KAX21- ' AB+C2t+
+(t ; KAX21-B ' AB+C2t+
S+ (r ; KAX21-B iMal formada!
-+ (1 ; KAX21-BX
+'(1t ; KAX21-BX -+
('+(t ; KAX21t-BX -+
~(+(t ; KAX21-BX -+
—(+(t ; KAX21t-BX .+
—(+(t ; KAX21 -BX-+C
+(t ; KAX2%1-BX . -4+C-—
t+ 3 KAX21-BX-+C —+
i KAX21-BX-+C —+1

Figura 5.1: Conversiones a notacién polaca.



Capitulo 6

Lenguajes libres de contexto

6.1 Arboles de derivacion

6.1.1 Graficas y arboles

Recordamos que una grafica G = (V, A) consta de un conjunto de wvértices V. = {vg,...,vp_1} y de un
conjunto de aristas A donde cada arista es una pareja de vértices. Para una arista a = {v;,v;} se dice que
la arista incide en sus extremos v;,v; y que éstos son adyacentes. Para cada vértice v € V, el grado o la
valencia de v es el nimero de vértices que le son adyacentes:

O(v) =card{u € V|da € A:a = {v,u}}.

Un camino entre dos vértices u, v es una sucesién de aristas [aq, ..., ag] tal que u es un extremo de a;, v
lo es de aj, y cualesquiera dos aristas contiguas tienen un extremo comun.

Una gréafica dirigida es una gréafica tal que cada arista es un elemento del producto cartesiano V' x
V', es decir, cada arista posee un inicio y un fin. En tal caso, las valencias externa e interna cuentan,

respectivamente, las aristas que salen de y las que entran a ese vértice, es decir, para cualquier v € V:

d(v)*t card{u e V|da € A:a = (v,u)},

0(vw)” = card{ueV|da€ A:a= (u,v)}.
Un drbol es una gréfica dirigida Ar = (V, A) tal que
e Existe un tnico vértice r € V' de grado interior cero. Ese vértice se dice ser la raiz de Ar.
e Cualquier vértice que no es raiza posee un grado interior igual a 1.

Un vértice v € V es interior si su grado exterior es mayor que 0. Los vértices que no son interiores son
hojas. Si (u,v) € A entonces v se dice ser un hijo de u y u el padre de v. Dos vértices con un mismo padre
se dicen ser hermanos.

Observacion 6.1.1 1. Cada vértice v € V tiene un camino unico que lo conecta con la raiz. El nimero
de aristas en ese camino es la altura del vértice. Los vértices visitados por ese camino son los ancestros
de v.

2. Para cada vértice u € V el conjunto Ar, = {v|u ancestro de v} adquiere naturalmente una estructura
de drbol. Se dice ser el subarbol enraizado en u.

3. En cada vértice u € V el subdrbol Ar, es la unidn de {u} junto con los subdrboles enraizados en los
hijos de u.

Todo arbol tiene una estructura de conjunto ordenado mediante el orden

u<arv < (u es ancestro de v).

139
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Sin embargo, el 4arbol se dice ordenado sélo si en cada vértice interior el conjunto de sus hijos posee
un orden lineal, es decir, a los hijos v;,,...,v;, de todo vértice u se los puede ordenar de menor a mayor.
Denotemos por <,, al orden de los hijos de u.

Para cada familia O = {<,, |u interior en Ar} de 6rdenes en hijos de vértices interiores se puede definir,
por ejemplo, los érdenes siguientes en el drbol Ar:

Preorden: Cada padre precede a sus hermanos mayores y a los vértices del que es ancestro.

Entreorden: En cada vértice interior se divide al conjunto de sus hijos en dos conjuntos Primeros, y
Ultimos,, de manera que para cualquier pareja (v1,v2) € Primeros, X Ultimos, se cumpla v; <, vs.

En el entreorden se tiene que cada padre precede a sus hermanos mayores y a sus ultimos hijos, pero
sucede a sus hijos primeros.

Postorden: Cada padre sucede a sus hermanos menores y a los vértices del que es ancestro.

Cualquiera de estos 6rdenes es un orden de izquierda a derecha: < es un orden de izquierda a derecha
si cualesquiera dos vértices con subarboles ajenos son tales que todos los vértices en el subarbol de uno
anteceden a cualquier vértice en el subarbol del otro, i. e. Yu,v € V:

(uy € Ar,&v; € Ar, = u1 S 1)
AryNAr, =0 = 0 bien
(uy € Ar &v € Ar, = v 2 up)

Todo orden de izquierda a derecha es total: cualesquiera dos vértices en el arbol son comparables.
En un tal orden, la hoja minima se dice ser la hoja siniestra (leftmost) y la méxima es la hoja diestra
(rightmost).

6.1.2 Arboles y gramaticas

Sea G = (V, T, P, sg) una gramatica libre de contexto.
Un drbol gramatical en G es un arbol ordenado Ar tal que

e los vértices de Ar estan etiquetados con etiquetas en el alfabeto de la gramatica VUT o con la etiqueta
vacia, nil, y

e cada vértice interior corresponde a una produccion en G, es decir, si A es la etiqueta del vértice interior
vgy o = [e(v)|v es hijo de vg] es la palabra formada por las etiquetas de los hijos de vy entonces (4 — o)
es una produccién en P.

Un arbol gramatical es de derivacion si su raiz estd etiquetada con el simbolo inicial sq y todas sus hojas
tienen etiquetas terminales o vacia. La leyenda de un arbol de derivacién es la palabra obtenida al concatenar
ordenadamente, con cualquier orden de izquierda a derecha, las etiquetas de sus hojas.

Asi pues, todo arbol de derivacién tiene como leyenda una palabra en L(G). Reciprocamente, para cada
palabra o en L(G) existe un drbol de derivacién cuya leyenda coincide con o.

Sio =o01A0s y T = 01002, donde (A — ) es una produccién en P y o2 consiste unicamente de simbolos
terminales, decimos que 7 se sigue de o por la aplicacién diestra de una produccién. Una derivacién es
diestra si todas las aplicaciones de producciones hechas son diestras. Las derivaciones siniestras se definen
simétricamente.

Ejemplo.
Consideremos las siguientes producciones:

1. § = a terminese con una ultima “a”

2. S — aAS coldquese una “a” a la izquierda, recuérdese
esto y reiniciese,

3. A — SbA antes de cualquier “b” han de ir “a”-es,

4. A — ba coléquese una sequnda b y terminese con “a”,

5. A — bb el lenguagje es cerrado por concatenacion.
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Sendas derivaciones siniestra y diestra de la palabra a(ba?)? = abaabaa son las siguientes:

S S
T i\
2 2
a AS aA S
) i\
4 2
aba S aAaA S
i\ T
2 1
abaa A S || ada A a
) )
4 4
abaaba S || a A abaa
T )
1 4
abaabaa abaabaa

G. Morales-Luna

En el lenguaje L(G) generado por esta gramética se encuentran incluidos los siguientes lenguajes:

e {a®"!n > 0}.
De hecho, L(G) Na* = {a*|k = 1 mod 3}.

e {a"bzaln >0,(n=1mod 3=z =a),(nZ1mod 3=z =aa)}.

De hecho, G+ S 5 a™bzS, con n > 0 y = como antes.

® {Tn},>,, donde 7, = aba®b - - -ba"bx, y

aaa sin =0mod 3,
Ty =
aa en otro caso.

Para concluir esta seccion presentaremos las nociones de ambigiiedad en graméticas.

Una gramatica libre de contexto G = (V, T, P, sq¢) se dice ser ambigua si alguna palabra de su lenguaje,
o € L(G) posee dos derivaciones diestras.
Ejemplos.

1. La gramética G cuyas producciones son S — SbS|a es ambigua pues la palabra (ab)?a posee dos
derivaciones diestras:

S S
T T
1 1
S bS S bS
T T
2 1
ab S S bSbS
T T
1 2
ab S bS || ab S bS
T T
2 2
abab S abab S
T T
2 2
ababa ababa

2. Si para la gramdtica G = (V, T, P, so) incluimos una copia V' del conjunto de variables no-iniciales més
copias de las producciones de P con simbolos en S’ entonces la nueva gramética G' = (VUV', T, PUP’, s0)
es ambigua pues cada derivacion diestra puede derivarse considerando simbolos en V' o en su contraparte V',
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6.2 Transformaciones equivalentes de gramaticas

Recordamos que una gramatica formal G = (V,T, P, S), donde V es el conjunto de simbolos variables, T
es el conjunto de simbolos terminales, P es el conjunto de producciones y S es el simbolo inicial, se dice
ser libre de contexto si sus producciones son de la forma X — o, con X € Vyo € (V +T)*. Veremos
en esta seccién que toda gramadtica libre de contexto puede ser convertida, algoritmicamente, a gramdticas
equivalentes que no poseen variables que no se utilicen o que no contengan produccciones con consecuente
vacio o cuyas producciones sean una mera sustitucion de variables.

A lo largo de esta seccién, G = (V, T, P, S) denotara siempre una gramaética libre de contexto.

6.2.1 Supresion de simbolos intitiles

Un simbolo variable X € V se dice ser til si aparece en el transcurso de una derivacién terminal, a partir
del simbolo inicial. Es decir, si

o1, 00er € V+T)',7€T*: GF S 5 0 124X 0 Der 5
Un simbolo es indtil (;qué mas?) si no es til.

Proposicion 6.2.1 Toda gramdtica libre de contexto G = (V,T, P, S) se puede transformar en una gramdtica
libre de contexto G' = (V', T, P',S") equivalente a G sin variables initiles.

Para demostrar esta proposicion es necesario, primero, reducir la gramética dada a una gramaética en la
que todo simbolo variable derive una palabra terminal. Se ha de ver luego que tal gramética reducida puede
a su vez reducirse a otra en la que cualquier simbolo variable aparece en alguna cadena derivable a partir
del simbolo inicial.

Al componer ambas transformaciones se tendrd la gramética cuya existencia se proclama en la proposicion.

Lema 6.2.1 (Bisqueda hacia atras) Toda gramdtica libre de contexto G = (V,T, P, S), con L(G) # 0,
se puede transformar en una gramdtica libre de contexto G' = (V',T,P',S") equivalente a G tal que para

cualquier A € V' eziste o € T* con la propiedad G'+ A S 0.

En efecto, primeramente consideremos como buenas a las variables que generan palabras terminales
en un solo paso, es decir, a aquellas que aparecen como antecedentes de producciones cuyos consecuentes
son palabras terminales, incluso la vacia. Reiteremos este procedimiento, considerando como buenas a las
variables que aparecen como antecedentes de producciones cuyos consecuentes son palabras sobre simbolos
terminales o variables ya consideradas como buenas. El total de variables buenas da la gramdtica reducida
que se busca.

En la figura 6.1 presentamos un seudocddigo de este procedimiento.

Lema 6.2.2 (Bisqueda hacia adelante) Toda gramdtica libre de contexto G = (V,T,P,S), se puede
transformar en una gramdtica libre de contexto G' = (V',T', P',S") equivalente a G tal que T' C T y para

cualquier simbolo £ € V' UT' existen 01,9,0per € (V' UT')" con la propiedad G' - S’ 5 012060 Der-

En efecto, ahora, primeramente consideremos como buenos a los simbolos que se generan a partir del
inicial en un solo paso, es decir, a aquellos que aparecen en consecuentes de producciones cuyo antecedente
es el simbolo inicial. Reiteremos este procedimiento, considerando como buenos a los simbolos que aparecen
en consecuentes de producciones cuyos antecedentes son simbolos ya consideradas como buenos. El total de
simbolos buenos da la gramatica reducida que se busca.

En la figura 6.2 presentamos un seudocddigo de este procedimiento.

Si se aplica primero el lema 6.2.1 y luego el 6.2.2 a una gramética dada, se convierte ésta en una gramatica
equivalente sin simbolos inttiles. Si el orden de aplicacion se invierte, i. e. primero se aplica el lema 6.2.2 y
luego el 6.2.1, entonces no necesariamente se eliminan los simbolos inttiles, como se puede ver considerando
la gramatica

S — AB|s
A — s
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G. Morales-Luna

Input: A context-free grammar G = (V, T, P, S).
Output: An equivalent grammar G' = (V', T, P', S') such that

VAeV'doeT*: G'FAS .

{ 0V :=0,;
NewV :={X eV]|do €T*: (X = 0) € P} ;
while OldV # NewV do
{ OldV := NewV ;
NewV :={X € V|Foc € (TUOIdV)* : (X — o) € P}

b

V' := NewV ;

Pl= POV x (V4 T))
S'.=5

143

Figura 6.1: Busqueda hacia atras: Reduccién a gramaéticas cuyas variables todas derivan palabras terminales.

Input: A context-free grammar G = (V,T, P, S).
Output: An equivalent grammar G' = (V' T, P', S") such that 7" C
T and

V¢ € V'u T’HO‘Leﬂ, O Right € (V’ U T’)* c G'ES 5 ULeftfaRight-

{ OldSym :={S} ;

while OldSym # NewSym do
{ OldSym := NewSym ;

} 3
V':=V N NewSym ;

T' := T N NewSym ;

P =Pn(V'x (V'+T")*);
S':=S

NewSym :={£ € VUT|3(X — o) € P: X € (VN OldSym) A (£ appears in o)} ;

NewSym :={{ € VUT|F(X - 0) € P: X € (VN OldSym) A (¢ appears in o)}

Figura 6.2: Bisqueda hacia adelante: Reduccién a gramaticas cuyas variables todas se derivan a partir del

simbolo inicial.
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Si aplicamos 6.2.1 obtenemos la gramatica {S — s, A — s} y luego al aplicar 6.2.2 obtenemos {S — s},
la cual ya no tiene simbolos inttiles.

Reciprocamente, si aplicamos 6.2.2 obtenemos la gramética {S — AB|s, A — s} y luego al aplicar 6.2.1
obtenemos {S — s, A — s}, la cual contiene al simbolo inutil A.

6.2.2 Supresion de producciones vacias

Una produccion vacia o produccion-nil es una produccién de la forma X — nil.

Proposiciéon 6.2.2 Toda gramdtica libre de contexto G = (V,T, P, S) se puede transformar en una gramdtica
libre de contexto G' = (V', T, P',S") sin variables inditiles ni producciones vacias que es casi equivalente a

G, i.e. L(G'") = L(G) — {nil}:
Vo e T* —{nil}: (0 € L(G") & o€ L(GQ)).

En efecto, dada una gramatica G evitemos las producciones vacias. Definamos a las variables anulables
de manera recursiva como sigue:

e Si X — nil es una produccién vacia entonces X es anulable.
e Si Xy,..., X} son anulables y X — Xj --- X} es una produccién en la gramatica entonces X es anulable.

Sea V" =V — {X € V|X es anulable} y sea P" el conjunto de producciones construido a partir de P
como sigue:

Para cada produccién en P de la forma X — X;--- X}, y para cada i < k hagamos Y; = X; si X; € V"
yYi=mnilsi X; € V". SiY;---Y} # nil entonces incorporemos la produccién Y — Y; - - Yy al conjunto P".

Sea G' la gramatica que se obtiene de suprimir simbolos inttiles en G"”. G’ es la gramadtica cuya existencia
se proclama en la proposicién.

6.2.3 Supresion de producciones unitarias

Una produccién unitaria es una de la forma X — Y con X, Y € V.

Proposicién 6.2.3 Toda gramdtica libre de contexto G = (V,T, P,S) que no genere a la palabra vacia se
puede transformar en una gramdtica libre de contexto G' = (V',T,P',S") sin variables initiles ni produc-
ciones vacias ni producciones unitarias equivalente a G.

En efecto, dada una gramaética G, construyamos, mediante la construccién anterior, la gramatica G’
equivalente a G sin variables inutiles ni producciones vacias. Si hubiese atin producciones unitarias podriamos
acomodarlas todas en una lista como la siguiente:

Y11 — Y12 — o = Y1k1
Y21 — Y22 — o = Y2k2
le — Ym2 - = Ymkm

Asipues Vi <mV1<j<I1<k: Yy > Yy

Pues bien, ahora para cada par de producciones X = Y, Y — o con X,Y € V,0 € (V +T)*, a esas
producciones las sustituimos por la produccién X — o.

La gramatica G' que asi obtenemos es equivalente a G, y por tanto a GG, y es como la anunciada en la
proposicion.
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6.3 Formas normales

6.3.1 Forma normal de Chomsky

Una gramatica libre de contexto G = (V, T, P, S) se dice estar en forma normal de Chomsky si sus produc-
ciones son de cualquiera de las dos formas

e X »YZcon X,Y,Z €V, o bien

e X »aconXeVyaeT.

Proposicién 6.3.1 Toda gramdtica libre de contexto G = (V,T, P,S) que no genere a la palabra vacia se
puede transformar en una gramdtica libre de contexto G' = (V', T, P',S") en forma normal de Chomsky.

En efecto, dada una gramatica GG, apliquemos el ultimo procedimiento de la seccién anterior para trans-
formar a G en una graméatica G’ sin variables inttiles ni producciones vacias ni producciones unitarias
equivalente a G.

A las producciones que quedasen de la forma X — a con X € V y a € T las dejamos sin cambio alguno.

A cada produccién de la forma X — &€+ &, con & -+ & € (V +T)* y k > 2, la transformamos en
una sucesion de producciones de la forma siguiente:

A cada simbolo terminal @ € T que aparezca en la palabra & &, - - - & le asociamos una variable nueva X,
e incorporamos la produccién X, — a.

Asi pues las producciones que no sean de la forma X — a con X variable y a terminal, han de ser de la
forma X — X1 X5 -- X}, con X, X; X5 -+ X}, todos variables. Para cada una de estas ultimas producciones

introducimos k — 2 nuevas variables Y7, ...Y; o e incorporamos la sucesién de producciones
X - X1 Yl
Y1 —

XoY5
Y; - Xit1Yiq

Yis = Xp oV
Yo = Xp Xy

Obtenemos asi la forma normal equivalente a la gramatica dada.

6.3.2 Forma normal de Greibach

Una gramatica libre de contexto G = (V, T, P, S) se dice estar en forma normal de Greibach si sus produc-
ciones son de la forma
X —2a0c conXeVaeT,oceV".

Veremos que la construcciéon de formas normales de Greibach equivalentes a gramaticas dadas es proced-
imental.

Para cualquier gramatica libre de contexto (G, definamos, para cada variable X € V. a los conjuntos
siguientes:

P(X) = {producciones en G cuyo antecedente es X }

Q(X) = {producciones en P(X) cuyo consecuente comienza también con X }
(X =7 eQX) & I :y=Xy

R(X) = P(X)-Q(X)

(X =7 €eRX) & He(V+T)-{X},7:v=¢&/

Primeramente observemos que podemos “componer producciones” de manera que tengamos siempre una
gramatica equivalente a la graméatica dada.
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Lema 6.3.1 (Composicién de producciones) Si (X — a1Yas) es una produccion en G y las produc-
ciones en P(Y) pueden escribirse como Y — (1] ---|Bm entonces al sustituir (X — a1Y as) por las produc-
ciones (X = a1 B1as|- - |a1Bmas), obtenemos una gramdtica equivalente a G.

En efecto, en toda derivacién terminal que aplique en un momento la produccién (X — a;Y as), nece-
sariamente se ha de aplicar una produccién en P(Y') para suprimir el simbolo Y.

Lema 6.3.2 (Transformacién de producciones “reflexivas”) Para cada variable X € V enumeremos

Q(X) y R(X) como

QX) = (X = Xml---[X)
R(X) = (X =B 5

Sea Z una variable que no ocurra en V. Sea Gx = (VU{Z},T, Px,S)) la gramdtica que se obtiene al
sustituir el conjunto de producciones P(X) por las producciones

X = BB
X = BZl---|pZ

Z = mlly
Z = mZl 2

En efecto, toda derivacién siniestra, en la gramadtica original, de una palabra en L(G) ha de determinar
una derivacién diestra de la misma palabra en la gramética transformada.

La demostracién de la afirmacién anterior es directa. Como mera ilustracién, consideremos tan solo un
ejemplo:

La gramdtica con producciones {S — SAb|b, A — ASala} genera al lenguaje consistente de las palabras
de la forma b(ab)*. De acuerdo con la construccién anterior, como Q(S) = {S — SAb} y R(S) = {S — b},
obtenemos la gramaética

S —> b

S - bZ
Z — Ab
7z — AbZ

Presentemos sendas derivaciones, siniestra en la gramatica original y diestra en la transformada, para la
palabra bababab:

S s
T T
1.1 1/
S Ab b Z
T T
1.1 4!
S AbAb bAb Z
t i
1.1 A
S AbAbAD bAbAb Z
T Z
1.2 3
b é bAbAD bAbAD A b
2.2 o'
2.2 o'
babab A b b A b(lb(lb
! 1
2.2 2.2
bababab bababab

Veamos ahora el resultado principal de esta seccién:
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Input: A context-free grammar G' = (V', T, P',S").

Output: An equivalent grammar G" = (V" T, P",S") such that,
if X; - Xo is a production in P"”, then there is a j > ¢ such that
X = X;.

{ NonProcessedVariables := V' ; ProcessedVariables := nil ;
while NonProcessedVariables # nil do
{ Pop[X, NonProcessedVariables] ; Push[X, Processed Variables] ;
for each (X — Yo), with Y in ProcessedVariables, do
{ let P(Y) = {Y = B |Bi,} ;
replace (X — Yo) by the productions X — Bi0|---|fk,0
} .

if there is a production of the form (X — Xo) then
{ add a new variable Y into NonProcessedVariables ;
for each (X —» Xo) do
replace (X — Xo) by the productions Y — oloY ;
for each (X — o) that is not of the above forms do
add the productions X — oY

}
1%
V" := ProcessedVariables ;
P" := current set of productions ;
S".=g

Figura 6.3: Modificaciénde producciones de acuerdo con el orden de V.

Proposicién 6.3.2 Toda gramdtica libre de contexto G = (V,T, P,S) que no genere a la palabra vacia se
puede transformar en una gramdtica libre de contexto G* = (V*, T, P*,S*) en forma normal de Greibach.

Sea pues G = (V, T, P, S) una gramatica libre de contexto que no genere a nil. La transformacién a una
forma normal de Greibach la hacemos gradualmente mediante los pasos siguientes:

1. Sea G' = (V',T,P',S") la forma normal de Chomsky de G.

2. Modificaremos a las producciones en P’ para tenerlas tales que toda produccién, cuyo consecuente
se inicie con una variable, ha de ser de la forma X; — X0 con j > 4, para un cierto orden en el
conjunto de variables actuales, digamos V" = {X;,..., X,,}. Para esto apliquemos el procedimiento
cuyo seudocddigo se presenta en la figura 6.3.

Por lo visto en el lema 6.3.2, la gramatica G" asi obtenida es equivalente a G.
3. Ahora, hecha la transformacién anterior, se tiene que

e la ultima variable X, s6lo puede ser antecedente de producciones cuyos consecuentes se inician
con simbolos terminales,

e las producciones en P(X,, 1) cuyos consecuentes se inician con X,, pueden transformarse, sigu-
iendo el lema 6.3.1 de “Composiciéon de producciones”, en producciones equivalentes cuyos con-
secuentes se inician con simbolos terminales,

e de manera sucesiva para i = m — 2 hasta i = 1 las producciones en P(X;) cuyos consecuentes se
inician con algin X;, con j > 4, pueden transformarse, siguiendo el lema 6.3.1 de “Composicién de
producciones”, en producciones equivalentes cuyos consecuentes se inician con simbolos terminales.
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Con todas estas transformaciones la gramatica resultante G* = (V*, T, P*, S*) es, en efecto, equivalente
a G y esta en forma normal de Greibach.

Ejemplo:

Consideremos la gramdtica con simbolos variables V = {X;, X», X3} y producciones
1. X1 — X2X3
2. X2 — X3 X1 ‘b
3. X3 — X1 X2 ‘(L
la cual ya estd en forma normal de Chomsky.

Transformémosla de acuerdo con el procedimiento anterior.

Observemos que las dos primeras producciones ya tienen el tipo de las buscadas en el paso 2. del
procedimiento anterior. La tercera tiene un consecuente que se inicia con un simbolo variable anterior al de
su propio antecedente. Compongamos pues la produccién 3. con la 1. Obtenemos

4. X3 — XoX3X, ‘(L
la cual también tiene un consecuente que se inicia con un simbolo variable anterior al de su propio antecedente.
Compongamos pues la produccion 4. con la 2. Obtenemos

5. X3 — X3X1X3X2\bX3X2|a
la cual es del tipo “reflexivo”. Para transformarla, introduzcamos una nueva variable Y3. Obtenemos

6. X3 — bX3X2Y3|aY3\bX3X2\a

7. Y — X1X3X2Y3‘X1X3X2

Con esto terminamos el paso 2. del procedimiento anterior. El conjunto actual de producciones consta
de las producciones 1., 2., 6. y 7. Pasemos pues al paso 3. del procedimiento.

Sustituyendo 6. en 2. obtenemos

8. X2 — bX3X2Y3X1|aY3X1\bX3X2X1|aX1\b
Sustituyendo 8. en 1. obtenemos

9. X1 — bX3X2Y3X1X3|aY3X1X3\bX3X2X1X3|aX1X3\ng
Sustituyendo 9. en 7. obtenemos 10 nuevas producciones

7. Y — bX3XoY3X; X3 X3XoY5| bX3XoY3 X1 X3X3Xs|

aY3X1X3X3X2Y3| aY3X1X3X3X2\
bX 3 X5 X1 X3 X5 X, Vs bX 3 X5 X1 X3 X5 X, |
aX1X3X3X2Y3| aXngXgXQ‘

bX3 X3 X, Vs bX5 X3 X

En resumen, la gramatica equivalente, en forma normal de Greibach, tiene como conjunto de variables a
V ={X;, X2, X3,Y3} y sus producciones son la 6., 8., 9. y 10.:

X1 — bX3X2Y3X1X3‘CLY3X1X3‘bX3X2X1X3|aX1X3‘bX3
X2 — ngXQYgXl‘GY3X1‘bX3X2X1|aX1‘b
X3 — ngXQYg‘GYg‘ngXﬂa
Y; — bX3XoY3 X1 X3 X3X0Y5| bX3XoY3 X X3 X3Xo|
(LY3X1X3X3X2Y3‘ (LY3X1X3X3X2|
bX3 X0 X1 X3X3X0Y3] bX3Xo X1 X3 X35Xs|
GX1X3X3X2Y3‘ aX1X3X3X2|
bX3X3XoY3 bX3X3X,

Ejemplo “Cadenas equilibradas de paréntesis”: Consideremos la gramatica S — ()|SS|(S)

que genera a las cadenas equilibradas de paréntesis (CEP).

La forma normal de Chomsky de la gramatica dada es
S — SS‘PIzqPD6T|P]ZqA

=~ Q) N =
&
3
{

A — SPDer
Consideremos el siguiente orden de las variables: S, A, Pr.q, Pper-
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La produccién 1. es “reflexiva”. Introduzcamos una nueva variable, X;. Al hacer la transformacion
pertinente, obtenemos:
5. S — PIzqPDerX1|PIquX1 ‘PIzqPDer|PIqu
6. X1 — SXl‘S
La produccién 4. tiene un consecuente que se inicia con una variable anterior a su antecedente. Al
componer 4. con 5. obtenemos
7. A - PIzqPDeer PDer|PIquX1 PDer‘PIzqPDerPDer|PIquPDer
La produccién 6. tiene un consecuente que se inicia con una variable anterior a su antecedente. Al

componer 6. con 5. obtenemos
8. Xl — PIzqPDeerXl‘ PIZqPDE’I‘X1|

Pr,AX 1 X | Pr AX |
PIzqPDeer‘ PIzqPDer|
P AXq P A

Al componer 8. con 2. obtenemos
9. Xl — (PDETX1X1| (PDeer‘

(AX; X, (AX,]
(PDE’I‘X1| (PDer‘
(AXy (A

En este momento, en nuestro conjunto actual de producciones 2., 3., 5., 7. y 9., ningin consecuente se
inicia con alguna variable que anteceda a la variable en el antecedente de la produccién correspondiente.

En el paso 3. del procedimiento para obtener formas normales de Greibach, hemos de sustituir la variable
Pr,, por el simbolo (, segin la produccién 2., toda vez que aparezca al inicio del consecuente de alguna
produccion. Obtenemos asi la gramatica:

P[zq — (
PDer — )
S = (PperXi|(AX1|(Pper| (A
A — (PDeTX1PD6T|(AX1PD6T‘(PDE’I‘PDGT‘(APDET
Xl — (PDeerXl‘ (PDE’I‘X1|
(AX1 X4 (AX,]
(PDE’I‘Xl‘ (PDer|
(AX, (A

Y esta gramdtica ya queda en forma normal de Greibach. Observemos que la variable Pp,, es irrelevante.
De hecho si hacemos la sustitucién del otro simbolo Pp., obtenemos la graméatica equivalente

S = (0Xi1/(AX](Ol(A
A = O0X)I(AX)]0)I(A)
X1 = 0X1X4| 0Xq|
(AX1 X4 (AX,]
(X1 0l
(AXy (A

que también esta en forma normal de Greibach.

6.4 Lenguajes libres de contexto y autématas de pila
Veamos que todo lenguaje libre de contexto es reconocido por una autémata de pila.

Proposicion 6.4.1 Para cualquier lenguaje libre de contexto L existe un autdmata de pila AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, |
que reconoce al lenguage, i.e.: L = LPV (AutP).

Sea L un lenguaje libre de contexto y sea G una gramatica libre de contexto que lo genere. Supongamos
por un momento que la palabra vacia no pertenezca al lenguaje L. Podemos pues suponer que la graméatica
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G = (V,T,P,S) esta en forma normal de Greibach. Sea AutP = (Q, Ent, AlfP, tran, qo, X, F') donde

Q ={q} : consta de un dnico estado,
Ent : es el alfabeto del lenguaje L,
AlfP = (V +T) : (el alfabeto de la pila) se forma de los simbolos en la gramética
tran : @ x (Ent U {nil}) x AlfP — P (Q x AlfP*), es la funcién de transicidn, tal que
(go,0) € tran(go, e, A) & (A —ao) € P
go € Q : esel estado inicial, y,

S : el simbolo “inicial” para la pila es el inicial de la gramatica.

La funcién del autémata definido es la de simular derivaciones siniestras, en la gramatica G, de palabras en
el lenguaje L. De hecho, se puede demostrar que se cumple la equivalencia

GF (5’ = a) & AutP - (qga;Xg = qonil; nil)

(La implicacién “=)” se demuestra mediante induccién en el nimero de producciones utilizadas en una
derivacidn siniestra de o. El reciproco “«<)” se demuestra mediante induccién en el mimero de transiciones
aplicadas para derivar la descripcién final gonil; nil a partir de la inicial goo; Xo en AutP.)

Ahora bien, si L contuviera a la palabra vacia nil, entonces, anulemos a todas las producciones-nil,
o anulables, en una gramadtica que genere a G; = G — {nil} y apliquemos lo anterior para encontrar un
automata de pila AutP; que reconozca a (G;. Ampliemos, finalmente, a AutP; anadiendo la transicién
(qo, nil) € tran(qo, nil, S).

6.5 Series de potencias e inversion de Lagrange

6.5.1 Series en diccionarios

Sea G = (V,T, P, sg) una gramdtica libre de contexto. Para cada simbolo variable v € V sea s = {0 €
T*|G F s = o} el conjunto de palabras derivadas por s en G. Asi pues, el lenguaje de G es, (sg)g. De
hecho, para cada palabra o € (V UT)* definamos

og={01 €T*|GF o501}

Consideremos la transformaciéon (VUT)* - P((VUT)*), 0 — o¢, del diccionario (VUT)* a la clase de
lenguajes P((V UT)*).
La operacién “suma” de P((V UT)*) es la unién conjuntista y su producto es el obtenido “al concatenar
lenguajes”
L1 . L2 = {T1T2|T1 € Ll,T2 S L2.

(P((VUT)*),+,-) tiene una estructura de semianillo no-conmutativo, es decir,
e (P((VUT)*),+) es un monoide conmutativo con unidad el conjunto vacio, 0 = @,
e (P((VUT)*),-) es un monoide con unidad la palabra vacia, 1 = nil, y

e - se distribuye por ambos lados respecto a +:

Li(Ly+Ls) = LiLy+LiL3
(Ly+ L3)Lw = LyLi+ L3zl

Ahora, para (V UT)* la “alternancia” puede ser vista como una suma, y por tanto (o1 + 02)e = (01)a +
(02)a, ¥y, ya que la gramatica G es libre de contexto, se tiene también la identidad (o102)a = (01)a(02)c-
Asi pues la transformacién ¢ — o es un homomorfismo de semianillos.
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Consecuentemente, toda gramética libre de contexto puede ser presentada de manera algebraica: A cada
.2 . . k .
produccién de la forma s — o1|---|ox se la escribe equivalentemente como (s)q¢ = Y ._;(0x)q, 0 bien,

dando la gramatica como supuesta, simplemente como la ecuacion bdsica s = Zﬁzl Ok
Ejemplos.

1. La gramadtica de cadenas equilibradas de paréntesis, S — ()|(S)|SS da la ecuacién bdsica: S =
()+(S)+SS.

2. La gramatica de palindromas S — nil|aSa|bSh da la ecuacién bésica: S = 1+ aSa + bSh.

3. La gramatica con producciones

S — a

S — dAS
A — SbA
A — SS
A — ba

da las ecuaciones basicas

S = a(l+AS)
A = ba+SOHA+S)

Mediante sustituciones sucesivas se puede generar nuevas ecuaciones a partir de ecuaciones generadas
previamente:

e toda ecuacion basica es generada,
e sis=F(..,s1,...) es basicay s; = G(V,T) ha sido generada entonces al sustituir s; por G(V,T') en
s=F(...,s1,...),
s=F(...,s1,.. -)|31:G(V,T)
da una nueva ecuacién generada.
La serie generativa del lenguaje L(G) se obtiene al tomar al “supremo” de todas las ecuaciones generadas
a partir de la ecuacién basica que tiene como extremo izquierdo al simbolo inicial.

Como mero ejemplo, es facil ver que para la ecuacion bésica S = 1+ aSa+bSb la serie generativa quedara
de la forma

+o00
S:1+Z Z o - reverso(o).

n=1g€c(a+b)™

6.5.2 Series sobre los racionales

Sea X = (Xi,...,X,) una lista de n variables. Una serie racional sobre @ es de la forma p(X) =

D iewn piXI, con p; €@, y X' = X{*-..X/». Denotamos por @[[X]] a la coleccién de todas las series
racionales sobre X.
La siguiente proposicién es verdadera:

Proposicion 6.5.1 Q[[X]] tiene una estructura de anillo conmutativo con la suma y el producto conven-
cionales de series.
Mads ain, forma un dominio entero:

P(X)¢(X) = 0= (p(X) = 0) 6 (¢(X) =0).
Ademds, los elementos invertibles en Q[[X]] son aquellos cuyo coeficiente “independiente” no es nulo:

3(X) €@X]]: [ Y X! a(X)=1 & pg#0.

ienn
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En el dominio de series @[[X]] es posible , bajo determinadas circunstancias, resolver ecuaciones de la
forma X = F(X).

Proposicion 6.5.2 La ecuacion X = ﬁ tiene como solucidn X = 3"+ (p(X))™.

1-p

m B X M+1
En efecto, Z%:o (p(X)™ = %. Asi pues, en el conjunto de puntos x € @™ tales que p(x) < 1

se ha de tener que Z;O:Oo (p(x)™ = #(x)' La igualdad de la serie con una funcién analitica dentro de un
conjunto en @" con interior no vacio hace que la igualdad valga en el dominio @[[X]].

Proposicién 6.5.3 La ecuacidn X =Y ,_,ar(Y)XF¥, donde cada coeficiente ay es una forma polinomial
en'Y, se resuelve mediante un sistema de ecuaciones recurrentes.

En efecto, escribamos X = Z+°° b Y™. De la ecuacion, se tiene

Y ak () XE + (@ (V) = )X +ag(Y) =0,
al sustituir X se tiene

0 = Zak )X+ (a1 (V) — 1)X + ao(Y)

00 k
- Zak(Y)<Z meM> + (a (Y (Zb ym >-|—a0( ) (6.1)
ka m=0
- Zgj(b)Y’

donde cada g; se obtiene al expander las expresiones en 6.1.
Asi pues se ha de tener que, Vj < J : g;(b) = 0.
Ejemplo.
Resolver en @Q[[X, Y]] la ecuacién
X24 (VY -1)X4+Y =0 (6.2)

Escribamos X' = ;O:oo b, Y. Al tomar cuadrados X2 = ;Ooo emY ™, donde para cada m > 0,
Cm = D opeg bm—kbi. Bs decir,

(Zk 0 by kbk+bm+1bm

B ) si m =1 mod 2,
o (Zk S b kbk)+b2 sim = 0 mod 2.

Al sustituir en 6.2 tenemos

+oo +o0
0 = D eV +Y =1)) bV +Y
m=0 m=0
+oo
= (co—bo)+(c1 =bi+bo+ 1)V + Y (Cm = by + byp1)V™
m=2

y consecuentemente se tiene el sistema de ecuaciones recurrentes

Co—bg
c1 —by +by+1
Ym>2: 0 = ¢pn—bm+bn
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Recordando las expresiones para ¢, obtenemos el sistema de recurrencias equivalente

0 = B2 b — Bo(bo + 1)
= ¢ —b+by+1 = b1(2b0—1)+b0+1
Vm>2: 0 = S bibmot — b+ by = bm(2b0—1)+( Z;lbkbm,k)mm,l

Asi pues, para by hay dos posibles valores, 0,1.
Fijo by los demds coeficientes se calculan recurrentemente mediante las relaciones

1+ b
1— 2b,

m—1
1
>2: b, = bim— bibm—

Las dos soluciones corresponden precisamente a que la ecuacion 6.2 es de grado 2 y por tanto tiene dos
raices.

by =

Un antiguo método para resolver en @[[Y]] ecuaciones de la forma X = F(X,Y), donde F' es una funcién
afin de la forma F(X,Y) =Y f(X) + ¢, es debido a Lagrange.

Proposicion 6.5.4 (Lagrange) Para una ecuacidn de la forma X =Y f(X) + ¢, donde ¢ € R,
o f(X)=>,,50emX™ es una funcidn analitica, y
e ¢l término “independiente” no es nulo, eg # 0,

y para una funcion derivable g : IR — IR se tiene que la expresion g(X) satisface la ecuacidn

o) =90+ X o | o (@)
m>1 ’

[y

r=c

En particular, para g(x) = x, o sea, para la funcidn identidad, se tiene

X=er Y 2 [dm—(f(m)’”)

m! | de™ !
m>1

} Y™, (6.3)

Tr=c

En efecto, supongamos por un momento que ¢ = 0.

Puesto que X = Y f(X) y f(0) = eg # 0 se tiene que YV = % puede expresarse como una serie de
potencias Y =3~ o, a, X".

Dada la funcién g, se busca expresar a g(X) como una serie de potencias en Y, es decir, se busca
coeficientes (by,),,~, C @ tales que

g(Y) =Y b,Y" (6.4)
v>0
Como para X = 0 se tiene Y = 0, a fortiori
bo = 9(0) (6.5)

Por otro lado, al derivar, respecto a X la ecuacién 6.4 se tiene
dg 4, dY
— = b, YV —,
X = 27 X’
v>0
al multiplicar por f(X)™, con m > 1, resulta

¢ O™ = S ub, v )
v>0
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y como f(X) = £ se tiene
ay

gF)™ =) b)Y I

v>0

Estimemos cada uno de los sumandos en la serie de la derecha. Consideremos dos casos:

e Para v = m se tiene b,,Y”’m’le% = mb,, X" dY.  Ahora bien,

YdXx-
E:naanf1 1+ Zna—anfl
ay
1dY n>1 1 n>2
Y dX X .
an 1 -m yn—1
S R
n>1 n>2

y como este ultimo cociente es anaitico (bajo ciertas condiciones), existen coeficientes ¢, tales que

1dy 1

-2 = I

YdxX X L+ X
pu>1

Por tanto mmem%% =mb, X" 1 |1+ Z cuXH
pu>1

Asi pues este sumando determina, para la potencia X!, el coeficiente mb,y,.

e Para v # m se tiene
dY 1 dyv—m™
Uyufmlem_ — UXm .
vb dX vh v—m dX

v—m
Al calcular la derivada di;X se observa que el término % no aparece y por tanto este sumando no

afecta a la potencia X™ 1.

Ahora bien, al derivar la ecuacién 6.6 m—1 veces respecto a X, en el punto X = 0, se obtiene el coeficiente
de la potencia X™~! multiplicado por el factorial m!. Es decir,

dmfl
TVv—1 (fFx)™) = (m — 1)!mby,,
axm! X=0
y en consecuencia
b = (X))
" ml dxmt X—o

Asi pues, esto tltimo junto con 6.5 y 6.4 da

o) =90+ ¥ o [ ™)
m>1 E

} ym, 6.7)

Finalmente, para ¢ # 0, renombremos como Z a la variable en 6.7, y luego introduzcamos el cambio de
variable X = Z + ¢. Se obtiene asi la ecuacién

m! | de™ !
m2>1

gm:mwziﬁf—mwm%
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6.5.3 Conteo de arboles de derivacion

Para una gramadtica libre de contexto G = (V, T, P, sq), su serie generativa puede hacérse corresponder con
una serie en @[V U T] de manera que las ecuaciones impuestas por las producciones en P se satisfagan
también en @Q[[V U T].

En efecto, a cada simbolo s en V UT asociémosle una incégnita X;. Sea X = [X,|s € V UT]. Tratemos
ahora el producto de incégnitas como si fuera conmutativo, pues de hecho lo es en @[[X]]. Con esto, la serie
generativa pr, de L(G) corresponde con una serie ®(p;) en Q[[X]].

Observamos dos caracteristicas:

e la serie generativa no involucra a los simbolos de V', pues esta serie se expande hasta la supresién de
los simbolos variables, y

e todas las palabras que son permutaciones de un mismo “multiconjunto” se simbolos corresponden a
un mismo monomio en @Q[[X]]:

ababab, abbbaa, bababa, ... corresponden a Xng

abababb, abbbaba, babbaba, ... corresponden a XffX,j1

Consecuentemente, el coeficiente de un monomio en la serie ®(p;) es el numero de posibles arboles
de derivacién derivables en G correspondientes a una palabra sobre el multiconjunto correspondiente al
monomio.

Esta transformacion da asi un método para contar derivaciones. Sila gramatica no es ambigua, entonces
cada palabra del lenguaje corresponde a un tdnico arbol y, consecuentemente, éste procedimiento cuenta
palabras generadas.

Ejemplos.

1. Para la gramatica que genera palindromas pares (S — aSa|bSbh|nil) o sea S = aSa + bSb + 1

consideremos la correspondencia inducida por

111
N =

S
a
b

La produccién da la ecuacién

X=YXY+ZYZ+1=X(Y"+2%) +1
Yy por tanto X = w
La serie ®(py,) correspondiente a la serie generativa ha de ser solucién de esta ultima ecuacién. Por tanto,
segun se vié en la proposicién 6.5.2 de la anterior seccidn,

X = > (yr+z)"
m>0

Z i <7Z> y2(m—k) 72k

m>0 k=0

m

m

Asi pues para cada m > 0 hay Z (k
k=0

cada k < m hay (’73) arboles para palabras de longitud 2m con 2k apariciones del simbolo b.
Como la gramdatica no es ambigua, la cuenta de arboles correponde a la cuenta de palabras.

) = 2" posibles arboles para palabras de longitud 2m, y para

2. Para la gramatica de cadenas equilibradas de paréntesis [S — ()[(S)|SS] o sea S = () + (S) + SS
consideremos la correspondencia inducida por

— — WO
111
N <o
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La produccién da la ecuacién
X=ZY+ZXY+XX=X"+X-2ZY +ZY

y por tanto X? + X - (ZY — 1)+ ZY = 0.
Consideremos por un momento Z = 1. Entonces tenemos la ecuacién 6.2 de la seccién anterior. Conse-
cuentemente, X tiene dos soluciones de la forma X =" b,Y™ donde by = 0,1y

1+ bg
1 — 2bg

m—1
1
>2: b, = bim— bibm—

En nuestro caso no hay ninguna paabra equilibrada con 0 paréntesis derechos. Asi pues, el término
independiente de la serie generativa debe ser by = 0. Con esta eleccién de by se tiene determinados a los
demas coeficientes b,,. Cada uno de ellos da el numero de arboles de derivacién de cadenas equilibradas de
paréntesis para formar cadenas equilibradas con m paréntesis derechos.

Como la gramatica es ambigua el nimero de arboles excede el de cadenas equilibradas.

by =

3. Consideremos la gramatica con producciones

1. S — SbS intercdlese una “b” entre cualquier par de pal-

abras generables,
2. S — a terminese con una “a”.

El lenguaje generado por la gramatica es
L(G) = {(ab)" a|ln > 0}.

La gramatica se expresa por la ecuacién S = SbS + a y mediante la correspondencia

S —» X
b » Y
a — 1

se tiene la ecuaciéon X =V X2 + 1.
Al resolverla con la férmula de Lagrange 6.3 se tiene

X =1+ Z 1 dm71 2m ym
N m! | dz™ ! o - '
m>1 =
Para cada m > 1 se tiene
1 [ am! 1 .
— | ™ = —(@2m)2m—-1)---(2m — (m — 2))z>m(m=1
m! | dz™ I m!

= %(2m)(2m — 1) (m+2)z™H!

- T @m)l
T oml(m+1)!

1 2m\ a1
= — T
m+1\m

Al evaluar en el punto 2 = 1 obtenemos
1 2
X=1+) < m) ym
m>1 m+1 m

lo cual significa que para cada m hay #H

gramatica que contiene exactamente m b’s.

(27;”) derivaciones de la tnica palabra (ab)™a generable en la
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6.6 Programas

1. Simulacion de un autdmata de pila: Escriba un programa que reciba un autémata de pila para que dada
una palabra cualquiera, represente, mediante descripciones instantdneas, la aplicacién del autémata sobre la
palabra. (Cfr. HU)

2. Equivalencia de reconocimientos: Escriba un programa que reciba un autémata de pila con reconocimiento
por arribo a estados finales y construya el equivalente autémata de pila con reconocimiento por pila vacia.

(Cfr. HU)

3. Cadlculo de formas normales de Greibach: Escriba un programa que reciba una gramatica libre de
contexto y calcule su Forma Normal de Greibach equivalente. (Cfr. HU)

4.  Cdlculo de formas reducidas “de Greibach”: Escriba un programa que reciba una gramatica libre de
contexto y calcule su Forma Reducida “de Greibach” equivalente. Una tal forma reducida es como la de
Greibach, con la salvedad de que sus producciones sélo pueden contener a lo sumo 2 simbolos variables en
las consecuencias.
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