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Calculo de predicados: Sintaxi

Un alfabeto L propio para una teoria de primer orden es la union de:
Simbolos especiales SE = {(,)}
Conectivos légicos CL = {—,V, A, —, <}
Cuantificadores Q = {V, 3}.
V: “para todo”, es el cuantificador universal y
d: “existe”, es el cuantificador existencial.

Variables Var = {xg, x1,x2,...}

Simbolos constantes Cte = {cp, c1, 2, ...}
i>1

Simbolos de relaciones Rel = {Rf} .
I j>0

N i>1
Simbolos de funciones Fun = {f-’}l .
I )j>0
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Los conjuntos de constantes, de relaciones y de funciones han de ser
finitos.

Su unién Sig = CteU Rel U Fun es la signatura de la teoria.

Los superindices i en los simbolos de relacién o de funcién denotan a su
respectiva aridad: el nimero de argumentos o de plazas que involucran.

@
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Campos algebraicos

Sea L¢p el alfabeto cuya signatura es la unién de los conjuntos siguientes:

Cte:

0 unidad aditiva

1 unidad multiplicativa
Rel.

R3(x,y) :=[x =y] igualdad usual entre elementos
Fun:

for(x) := [—x] inverso aditivo

fH(x) :== [x71] inverso multiplicativo

f2(x,y) :==[x+y] adicién
f2(x,y) :==[x-y]  multiplicacién
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Algebras booleanas

Sea Lag el alfabeto cuya signatura es la unién de los conjuntos siguientes:

Cte:
0 elemento minimo
1 elemento mdximo
Rel:
R(x) := [Atomo(x)] x es un dtomo
Ré(x,y) =[x=y] igualdad usual entre elementos
Ri(x,y):=[x<y]  menoroigual a
Rzz(x,y) :=[x>y] mayoroigual a
R32(x,y) =[x <y]  menor que
Ri(x,y) :=[x>y]  mayor que
R2(x,y) := [x?y] X e y no son comparables
Fun:
for(x) := [x] complemento
f&(x,y) :==[xAy] infimo de dos elementos @

f2(x,y) :=[xVy] supremo de dos elementos
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Teoria de conjuntos

Sea Ly¢ el alfabeto cuya signatura es la unién de los conjuntos siguientes:

Cte:
)  conjunto vacio
Rel:
R(z(x,y) =[x ey] .perter?c?ncia
R%(x,y) =[x Cy] !nc|u5|on
R5(x,y) :=[x=y] igualdad
Fun:
for(x) == [x°] complemento
f(x) == [P(x)] conjunto de partes
f&(x,y) :==[xUy] unién
f2(x,y) :=[xNy] interseccién
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Parentesco

Sea Lp, €l alfabeto cuya signatura consta de los simbolos de relacién y de
funcién siguientes:
Rel: Hay simbolos unarios y binarios, cada uno con una
connotacién obvia:
@ Unarios: varén, mujer, hijo_legitimo, bastardo.
Cada uno de éstos es de la forma p(x): “x es p".
@ Binarios: Cada uno de los siguientes es de la forma
p(x,y): “x es p de y”. Estos son: progenitor, hijo,
hermano, tio, sobrino, primo, abuelo, nieto,
bisabuelo, bisnieto, tatarabuelo, tataranieto,
ancestro, descendiente, casamiento, cényuge,
concubino, suegro, yerno, nuera, cufiado

consuegro, concufio, padrastro, hijastro. §
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Fun: lgualmente, hay simbolos unarios y binarios, cada uno con
una connotacién obvia:

@ Unarios: padre, madre, marido, esposa,
primogénito, abuelo_paterno, abuela_paterna,
abuelo materno, abuela paterna. Cada uno de éstos
es de la forma f(x): “el (la) f de x".

@ Binarios: Cada uno de los siguientes es de la forma
f(x,y): “el (Ia) f de x y de y". Estos son:
hijo_mayor, hijo_menor.

@
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Sea pues L = SL U Sig un alfabeto para una teoria de primer orden, y sea
L* el diccionario, es decir, el conjunto de palabras de longitud finita, con
simbolos en L. En L* distinguiremos a los conjuntos de términos y de
férmulas bien formadas.

Definicidon

El conjunto de términos, Term(L) se construye recursivamente como sigue:

@ Las variables y las constantes son términos.
@ Las funciones aplicadas sobre términos producen nuevos términos.

Puesto en simbolos:

x € Var = x & Term(L)
ce Cte = ce Term(L)
Gi € Fun, &,...,& € Term(L) = Gi(fl,...,f,-) € Term(L)

v

L
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En el alfabeto Lca de campos algebraicos:.

fe (f5 (72 (x1, 72 (2, %)) 12 (3, %)) ff (3a)) = X103 + x3x1 — xa
2 (13 (2 (x0,%0) , T (1)), 15 (£ (x0,%0) , 5 (1)) = (x5 — 1)
it (75 (1,13 (7 (x0,%0)))) i

0

En el alfabeto de parentesco Lpc,,

hijo_mayor(padre(x)): el “hermano mayor” de x,

madre(hijo mayor(x)): acaso la “primera mujer’ de x, e
hijo_mayor(abuelo_paterno(x),abuela paterna(x)): tio mayor de x.

@
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Formulas atémicas

Definicion
Las formulas atomicas, o atomos simplemente, se obtienen de evaluar
simbolos de relacion sobre términos:

R € Rel, &,...,& € Term(L) = RI(&,...,&) € Atom(L).

Por ejemplo, en el alfabeto Lca de campos algebraicos, el atomo
R (5 (7 (72 (x1. £ (x0,%0)) , 7 (%2, %0)) , x3) , 0)
representa la ecuacién de segundo grado:

xlxg 4+ xoxg + x3 = 0.
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Férmulas bien formadas

Definicién

El conjunto de formulas bien formadas, Fbf(L) se obtiene partiendo de los
atomos, componiéndolos con los conectivos logicos y cuantificando
adecuadamente sobre variables: Puesto en simbolos:

Ri(&1,...,&) € Atom(L) = RI(&,...,&) € FbAL)
¢ € FbL) = —¢e FbL)
¢, € FB(L) = oA, oV, ¢ — 1,0 < ¢ € FAL)
x € Var(L), ¢ € FbAL) = Vx ¢, 3x ¢ € FbAL)

@
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Definicidn

Una variable x € Var aparece en un término t € Term(L) en una de las dos
siguientes condiciones:

Qt=x
Qt= lj-i(tl,...,t,-) y x aparece en algdn tj;, con iy < i.

Un término en el que no aparezcan variables se dice ser cerrado.

Definicidon

| \

Las apariciones de variables en férmulas se caracterizan como sigue:

@ x € Var aparece libre en Rj(tl, ..., ti) si x aparece en un tj,, ip < i.

@ x € Var aparece libre o ligada en —=¢, o ¢ * 1, con x =V, \, —, <>, si
x aparece, libre o ligada respectivamente, en una de ¢ o 1.

© Si x € Var aparece libre en ¢(x) entonces aparecerd ligada en Vx ¢(x)
y en 3x ¢(x). Se dice que ¢(x) es el alcance de x en Vx ¢(x) y en
dx ¢(x). Siy es una variable distinta de x entonces x aparecerd en
Yy é(y) y en Jy ¢(y) igual que como aparece en ¢(y).

Las férmulas que no contienen variables libres son llamadas enunciados.
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Reglas de buena formacion

Sea L un alfabeto para una teoria de primer orden. Los axiomas en L
pueden ser de tres tipos: axiomas légicos, axiomas de reescritura y
axiomas extraldgicos.

Definicidon

El conjunto de axiomas logicos es

Axpog(L) = Ax1(L) U Axo(L) U Axs(L) U Axa(L) U Axs(L) C FbA(L) (1)
donde
Ax(L) {6 — (v — 9)l¢, ¢ € FpAL)} (2)
Ax(L) = {(6— @ — X)) — (¢ =) — (¢ — X))o, ¥, x € FbALY)
Ax3(L) = {(=¢ — ) — ((-¢ — ) — ¢) ¢, € FHAL)} (4)
Axa(L) = {(Vxd(x) — ¢(§)) |¢ € FBA(L),£ € Term(L)} (5)
Axs(L) = {¥x (6 = (x)) = (6 — Yxth(x)) [, (x) € FBAL)}  (6))
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Definicion

El conjunto de axiomas de reescritura es

AXRE(L) = AX6(L) U AX7(L) @) AXg(L) U AXg(L) C be(/_) (7)

donde
Axe(L) = {(¥V )< (=9 —)|o,9 € FbAL)} (8)
Ax(L) = {(Y A @) < =(¢d — )¢, ¥ € FOAL)} (9)
Axg(L) = {(¥ < @) < ~((¢ = ) = ~(v — ¢))|o, ¥ € FHALYLO)
Axo(L) = {(EBxo(x)) = ~(Vx=¢(x))[0, 4 € FbAL)} (11)

Los axiomas extralogicos son propios de una teoria.

v

@
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Campos algebraicos

Recordamos que un campo es una estructura algebraica (A, +,-,0,1) tal
que

@ la estructura aditiva (A, +,0) forma un grupo abeliano,
@ el producto - se distribuye, por ambos lados, respecto a la adicidn, y

@ la estructura multiplicativa de elementos no-nulos (A — {0},-,1)
forma un grupo.

La nocién de campo es formalizable en una teoria de primer orden.

@
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Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel

Axiomas extralégicos en un alto nivel.
@ Inclusiéon. “Un conjunto contiene a otro si todo elemento de ese otro
esta en el primero”.
VaVb (Vx (x €a— x € b) — aC b)
@ Extensionalidad. “Dos conjuntos coinciden si cada uno estd incluido

en el otro”.
VaVb(aCb AN bCa < a=b)

@ Apareamiento. “Dados dos conjuntos la pareja formada por ellos es

un conjunto”.
VaVbIcVx (x €ec < x=a V x=0b)

@
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@ Esquema de separaciéon. “Dado un conjunto y un predicado se puede
formar el conjunto de elementos en el conjunto dado que satisfacen al
predicado dado”. Si ¢(x, p) € Fbf(L1¢) es una férmula bien formada,
el siguiente es un axioma:

VaVpdcVx (xec < xe€a A ¢(x,p))
En este caso se suele escribir ¢ = {x € a|¢(x, p)}.

@ Unién. “Dado un conjunto se puede formar la unién de todos sus
elementos” .
VadbVx (x€eb < dc(c€a N x€c))

En este caso se suele escribir b =, c.

@ Conjunto de partes. “Dado un conjunto se puede formar el conjunto
que consta de todos sus subconjuntos”.
VadbVx (x e b < xC a))
En este caso se suele escribir b = P(a).

@
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@ Infinito. Se dice que un conjunto a es inductivo si de las relaciones
c € by b € a se sigue que ¢ € a. El axioma del infinito asegura que:
“Existe un conjunto inductivo que tiene al vacio como un elemento”.
Ji(dei NVx(xei — xCi))

Ya que en todo conjunto inductivo / se tiene que () € / y ademds, para
cualquier x, si x € / entonces necesariamente x + 1 := x U {x} €I,
tenemos que todo conjunto inductivo es infinito, debido a lo cual se
justifica el nombre del axioma. El mds pequefio de los conjuntos
inductivos se identifica con el conjunto N de los nliimeros naturales.

@ Esquema de Reemplazo. Se dice que una férmula bien formada
o(x,y,p) € Fbf(L1¢) es funcional si “para cada x a lo sumo existe
una sola y relacionada con x", es decir, si rige la implicacién

¢(XaY17P) A ¢(Xa)/27P) — Y1 =)

El axioma de reemplazo asegura que: “La imagen de cualquier
conjunto bajo un predicado funcional es un conjunto”. Es decir, si
é(x,y, p) € Fbf(L7¢) es funcional, entonces el siguiente es un axi
VaVpadbVy (y e b « Ix(x€a A ¢(x,y,p))).
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@ Regularidad. “Cualquier conjunto no-vacio posee un elemento
minimal respecto a la relacién de membresia”.
Va(ma=0 — 3x(x€a AVy(yea—yex)))
@ Eleccion. “Cualquier familia no-vacia de conjuntos no-vacios posee un
producto cartesiano no-vacio”.
Va(mra=0 AVy(yea—-yel) —
IxVz(zea — 3y ((z,y) ex Ny € 2)))

Toda la teoria de conjuntos se desprende de estos axiomas.

@
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Calculo de predicados: Sem

L = SigU SL un alfabeto, Sig = CteU Fun U Rel.
Interpretacion para L, o L-estructura: M # () y = definida en Sig t.q.

© Toda constante corresponde a un elemento en M:
EcCte = £E€M
@ Toda funcion de aridad n corresponde a una M" — M:
f" € Fun = 7:M"—>M
© Toda relacion de aridad n corresponde a un subconjunto en M":

R € Rel = R"C M".

La pareja M = (M, ") es la interpretacion o la L-estructura.

v
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Definicidon

Sea L = SigU SL un alfabeto para una teoria de primer orden, y sea

M = (M, ) una interpretacién. La interpretacion de un término serd bien
un elemento de M o una funcién definida en alguna potencia cartesiana de
M, segtin el término sea o no cerrado. Explicitamente, para cada término

€ en L, definimos su interpretacion & de manera recursiva:

@ Si ¢ = c es una constante, entonces £ = ¢:
E=c,ccCte = £=C.
Q Si & = x es una variable, entonces & es la funcién identidad en M:

E=x,x€Var = &M — M m— m.

© Si & es un término compuesto, entonces £ es la composicion de las

interpretaciones de sus componentes:

£=f(Er,...,En) , I € Fun = E=T0(E,.... &)
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Definicidn

Sea M = (M,~) una interpretacion de un alfabeto L = SigU SL. Veamos
ahora como se interpreta a los enunciados.

Enunciados atémicos. Sea Rj’ € Rel un simbolo variable y sean &1, ...,&;
términos sin variables libres. Se dice que el atomo
R(&1,-..,&) es valido en 9, y se escribe
M ): R(fl,...,f,’), si (gl,...,f,') € R.

Enunciados negados. Sea ¢ = —) un enunciado cuyo conectivo principal
es la negacién. Entonces definimos:

ME o = MED.

Enunciados que son conjunciones. Sea ¢ = 1 A x un enunciado cuyo
conectivo principal es la conjuncion. Entonces definimos:

ME¢ o (MEP) & (MEX).

v

A g
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Definicion

Enunciados que son disyunciones. Sea ¢ =V x un enunciado cuyo
conectivo principal es la disyuncion. Entonces definimos:

ME¢ & (MED) o (MEX).

Enunciados que son implicaciones. Sea ¢ = 1) — x un enunciado cuyo
conectivo principal es la implicacion. Entonces definimos:

MEg = [(MEY) = MEX)]-

Enunciados que son equivalencias. Sea ¢ = 1 < x un enunciado cuyo
conectivo principal es la equivalencia. Entonces definimos:

ME¢ o [(MEY) & @MEX].

v

@
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Enunciados cuantificados universalmente. Sea ¢ = Vx(x) un enunciado,
donde 1)(x) es una férmula en la que sélo la variable x
aparece libre. Para cada término & en donde no aparezca x,
denotemos por 1)(x < &) al enunciado que resulta de 1) al
sustituir la variable x por &. Entonces definimos:

M = ¢ < para cada término cerrado &, M |= p(x — &).

Enunciados cuantificados existencialmente. Sea ¢ = Ix ¢(x) un
enunciado, donde 1(x) es una férmula en la que sélo la
variable x aparece libre. Entonces definimos:

M = ¢ < para algin término cerrado &, M = (x «— &).

@
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Definicidon

Si ® es un conjunto de enunciados en un alfabeto L y 9t es una
L-estructura, diremos que 9 es un modelo de ®, y escribiremos M |= P,
si toda formula en ® es vdlida en 9N, i.e.

peED = ME o

Asi, por ejemplo, si Ax;og(L) es la coleccién de axiomas légicos y Axge(L)
la de axiomas de reescritura, entonces, segln la observacidn precedente,
cualquiera que sea la L-estructura 91 se tiene M |= Axoq(L) U Axge(L).

@
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Campos algebraicos: Numeros racionales

Sea 7Z2* = {(x,y)|x,y € Z,y # 0} el conjunto de parejas de enteros cuyas
segundas componentes no son cero. Si (x,y) € Z?*, a la primera
componente x se le llama numerador y a la segunda, y, denominador. En
7Z2* se introduce la relacién de equivalencia:

(x1,51) ~ (x2,¥2) & x1y2 —Xxoy1 =0 (12)

y al espacio cociente Q = (Z2*/ N) se le llama el conjunto de nimeros
racionales. A cada elemento, que es en si una clase de equivalencia,
[(x, y)] se le suele escribir %, o bien x/y. Evidentemente,

VIx,y)] €QIx,n €Z:
(x,y) ~ (x1,y1) & y1 > 0 & x1,y1 son primos relativos.  (13)

(evidentemente, si r = m.c.d.(|x|, |y|) entonces hagamos o = 1 si ambos

X, y poseen el mismo signo, o = —1 si x, y poseen signo distinto,

x| = a@ ey = MJ) La pareja (x1,y1) = x1/y1 se dice ser el
representante reducido del racional [(x, y)]. En lo que sigue, @
representaremos a cada racional por su representante reducido.
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Sea Lca el alfabeto de la teoria de campos algebraicos. Se construye una
interpretacién Q = (Q,~) como sigue:

Al simbolo 0 se le asocia el racional 0 = 0/1.

Al simbolo 1 se le asocia el racional 1 =1/1.

A + se le asocia la funcién

T (ba/nl, be/ya]) = [(xy2 + x2x1) /y1ya] -

A - se le asocia la funcién

< (Pa/nls [xe/ya]) = Iaxa/y1ya] -
A = se le asocia la relacién de equivalencia ~:
[a/vi] = [e/y2] & xiy2 —xey = 0.

Puede verse que en £ se satisfacen todos los axiomas de campos. Incluso
mds: este campo es conmutativo, es decir,

[x1/y1] + De/y2] = [x2/y2] + [x1/y1]

y es arquimediano, es decir, @
V[x/y] €Q3IneN: [x/y] < nl.
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Campos algebraicos: Cuaterniones

El conjunto de cuaterniones coincide con el espacio real de 4 dimensiones.
Sea Cuat =R*. Si x = (a, b, c,d) € Cuat es un cuaternién, lo
escribiremos como x = a+ bi + ¢j + dk, y diremos que el cuaternién

X = a— bi — ¢j — dk es su conjugado. Los nimeros 1,1, j, k se dicen ser
bésicos

La suma de cuaterniones se define “entrada-a-entrada”:

(a1 + bui+cij+ k) + (a2 + bai + coj + k) =
((a1 +a2) + (b1 + b2)i + (c1 + @2)j + (di + dz)k> . (14)

En cuanto al producto, definimos primeramente sobre los basicos las
relaciones siguientes:

i = I'2:j2:k2

i = jk=—kj

) @
k = ij=—ji
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Se tiene, naturalmente, que el inverso aditivo de cualquier cuaternién
x=a+bi+c¢j+dk es —x = —a— bi — ¢j — dk. Ahora, si x # 0 entonces
al multiplicarlo por su conjugado, se obtiene:

—232+b2+c2+d2: ||X||2

asi pues x - IIXH = 1. En consecuencia, el inverso multiplicativo de x es,
precisamente, x 1 = ﬁ

@
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Cuat es entonces un campo y por ende una Lca-estructura. con la
interpretacion construida como sigue:

Al simbolo 0 se le asocia el cuaternién 0 = (0,0, 0, 0).

Al simbolo 1 se le asocia el cuaternién 1 = (1,0,0,0).

A + se le asocia la funcién suma definida por la ec. (14).

A - se le asocia la funcién producto definida por la ec. (15).

A = se le asocia la relacién de igualdad de R*:

. (81 = 32)& (bl = bz)&
(a1, b1, c1,dh) = (a2, b2, 2, &) { (c1 = @) &(dy = db)

Cuat es un campo que no es conmutativo, aunque si es arquimediano.

Cuat contiene a los campos usuales de niimeros reales y de niimeros
complejos: El campo de los niimeros reales se identifica con el
subconjunto R’ = {(a,0,0,0)|a € R} y el campo de los nlimeros
complejos con el subconjunto C' = {(a, b,0,0)|a, b € R}.
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Teoria de conjuntos: Modelo est

Para construir este modelo, supondremos la existencia de los niimeros
ordinales. Recordamos que un ordinal es un conjunto transitivo, es decir,
un conjunto x tal que

Vy: yex = yCx,

que ademds esta bien ordenado bajo la relacién €, es decir, para cualquier
subconjunto X de x existe un elemento xp € X tal que para todo y € X
tal que y # x se tiene y ¢ xp (es decir, xp es un punto €-minimal de X).
Sea pues Ord = {x|x es un ordinal} la clase de niimeros ordinales. Se
tiene que para cualquier ordinal x € Ord se cumple sélo una de las
siguientes tres aseveraciones:

@ x coincide con el conjunto vacio, es decir, x es el primer ordinal:

x = 0.
@ x es el sucesor de un ordinal: Jy € Ord: x =y U{y}. @
© x es un ordinal limite: x = UyEXy.
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0 = 0 w = Unn
n+1 = nuU{n} w+n+1l = (w+n)U{(w+n)}
w -2 = Upw+n w-n+1) = Upw:-n+m
w-24+n+1 = (w-24+nU{(w-2+n)} w? = Upw:n
2
wh+l = Unw"+m o = Upw®™n
=w? = Upo" 83 = w*? = Un we"
dnt1 = wn e0 = Unon
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Definicion
La jerarquia acumulativa de conjuntos es la sucesion V = (Vx),cong
definida como sigue:

Vo = 0
Vx+1 = P(Vx)
Ve = U V), si x es un ordinal limite.
YEX

Se tiene que V es una interpretacién de todos los axiomas que determinan
a la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Esta interpretacién se llama
estandar de la teoria de conjuntos.

De hecho, si denotamos por w al primer ordinal limite, es decir, w es el
orden del conjunto de los nimeros naturales, entonces V,, es un conjunto
de todos los axiomas de Zermelo-Fraenkel exceptuando al axioma de
infinito. V[, es pues un modelo donde todos los conjuntos son finitos.
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Contenido

© Deduccién natural en el célculo de predicados

@
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D) ccion natural

Definicidon

En el calculo de predicados se considera sélo dos reglas de inferencia:

Modus ponens Para cualesquiera dos formulas ¢, 1):

¢— 1
¢ (16)
Y
Generalizaciéon Para cualquier férmula ¢(x), donde x aparece libre en ¢:
¢(x)
T o) (1)

v

@
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Definicién (Pruebas)

Sea H C Fbf(L) una coleccion de férmulas bien formadas sobre el lenguaje
L, llamadas hipctesis. Una prueba es una sucesion finita D = [¢1, ..., ¢n]
de formulas bien formadas tal que Vi < n:

@ ¢; € Axiomas, o

@ pi e H, o

o Jj,k<i: ¢x=1(0j — ¢i)

e Jj<i: ¢ =Vx0j(x)
En este caso la prueba D se dice ser una prueba de ¢, a partir de H. Se
escribe H = ¢ para denotar el hecho de que ¢ es demostrable, es decir, que
existe una prueba de ¢,, a partir de H.

El conjunto de férmulas Ded(H) = {¢ € Fbf(L)|H - ¢} consta de todas
las formulas demostrables a partir de H. Este se dice ser la teoria de H.

@
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Proposicién

Sean H,®, W C Fbf(L) tres conjuntos de formulas y sean ¢, € Fbf(L)
otras dos formulas. Entonces vale la siguiente implicacion:

PFp&VU{p} Y = VUDFE . (18)

En consecuencia, el “operador” Ded es un operador de cerradura: Para
cualesquiera Hi, Hy C Fbf(L):

Q Hi C Ded(Hs).
Q@ Hy C Hy = Ded(Hy) C Ded(H,).
0 Ded(Ded(Hl)) = Ded(Hl).

@
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Definicidn

El conjunto de teoremas en L es Ded(()), es decir, es el conjunto de
formulas demostrables partiendo tnicamente de los axiomas. El conjunto
de teoremas se dice ser también la teoria de primer orden resultante del
lenguaje L con los Axiomas.

@
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Para cada ¢(x,y) € Fbf(L) se tiene

F(YxVy ¢(x,y)) — (VyVxo(x,y))

es decir, cuantificadores universales consecutivos pueden intercambiarse.

L (VXVy ¢(X7.y) — Vy ¢(X7.y) (AX4)
. (Vy d)(X,)/)) i ¢(X7y) (AX4)
3. ((Wyo(x,y)) = o(x,y)) — (Ax1)

(VxVy o(x,y) — ((Vyo(x,y)) — é(x,y)))
4. VxVy o(x,y) — ((Vyo(x,y)) — o(x,y)) (MP2,3)
5.
(VxVy d(x,y) — (Vyo(x,y) — é(x,y)) —
(E\(Vjquﬁ(x,y) — Yy o(x,y)) — (WxVyo(x,y) — é(x,y)))
X2
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e

10.
11.
12.

13.

(VxVy o(x,y) — Yyo(x,y)) —
(VxVy o(x,y) — o(x,y))

VxVy d(x,y) — o(x,y)

Vx (VxVy o(x,y) — ¢(x,y))
Vx (VxVy d(x,y) — o(x,y)) —
(VxVy d(x,y) — Yxo(x,y))
VxVy d(x,y) — Vxo(x, y)

Yy (VxVy d(x,y) — Vxo(x,y))
Yy (VxVy d(x,y) — Vxo(x,y)) —
(VxVy d(x,y) — VyVxod(x,y))
VxVy ¢(x,y) — VyVxoé(x,y)

Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gédel
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(MP 1,6)
(Gen7)

(Axs)
(MP8,9)
(Gen 10)
(Axs)
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Ejemplo
Para cada ¢(x,y) € Fbf(L) se tiene

EVxVy (¢(x,y) — —¢(y,x)) — Vx=¢(x,x)

es decir, “un predicado que no es simétrico para ninguna pareja no puede

cortar a la diagonal”.

Escribiremos una prueba de ese teorema. Para simplificar la escritura
minimamente, abreviaremos

® = [VxVy (o(x,y) — —d(y,x))].

1. ¢ — Vy (¢(Xay) = —\gb(y,X)) (AX4)

2 Vy (¢(Xay) = _‘¢(y,X)) = (¢(X7X) = _'¢(X7X))
(Axa)

3.2. - (¢ — 2) (Ax1)

4. & — 2. (MP2,3)
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c N

10.
11.

Morales-L

(¢ - 2) —

(¢ — Vy (o(x,y) — —9(y,x))) —
(® — (o(x,x) — =9(x,x)))

(® — Vy (o(x,y) = —¢(y,x))) —
(® — (8(x,x) — =9(x,x)))

® — (od(x,x) — —d(x,x))

(p(x,x) — —=¢(x,x)) —

((6(x,x) = &(x,x)) — —(x,x))

.8 — (& — 8)

una (CINVESTAV) os Teoremas de Incompletitud de Godel

(AX2)

(MP 4.5)
(MP1,6)
(AX3)

(Ax1)
(MP 8,9)

(AX2)

04/2008

46 / 53



Mora

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.

22

13. —
(® = (d(x,x) = d(x,x)) = (® — —¢(x,x))) (Axz)

(® — (o(x,x) — é(x,x))) — (® — =d(x,x))

(MP 13,14)

o(x,x) — o(x,x) (Teo)
16. — (¢ — 16.) (Ax1)
¢ — 16. (MP 16,17)
O — —p(x,x) (MP 15,18)
Vx (¢ — —¢(x,x)) (Gen 19)
Vx (¢ — —¢(x,x)) — (& — Vx-¢(x,x)) (Axs)
O — Vxg(x, x (MP 20,21)
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Definicién

Sea P C Fbf(L) un conjunto de férmulas bien formadas, ¢o € P una

formula en P y sea [¢1,...,¢m| una prueba construida a partir de P. Se

dice que ¢; depende de ¢q si se cumple alguna de las proposiciones
siguientes:

Q ¢i = ¢o
Q ¢; se sigue de alguna formula que depende de ¢g.

Resulta claro que si ¢; no depende de ¢q, entonces vale la implicacién:

PU{¢o}F¢i = Pk ¢

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Godel 04/2008
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Teorema (de la Deduccién)

Sea P C Fb(L) un conjunto de férmulas bien formadas y sean
¢0, ¢ € FbA(L) dos férmulas. Supongamos que P U {¢o} I ¢ y que existe
una prueba de esto en la que la regla de generalizacion no se haya aplicado

a ninguna férmula que dependa de ¢g, respecto a una variable libre de ¢q.
Entonces P = ¢g — ¢.

El reciproco del Teorema de Deduccidn,

P-¢o—¢ = PU{¢po}F ¢

es valido como una consecuencia de la regla Modus Ponens.

@

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gédel 04/2008 49 / 53



Proposicién

|

Sea ¢ € Fbf(L) una férmula donde no aparezca libre la variable x y sea
¥ (x) una segunda férmula con apariciones libres de x. Entonces en
cualquier teoria T de primer orden:

T F oAVx)(x) < Vx (¢ AY(x)) (20)
T F ¢oVIxY(x) < Ix (¢ VY(x)) (21)
T B oVVx(x) « Vx (¢ V(x)) (22)
T F ¢oAIxp(x) « Ix (6 A(x)) (23)

En esta proposicién es importante que x no aparezca libre en ¢. Por
ejemplo, en R para x = —1 la siguiente férmula es valida:

(x+1)=0 A VYVx(3By: x=y-y)—x>0)
sin embargo es claramente falsa la férmula
Vx (x+1)=0A (By: x=y-y)—x>0)). @
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Si Q es uno de los cuantificadores V o 3, sea Q' el otro cuantificador, es
decir, el cuantificador tal que {Q, Q'} = {V,3}.

Proposicién

Sea ¢ € Fbf(L) una férmula donde no aparezca libre la variable x y sea
¥ (x) una segunda férmula con apariciones libres de x. Entonces en
cualquier teoria T de primer orden:

(¢ = Ox9(x)) < Qx (¢ — ¥(x)) (24)

T
T F (Qxy(x) = ¢) & Qx(Y(x)— ¢) (25)

v

@
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Definicidon

Sea ¢(xi,...,%n) € FbAL) una férmula libre de cuantificadores (es decir,
no contiene cuantificador alguno). Como en el cdlculo proposicional, se
dice que ¢(x1,...,%n) €s una literal si es un dtomo o la negacion de un
atomo. Una conjuncion de literales es una frase y una disyuncion de
literales es una clausula. Una forma conjuntiva es una conjuncion de
cldusulas y una forma disyuntiva es una disyuncion de frases.

| \,

Proposicién

Si ¢(x) € FbA(L) es una férmula libre de cuantificadores, donde
X = [x1,...,X,] es la lista de sus variables, entonces se puede encontrar
algoritmicamente sendas formulas 1(x) =: FC(¢(x)) en forma conjuntiva y

X(x) =: FD(¢(x)) en forma disyuntiva equivalentes ambas a ¢(x).
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Una férmula ¢(xi, . ..,xn) € Fb(L) se dice estar en forma prenex si es de
la forma

d(x1,. . xn) = Q1y1 Qoyo - OQmym (X1, .-y Xn, Y1,y - -+, Ym)

donde cada Q; es un cuantificador ¥ o 3, y 1 es una férmula libre de

cuantificadores. Si ademds (x1,...,Xn, Y1,-.-,Ym) €S una forma
conjuntiva, entonces se dice que ¢(xi,...,xn) estd en forma normal
prenex.

Asi en una forma prenex, los cuantificadores sélo aparecen al inicio de ella.

Proposicién

Para toda formula ¢(x) € FbA(L), donde x = [xi, ..., xn| es la lista de sus
variables libres, existe una formula 1)(x) € Fb(L) en forma normal prenex
equivalente a ¢. Mas adn, 1) es algoritmicamente constructible a partir de

é.
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