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Capitulo 1

Conceptos basicos

En matematicas, la veracidad de una proposicién queda asentada sélo cuando se la demuestra. Para aceptar
una proposicién cuantificada universalmente, es decir, de la forma “Todo z cumple ®(z)”, es insuficiente
demostrar que para algunos posibles “testigos” x1, ...,z N se ha probado que efectivamente se cumple ®(x;),
coni=1,..., N, por muy grande que sea N, pues aunque haya evidencia de que muchos puntos satisfacen
al predicado ®, ésta no basta para concluir que “todos” los puntos lo satisfacen.

Dos maneras tipicas de demostrar proposiciones cuantificadas universalmente son los razonamientos por
contradiccién y, cuando el conjunto de puntos es numerable, por induccién. Las primeras dos secciones de
este capitulo se abocan a la presentacién de esos métodos de demostracion.

En este capitulo introductorio presentamos posteriormente los métodos de Cantor para mostrar como
numerables a los productos finitos de conjuntos numerables. Esto es de particular importancia en la Teoria
de la Complejidad pues permite construir una enumeracién efectiva de los “programas” en un esquema de
programacion que sea efectivamente “computable”.

Como una primera aproximacién a la nocién de “computabilidad” presentamos al lenguaje de los pro-
gramas-while como uno formal de programacion, con sintaxis y semantica bien definidos, y, a través de él
introducimos la nocién de funciones computables.

Introducimos, luego, a las maquinas de Turing'. Tales maquinas aportan un enfoque alternativo al con-
cepto de “computabilidad”, sin embargo es equivalente al anterior. Probada esa equivalencia, terminaremos
de presentar, de manera introductoria, a las funciones computables. Posteriormente, enunciamos la tesis de
Church?. A las funciones computables es posible presentarlas también como elementos de clases minimas
de funciones que contienen a un cierto conjunto de funciones y que son cerradas bajo algunos esquemas de
composicion. De tales enfoques también nos ocuparemos en este primer capitulo.

Finalmente, veremos que la clase de programas formales, la de las maquinas de Turing y la de las
funciones computables son todas numerables. Dado que la clase de todas las funciones N — N posee la misma
cardinalidad de los niimeros reales tenemos inmediatamente que hay muchas mas funciones no-computables
que computables.

1 Alan Mathison Turing (1912-1954), matemético inglés, publicé en 1936 su célebre articulo “On computable numbers”, donde
introdujo la nocién de mdquina de Turing.

2Alonzo Church (1903-(?)), 1égico norteamericano, fundador de The Journal of Symbolic Logic en 1936. Su tesis famosa la
planteé en 1956.



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

1.1 Pruebas por contradiccién

2

La funcién p : n — n® —n + 41 define nimeros primos al inicio.

n|pm) || n|pm) | n|pm) | n]|pn)
1 41 || 11| 151 || 21| 461 || 31| 971
2 43 || 12| 173 | 22| 503 || 32 | 1033
3 47 || 13| 197 || 23 | 547 || 33 | 1097
4 93 || 14| 223 || 24 | 593 || 34 | 1163
5 61 || 15| 251 || 25| 641 || 35 | 1231
6 71|16 | 281 || 26 | 691 || 36 | 1301
7 83 || 17| 313 || 27 | 743 || 37 | 1373
8 97 || 18 | 347 || 28 | 797 || 38 | 1447
9| 113 |19 | 383 | 29| 853 | 39| 1523
10| 131 20| 421 || 30| 911 || 40 | 1601

Sin embargo,
n =41 = p(n) = 1681 = 412

iDe la repeticién de un patrén no necesariamente se sigue una regla general!
Es necesario presentar pruebas de enunciados que se quieran probar en general.

En las pruebas por contradiccion para demostrar que una tesis ¢ se sigue de una secuencia® de hipdtesis
®, en simbolos ® F ¢, se niega la tesis y junto con las hipdtesis se deriva una contradicciéon. Es decir, es
suficiente demostrar ® U {—¢} L.

La aceptacion de este tipo de razonamiento conlleva la aceptacion del Principio del tercero excluido y del
Principio de consistencia de las matemdticas, los cuales rezan:

Principio del tercero excluido. Para toda sentencia ¢, es decir, para toda férmula bien formada que sea
cerrada (no posee variables libres), y para toda interpretacién M de los simbolos de ¢, se ha de tener
que ¢ se cumple en M, en simbolos M = ¢, o bien que la negacién de ¢ se cumple en M, en simbolos

M = .

Principio de consistencia de las matematicas. En toda teoria matemadtica T' (digna de estudio), se
tiene que no existe una sentencia ¢ formulada en el lenguaje de la teoria T tal que ambas ¢ y —¢ sean
demostrables en T, es decir, tal que T+ ¢ y T = —¢.

Aunque de mucho sentido comuin, ambos principios son cuestionables desde diversos supuestos formales.
Como meras ilustraciones de estos cuestionamientos mencionamos dos de ellos:

1. El principio del tercero excluido permite demostrar de manera no constructiva la existencia de objetos.
En efecto, veamos que existen dos nimeros irracionales tales que uno elevado al otro da un racional.
Sea r = (\/5) . Si r fuera racional, considérese p = v/2 y ¢ = v/2. En otro caso, considérese p =7y
¢ = V2. En cualquier caso se tiene que ambos p y ¢ son irracionales y p? es racional.

Tenemos pues demostrada asi la afirmacion formulada. Sin embargo, esta demostracién no da ejemplos

de irracionales cuya potencia de uno al otro da un racional.

2. La aritmética de Peano se realiza naturalmente en el conjunto de los niimeros naturales. Estos con-
forman el modelo estdindar de la aritmética. Sin embargo, de acuerdo con el Segundo Teorema de
Incompletitud de Godel, la misma aritmética de Peano no puede demostrar su propia consistencia.

3Utilizaremos el término secuencia como sinénimo de una sucesidn finita.
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Los siguientes teoremas se prueban por contradiccion y los citamos como ejemplos de este tipo de de-
mostraciones.

Teorema 1.1.1 (Pitagoras, 582-500 AC) V2 no es un nimero racional.

DEM. Si p,q € Z fuesen dos enteros tales que /2 = %, entonces

p® = 2¢°, (1.1)

consecuentemente p? es un multiplo de 2, y por esto mismo p = 2p; también lo es. En la ec. (1.1) vemos un
2 a la derecha. Falta al menos uno més, pues p> = p - p es al menos divisible por 4. Luego hemos de tener
necesariamente que ¢ es un miltiplo de 2, y por esto mismo g = 2¢; también lo es. Hemos pues encontrado
P1,q1 € Z tales que

p=2p : q=2q : V2 = % (1.2)
1

Reiterando las relaciones (1.2) tenemos que para cualquier n > 0 existen p,,, ¢, € Z tales que

p=2"pu . q=2%q ,  V2I=I

dn
p vy q serian pues divisibles por potencias arbitrariamente grandes de 2. Esto no es posible, dado que esos
numeros son enteros (estdndares). Por tanto, no pueden existir p y g. O

Teorema 1.1.2 (Euclides, ~300 AC) Hay una infinidad de nimeros primos.

DEM. Si ése no fuera el caso, denotemos por P = {pg,p1,...,Pn—1} al conjunto finito de, digamos que n,
numeros primos. Consideremos el nimero entero ¢, = H?:_Ol pi + 1. Es evidente que ningin primo p; € P
puede dividir a g,,, pero, de acuerdo con el Teorema Fundamental de la Aritmética, ¢, ha de ser divisible por
algin ntimero primo p,, que acaso puede ser tal que p, = g,. El primo p, no estd en P y esto contradice
que P comprendia a todos los primos. O

Teorema 1.1.3 Sia € X yx € ¥* son tales que ax = xa entonces In : x = a™.

DEM. Supongamos que ése no fuera el caso y que exista un simbolo distinto a a que aparezca en la palabra x.
Sea k la minima posicion, contada desde la izquierda de z, donde aparezca un simbolo distinto a a, digamos
b. Entonces en la palabra ax hasta antes de la posicién k + 1 sélo hay a-s, en tanto que en la palabra xa hay
una b exactamente en la posicién k. Por tanto no puede ocurrir que ax = za. O

1.2 Induccién matematica

La induccion matemdtica provee de procedimientos de demostracion de formulas cuantificadas universalmente,
es decir, del tipo Vz¢(z). En todo tal esquema, se verifica primero que se cumple ¢ para los casos llamados
bdsicos, y después, suponiendo que se cumple para los casos anteriores, se verifica para un elemento tipico
x arbitrario. Este tultimo paso es llamado “inductivo”. Se concluye entonces que la férmula ¢ vale para
cualquier x.

Veremos aqui dos esquemas de induccién cuando el dominio de la variable x es el conjunto de los niimeros
naturales. Veremos inmediatamente después un esquema de induccién sobre conjuntos numerables definidos
de manera recurrente.
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1.2.1 Induccion numeérica

Sea ¢ una formula con una variable libre z, definida en el lenguaje de la aritmética. Para demostrar la
sentencia Vn(¢(n)), un primer esquema de induccién verifica primero que se cumple ¢(0) y luego, suponiendo
que se cumple ¢(n) demuestra que se cumple ¢(n + 1); un segundo esquema de induccién verifica primero
que se cumple ¢(0) y luego, suponiendo que se cumple ¢(m), para cualquier m < n, demuestra que se cumple
¢(n). Estos esquemas, puestos como reglas de deduccién quedan como sigue:

¢(0)
Esquema I Vn(¢(n§/n7>¢?7§?)+ 1))
¢(0)
Esquema II - vn(vm < gn@?ggz)))é ¢(n))

Teorema 1.2.1 Ambos esquemas son equivalentes.

DEM.

1. Esquema I = Esquema II): Supongamos vélido el Esquema I. Sea ¢ una férmula tal que se cumplen
#(0) & Yn(Vm < n(p(m)) = ¢(n)). (1.3)
Mostremos primero que
Vn(o(0) = Vm < n: ¢(m)). (1.4)
Para esto usemos el Esquema I aplicado a la férmula ¢1(n) = [¢(0) = Vm < n : ¢(m)].

¢1(0) se cumple en virtud de que para cualquier férmula ), la férmula (¢ = 1) es un teorema del
célculo de predicados puro.

Ahora, supongamos que vale ¢1(n). Hemos de probar que vale ¢1(n + 1).

Supongamos ¢(0). Por ¢1(n) se tiene que es vélido (Vm < n : ¢(m)). Por (1.3) se cumple también
d(n+1). Asf pues, la férmula (Vm < (n+ 1) : ¢(m)) es valida, con lo cual se ve que, en efecto, la
férmula ¢1(n + 1) se cumple.

Demostremos ahora que vale Vn [¢(n) = ¢(n + 1)]. Dado un n cualquiera, suponiendo que se cumple
¢(n), puesto que ¢(0) es cierto, se cumple por (1.4) que Ym < n : ¢(m) y por (1.3) resulta ya
demostrado ¢(n + 1).

Por el Esquema I, resulta como una consecuencia Yngo(n).

Tenemos pues que se cumple el Esquema II.
2. Esquema II = FEsquema I): Supongamos valido el Esquema II. Sea ¢ una férmula tal que se cumplen
#(0) & Yn(p(n) = o(n+1)). (1.5)

Resulta evidente que se cumple la férmula Vn(¥m < n(é(m)) = ¢(n)), pues, para cada n > 0 la
condicién [Vm < n : ¢(m)] subsume a la férmula ¢(n — 1), la cual, de acuerdo con la segunda férmula
en (1.5) de este apartado implica ¢(n).

Por el Esquema II, resulta como una consecuencia Yng(n).

Tenemos pues que se cumple también el Esquema I. O
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1.2.2 Induccion recurrente
Este esquema se utiliza para demostrar predicados cuantificados universalmente definidos sobre conjuntos
determinados constructivamente de manera recurrente.

Sea T un conjunto numerable.

Sea Ay C T un conjunto inicial. Supongamos A C T' definido recurrentemente con las reglas siguientes:

Reglay YVa:acAy = a€A
Regla; : Vai,...,aj, :a1,...,a5, €A = ®j(a1,...,aq5)€ A
para j = 1,...,m, donde cada funcién ®; : Ti* — T es, en la practica, una regla de composicion.

Para todo predicado W se tiene el esquema de demostracion siguiente:

Va € Ay i U(a)
Esquema III :  VNai,...,a;, : (Vi:%(a;)) = V(P,(a1,...,aj))
Va € A : Ula)

Como un ejemplo de construccién mediante este tipo de reglas, consideremos al siguiente:

Ejemplo. Sea T el conjunto formado por las palabras (de longitud finita) sobre el alfabeto (0 + 1), i.e.
T = (04 1)*. Definimos el conjunto de palabras 0-preponderadas de manera recurrente como sigue:

Reglay nil es 0-preponderada,
Regla, : «a es O-preponderada = Oc es O-preponderada,
Regla, : 1,9 son O-preponderadas = 0Oajlag es O-preponderada.

El conjunto A C T de palabras 0-preponderadas se ajusta a la construccién recurrente, mencionada al inicio
de esta seccién, donde Ag = {nil} consta inicamente de la palabra vacia y hay dos reglas de composicién @1,
®, dadas por sendas reglas. Mds adelante veremos que una palabra es 0-preponderada si cualquier prefijo
de ella posee mas ceros que unos.

Proposicion 1.2.1 El esquema III se prueba mediante el esquema II por induccion en el nimero de reglas
para generar un elemento en A.

DEM. Con la notacién utilizada en la formulacién del Esquema III, sea

¢(n) = [¥(a) se cumple siempre que a € T se obtenga con a lo sumo (n + 1) aplicaciones de
las reglas que definen a A]

Como A se define inicamente por las reglas enlistadas, la féormula Va € A : ¥(a) es légicamente equivalente
a la férmula Vn : ¢(n). Mostremos pues que esta ultima es védlida a partir de las hipdtesis

Va € Ao : ¥(a) ) Vai,...,aj, : (Vi: U(a;)) = ¥(®j(ar,...,a;5,))
La primera de estas ecuaciones equivale a ¢(0). La segunda es claramente equivalente a
Vn(vm < n(¢(m)) = ¢(n)).
Por el Esquema II tenemos que se cumple Vn : ¢(n), y con esto queda demostrado el Esquema II1. ([l
Ejemplo. Retomando nuestro ejemplo anterior, sea A el conjunto de palabras 0-preponderadas. Sea ¥(a)
la proposicion

U () = [En cualquier prefijo de « el nimero de 1’s a lo sumo coincide con el de 0’s.]
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
oy 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
112 4 v 11 16 22 29 37 46 56 67
215 8 12 17 23 30 38 47 57 68 80
319 13 18 24 31 39 48 58 69 81 94
4114 19 25 32 40 49 59 70 82 95 109
5120 26 33 41 50 60 71 8 96 110 125
6127 34 42 51 61 72 84 97 111 126 142
7135 43 52 62 73 8 98 112 127 143 160
8144 53 63 T4 8 99 113 128 144 161 179
9|54 64 75 87 100 114 129 145 162 180 199
10|65 76 88 101 115 130 146 163 181 200 220

Tabla 1.1: Funcién de enumeracion de Cantor.

Procedamos de acuerdo con el Esquema III para ver que Yo € A : ().
Inicialmente tenemos, trivialmente, que para la palabra vacia se cumple ¥, es decir, vale ¥(nil).
Ahora, de manera inductiva:

Regla; : Supongamos que la palabra 0-preponderada Oa se obtiene de la aplicacion
de la regla 1 a la palabra O-preponderada «, obtenida ésta con un menor
niimero de aplicaciones de las reglas de A. Sea «; cualquier prefijo (no-vacio)
de Oa. Entonces a; = 0aj, donde o es un prefijo de a. Sean ko y k; los
ntimeros de 0’s y 1’s en o). Obviamente, ko + 1 y k1 son los ntimeros de 0’s
y 1I’s en ay. Por la hip6tesis de induccién tenemos que k1 < kg. Cuantimaés
k1 < ko + 1. Asf pues se cumple ¥(0a).

Regla, : Supongamos que la palabra O-preponderada Oa;las se obtiene de la apli-
cacion de la regla 2 a las palabras O-preponderadas «q, s, obtenida cada
una de éstas con un menor ntmero de aplicaciones de las reglas de A. Con
una argumentacién similar a la anterior se muestra que vale ¥(0a;lag).

1.3 Enumeracion de Cantor

A finales del siglo XIX y principios del XX el matemético alemén Georg Cantor (1845-1918) establecié las
bases de los nimeros transfinitos. El primer numeral infinito, denotado por wg, puede ser identificado con
la cardinalidad de los ntimeros naturales. En el estudio de las cardinalidades es importante reconocer como
equipotentes, es decir “con la misma cardinalidad”, a cualesquiera dos conjuntos que, en efecto, lo sean. Una
gran contribucién de Cantor es su anélisis de los conjuntos numerables.

Consideremos la funcién ¢: N> = N, c¢: (z,y) — 3(z+y)(z+y+1)+ 2. Enla tabla (1.1) presentamos
como una matriz (infinita) los valores de esta funcién. En la entrada correspondiente al renglén y y a la
columna x presentamos el valor ¢(z,y). Obsérvese que los valores de ¢ son consecutivos a lo largo de cada
diagonal = + y = d, d € N. Obsérvese también que ¢ estd dado por un polinomio cuadratico.

De los valores mostrados en la tabla (1.1) se puede tener una idea muy precisa de la enumeracién que
hace ¢ de N2. Resulta evidente que cada entrada de la tabla tiene asociado un niimero natural y, viceversa,
cada numero natural estard en correspondencia con alguna entrada en la tabla. ¢ es pues una biyeccion, es
decir, es una funcién inyectiva y suprayectiva. ¢ se dice ser la enumeracion de Cantor.

Asi pues, N2 es numerable, es decir, posee la misma cardinalidad que N. A partir de esto es facil ver por
induccion que Vn > 0,N™ es también numerable. De hecho, la enumeracién de Cantor da procedimientos
para enumerar a cada potencia N™.



1.3. ENUMERACION DE CANTOR

Secuencia Cédigo
1.7 37
[1,2,3] 2082
[1,2 3, 4] 2591229
[1,2,3,4,5] 3374953984715
[1,2,3,4,5,6] 5695183504482489143926610
[1,2,3,4,5,6,7 16217557574922386301420519886704356117940675757732
[1,2,3,4,5,6,7,8] 1315045868479612356871818745780631171143294098975\

66535831366949003617964224015357519500684045655468

[1,2,3,4,5,6,7,8,9]

8646728181026489602610406537158318670928372786

73702464113037906939422113848975628994429633085310\
80452326479007466665973232001733521024328715146348\
27674965152744968879320357746557538264683315580738
373829541182788327738952442182366863389086
46550437400502358118064530753024550062640906067170\
92861673933530186338203708520114597627223945365898\
12628461281905082193959664488879172091809434307568)\
16317720380209167119009313030086643655062125942827\
41506683103816937070223467964724168597805363520514\
19265713729432280201371361362892176221363651774868\
47703211029994940724603647354385297152231970473985

[1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10]

Tabla 1.2: Valores de f*({1,...,i}) parai=1,...,10.

Cédigo: Sucesién codificada
1953 : (62)

1954 : (

1955 : (

1956 :  (

1957 (

(

(

(

1958 :
1959 :
1960 :

Tabla 1.3: Valores de (f*)~!(n) para n = 1953, ..., 1960.

En efecto, reiterando la enumeracién de Cantor, hagamos

firz—z
fra1: (x,2) = fapa(x, @) = c(fu(x), 7)
f* X = f*(X) = C(LOHg(X) -1, fL()ng(x) (X))

Vn >0

*

Es fécil ver también que la funcién f* : N* =, ., N" — N es una biyeccién.

Para cada secuencia de nimeros naturales x € N* el nimero [x] = f*(x) se dice ser el cddigo de la
secuencia x. Reciprocamente, dado un numero n € N la secuencia x € N* tal que [x] = n es la secuencia
codificada por n'y, en tal caso, escribimos x = |n].

En la tabla (1.2) se ejemplifica la relacién entre secuencias y cédigos. En la tabla (1.3) se ejemplifica la
relacion inversa entre cddigos y secuencias.

Resumiendo, tenemos la
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Input: n: Length of x.

x: Sequence to be codified.
Output: r = [x

Algorithm DirCode
{ case n of

2:
else: { i:=2;

r = c(x1,T2) ;

whilei <ndo {i++;r:=c(r,z;) }

}

Figura 1.1: Célculo de la funcién f,.

Input: x: Sequence to be codified.
Output: r = [x]|

Algorithm DirCodeStar
{ n:= Length(x) ; r1 := DirCode(n,x) ; r:=c(n—1,71)

Figura 1.2: Calculo de la funcion f*.

Proposiciéon 1.3.1 Para cada n > 0 la potencia cartesiana N™ es numerable, y lo es también el conjunto
N* consistente de las secuencias de numeros naturales. Mds aun cada uno de estos conjuntos posee una
enumeracion efectivamente calculable con inversa también efectivamente calculable.

N? es enumerable mediante la enumeracién ¢ que estd dada por un polinomio y es efectivamente calculable.

En la figura (1.1) mostramos un seudocddigo, que se explica por si mismo, para calcular a la funcién f;,.
En la figura (1.2) mostramos un seudocédigo para calcular a la funcién f*. En la figura (1.3) mostramos un
seudocédigo para calcular a la inversa de la enumeracién c¢. En la figura (1.4) mostramos un seudocédigo
recursivo en n para calcular a la inversa de cada una de las funciones f,. Finalmente, en la figura (1.5)
mostramos un seudocodigo para calcular a la inversa de la funcion f*.

1.4 Lenguajes formales de programacién

Todo lenguaje de programacion consta de una sintaxis bien determinada que permite identificar a los pro-
gramas bien formados y de una semdéntica que permite interpretar procedimentalmente a los programas.
Toda sintaxis se establece sobre un alfabeto, es decir, sobre un conjunto finito de simbolos, mediante reglas
gramaticales o producciones para generar diversas clases de palabras sobre el alfabeto.
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Input: r: The code of a pair.
Output: x = ¢~ 1(r)

Algorithm InvCantor
{ Let dbesuch that 3d(d+1) <r < i(d+1)(d+2);
x::rf%d(dJrl) ;

Figura 1.3: Calculo de la inversa de c.

Input: r: The code of a sequence.
n: The length of the sequence to be

decodified.
Output: x = |r

Algorithm InvCode
{ ifn=1then x:=7r
else
{ (a,b) := InvCantor(r)
x1 := InvCode(n — 1,a
x := Append(x1, b)

)
}

}

Figura 1.4: Célculo de la inversa de f,.

Input: r: The code of a sequence.
Output: x = [r|

Algorithm InvCodeStar
{ (n1,71) := InvCantor(r) ; n:=ny; + 1 ; x := InvCode(ny,r1)

}

Figura 1.5: Célculo de la inversa de f*.



10 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

<Prueba> = <Variable> # O\< Variable> =0
(Instruccién) = mil|( Variable) + +|( Variable) — —|
while <Prueba> do <ngmma>
(Rutina) == (Instruccion) ; (Instruccion)|
<Inst7“uccio’n> ; <Rutma>
(Programa) = (Instruccién)|{(Rutina)}

Figura 1.6: Reglas de produccion en el lenguaje de los programas-while.

1.4.1 Programas-while

Consideremos los siguientes conjuntos de simbolos:

Alfabeto = {0} U Variables U Especiales
Especiales  :  },{,++,——,=,#,;,while,do
Los simbolos de funciones unarias ++ y —— se interpretan naturalmente:
I o — r—1 six>0
0 en otro caso.

La coleccién de programas-while se define recurrentemente. En la figura (1.6) resumimos la sintaxis de
los programas-while y de ahi se ve que los programas-while provienen de una sintaxis muy sencilla.

1.4.2 Macros

A pesar de su sencillez los programas-while son muy expresivos. Definimos en esta seccién algunos proce-
dimientos mediante correspondientes programas-while. Ulteriormente, en la presentacién de estos programas
nos referiremos a algunos de los macros aqui definidos. Sin embargo, el lector ha de tener en cuenta que,
estrictamente, toda vez que aparezca un macro se ha de sustituir ese macro por el esquema que aqui se
presenta para tener un programa-while.

Asignaciones

Asignar valores a variables.

| while 7 #0do z— — |

{ z:=0;
whiley#0do {z++;y——}
}

3. x :=n, donde n es un nimero natural.

En efecto, hagamos |rg = while z #0do = — — ‘ y para cada n € N, sea ’Tn+1 = rp;z++| En-

tonces el macro x := n coincide con el programa .
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Operaciones aritméticas

Algunos macros para calcular funciones elementales son los siguientes.

4. Suma: z: =z 4y

{ z:=u;

whiley#0do { 2+ +;y——}
}

. — iz >
5. Diferencia acotada: z := z—y = { r—y siv=9y

0 en otro caso.
{ z:=u;
whiley #0do {z——;y——}
¥
6. Producto: z:=x*xy
{ 2:=0;

whiley #0do{z=z4+2;y——}

}

7. Divisiéon entera: z :=x div y

{ 2z:=0;
W= x=y
whilew#0do { z++ ; w:=w—y }

}

8. Parte entera del logaritmo en base 2: z := |log, x|

{ 2:=0;
w:=1;
vi=T—w

whilev#0do { z++;w:=2%xw;vi=z-w }

}

Pruebas compuestas

Las pruebas compuestas se definen como sigue

<TérmBas> n=
<Prueba00mp> =

Variable) |( Nimero)

TérmBas) = ( TérmBas)|
TérmBas) # ( TérmBas)|
TérmBas) < (TérmBas)|
PruebaC’omp> A <Prueba00mp>|
PruebaComp> \% <PruebaComp>|
—|<Prueba00mp>

o o o o~~~
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Proposicion 1.4.1 La proposicion

while <Prueba(]0mp> do <Progmma>

es un macro en el lenguaje de los programas-while.

DEM. Para cada prueba P construimos una expresiéon Ep tal que

P(X) = Verdadero < Ep(X)=1
P(X) = Falso < Ep(X)=0
De manera recursiva;:

PX,)Y)=(X<Y) = Ep(X,)Y)=(Y-X)-(Y-X)——
P(X) =P (X)ANP(X) = Ep(X)=(Ep(X)+ Ep, (X)) — —
P(X)=P(X)VP(X) = Ep(X)=(Ep(X)+ Ep,(X))—(Ep,(X) + Ep,(X)) — —
P(X) =~P(X) = Ep(X)=1-Ep(X)
PX,)Y)=(X=Y) = Ep(X,Y) = E (x<v)r-(v<x)(X,Y)
PX,)Y)=(X#Y) = EP(X7Y):Eﬁ(X:Y)(XaY)

Macros de programacion

Proposicién 1.4.2 Las proposiciones (if - then ), (if - then - else ), (repeat -until ) son macros en los
programas-while.

DEM. Como un mero ejemplo, tenemos que al esquema [if PC then Prog] se le puede expresar como sigue

{ v:=0;
while PCA (v=0) do { Prog;v++ }
}

Proposicién 1.4.3 La proposicion (for <C’tr> = Cinicial O Cfinar do Prog) es un macro en los programas-
while.

DEM. De manera mds bien tosca, tenemos que el esquema [for w = ¢;p;cial tO Cinas do Prog(w)] es equivalente
al siguiente

{ VU 1= Cfinal—Cinicial ; W = Cinicial ;

while v # 0 do { Prog(w) ; w++;v——}
}

1.4.3 Semantica de los programas-while

En cuanto a la seméantica de los programas-while, introduciremos primero la nocién de estados y a cada
programa lo veremos como un proceso que transforma estados en estados.
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Si P es un programa-while y [z1...7;] es la lista de variables que aparecen en P, entonces N* es el
espacio de estados o configuraciones de P. Los estados se transforman entre si mediante la aplicacion de
programas o instrucciones.

Si P es un programa o instruccién y x € N* es un estado, denotaremos por y = P(x) al estado al cual
P transforma la entrada x.

Introducimos como un estado suplementario al estado de indefinicion o indeterminado, denotado usual-
mente por el simbolo L.

Reglas de transformacion

— [, ) i+t sig=
P =[z; + +] = Vj.y]{wj §ij£i

= [ — — Co ) mi—— sij=i
P=z ] = Vj:y, {mj §ijAi
P = [Py; P, = y=P(Pi(x))

PP(x) i 3n = Min{m|~6(P}" (x))}

P = [while ¢(x) do P1] = y= { n en otro caso.

Escribiremos

Px)T & Pkx) =1
P(x)] & Pkx)#

En el primer caso, diremos que el programa P diverge para los datos x. En el segundo, naturalmente, diremos
que el programa P converge.

1.5 Funciones computables

Las funciones computables son las que se calculan por programas-while.

Si P es un programa-while y [z1...xz;] es la lista de variables en P entonces consideraremos a las
primeras variables como variables de entrada y a las ultimas como de salida, de manera s6lo un poco més
precisa, para n,m € N consideraremos

Xp =[z1...2,] : lista de variables de entrada

x ™=

Th—mt1 - Tp—12g] : lista de variables de salida
Diremos que el programa P calcula, o computa, a la funcién

fP,n,m :N* — N7”

in<
donde x|, = [x,0k—n] sin<k
(1.5 (X)  en otro caso.
En este caso definimos,
Dominio de fpy.m dom, (fpnm) = {xeN|P(x],) |}

Imagen de fpnm iman, (fpnm) = {yeN"ZxeN':y=P(x],) "}
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En adelante omitiremos los subindices n,m y k.

fp total & dom, (fp) = N".

Una funcién f: N™ — N™ se dice ser computable si existe un programa-while tal que f = fp.

1.6 Maquinas de Turing

Las mdquinas de Turing son autématas que pueden ser vistos como mecanismos formales de cémputo y, en
términos de ellas, plantear de manera alternativa la nocién de computabilidad.

1.6.1 Introduccién a las maquinas de Turing

Estas son autématas finitas con dos pilas que tienen un tope comin. Ambas pilas forman una cinta. El
tope comun es la casilla escudrinada (scanned cell), una pila es la parte de la cinta a la derecha de la casilla
escudrinada y la otra pila es su parte izquierda.

De manera més extensa, podemos plantear a las maquinas de Turing como sigue:

Una méquina de Turing M consta

e de una cinta lineal no-acotada conformada por casillas, de hecho la cinta puede ponerse en correspon-
dencia con el conjunto Z de los ntiimeros enteros. La tnica restriccién sobre la cinta es que, en todo
momento, todas sus casillas estdan en “blanco” salvo un ndmero finito de casillas (aunque ese ntmero
finito puede ser arbitrariamente grande),

e de un mecanismo de control que es propiamente un autémata que puede asumir diversos estados,
e de una cabeza lectora que le permite escudrinar, en cada instante, una casilla en la cinta, y

e de un programa, el cual es una lista de quintuplas.

Cada quintupla de M es de la forma gs — ptm donde ¢, p € Estados , s,t € Alfabeto , m € {Izqu, Dere, Alto}.
La connotacién que se le asigna a esa quintupla es la siguiente:

“Si en el estado g se lee en la cinta el simbolo s, entonces primero se sustituye a s por t, luego se
pasa al estado p y, al final, se pasa a examinar la casilla adyacente en la direccion de m”.

Como una primera representacién de una maquina M, podemos identificarla con su propio programa.
De hecho, al ordenar al conjunto EA = Estados x Alfabeto, la lista de quintuplas M = {¢gs — ptm}qS cEA
puede reescribirse como la lista de “tercetas” M = {ptm}qs cEA- la cual serd propiamente el “programa” de
la maquina de Turing.

Ejemplo: Cadenas equilibradas de paréntesis

Para tener una cadena equilibrada, cada “)” en ella ha de “empatar” con un correspondiente “(” que lo
anteceda. Para reconocer cadenas equilibradas, de manera general, a cada “(” ya empatado se le marcard
por una A como ya revisado y a cada “)” se le marcard por una B. Procederemos pues como sigue:

1. Inicialmente, se busca el primer “)”, yendo de izquierda a derecha.

2. Por cada “)”,
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1,2;1,2, Der : con cualquier cosa, salvo “)” avdncese a la derecha,
xz e {(’ b7 A’ B}7

1,);2,B,Iz¢g : con el primer “)”, marquese y retrocédase,

1,b;3,b, Izq : i la lista se acaba, revisese que todo haya sido mar-
cado,

2,y;2,y,Iz¢ : con cualquier cosa, salvo “(”, contintese el retroceso,
y 6 {)’ b? A7 B}7

2,(;1,A, Der : maérquese el “(” que empata y repitase el ciclo,

2,b;4, No, Alt : setermina la cadena y no existe el correspondiente “(”.
No hay equilibrio.

3,2;3,2,1z¢g : retrocédase ignorando las marcas, = € {4, B},

3,(;3,No, Alt : si quedare un “(”, éste ya no podria empatarse. No
hay equilibrio.

3,b;3,57, Alt . se agotd la cadena y todo se marcé. Si hay equilibrio.

Tabla 1.4: Méaquina de Turing para reconocer cadenas equilibradas de paréntesis.

0(0) AB(A1D) ABAAB3B
10(0) AB(AB1) ABAA3BB
1)) AB(A2BB ABA3ABB

2(B(()) AB(2ABB AB3AABB
A1B(()) AB2(ABB A3BAABB
AB1(()) ABA1ABB 3ABAABB
AB(1()) ABAA1BB 3VABAABB
AB((1)) ABAAB1B [S]ABAABB

AB(2(B) ABAABB1b

Tabla 1.5: Ejemplo de cémputo en la maquina de Turing que reconoce cadenas equilibradas de parétesis.

(a) se marca con B,

(b) se busca hacia la izquierda el primer “(” que lo empate,

(¢c) si no se encontrare tal “(” la cadena estd desequilibrada. En otro caso, el “(”

se repite este ciclo.

se marca con Ay

3. Si quedaren “(” no empatados, la cadena estd desequilibrada. En otro caso se tiene equilibrio y se
termina el proceso.

El procedimiento queda descrito como una maquina de Turing por la lista de quintuplas mostrada en la
tabla 1.4. Los cuatro estados de la maquina tienen una interpretacion evidente:

1 avanza a la derecha buscando “)”,

2 retrocede a la izquierda buscando “(”,
3 : revisa que todo haya sido marcado,
4

estado terminal.

Como un mero ejemplo, en la tabla 1.5 se ve la computacién correspondiente a una cierta cadena dada. En
cada instante, la casilla leida es la adyacente a la derecha del estado actual, el cual se escribe en negritas.

El lector no debe de tener dificultad alguna en reconocer la lista completa de quintuplas resultante del
ejemplo, la cardinalidad del conjunto E'A, producto cartesiano del conjunto de estados por el alfabeto, y la
representacién de la maquina como una lista de tercetas indicada por elementos en el conjunto EA.
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1.6.2 Computaciones en maquinas de Turing

Veamos aqui un enfoque formal a las maquinas de Turing.

Una méquina de Turing es una estructura de la forma M = (Q, A, t, g0, F') donde,

QQ : esun conjunto de estados,
A : es un alfabeto, con un simbolo distinguido, blanco, ag € A,
t : es una relacién de transiciones: t C (Q X A X Q X A x Movs),
qo : eselestado inicial, y
F : esel conjunto de estados finales.

De manera convencional se dice que

e M es determinista sit es una funcién ¢t : Q x A — @Q X A x Mows,

o M es indeterminista si t es una mera relacién,

Una descripcion instantdnea (DI) es una cadena de la forma
YqaX = ...Y_3Y_2Y_1QaT{T2x3 ... € AN Q x Ax AN,

con y_; = ag = x; c.t.p.-(4,7) (casi en todas partes resepcto a i, j). ¢ es el estado de la DI. La interpretacién
de una tal DI es, naturalmente, la siguiente:

“El contenido de la cinta es yax, se estd examinando el cardcter a y el control finito de la maquina
esta en el estado q.”

Alternativamente podemos distinguir a un simbolo de marca “e” para reconocer inicios y terminaciones de

DI’s. Una DI es inicial o final segtn lo sea su estado. Si ygpax es inicial decimos que la descripcién inicial
corresponde a la entrada ax. Si ygrax es final decimos que la maquina deja a la salida y.

o

Escribimos ygax — y’¢’a’x’ si es que existe una transicién (¢, a,¢’,b,m) € t tal que

ro_
{ }; B Z,bx, si m = Der
_ ! !
{ )gj B l}),xa sim = Izq

* . o . .’ . . o e
Denotemos por “—” a la cerradura reflexivo-transitiva de la relacién “—”. Si gox es inicial, yqp es final y

goX — yqr entonces decimos que M converge para la entrada x y escribimos M (x)=y.

Si DI = {DI;},_, , es una sucesiéon de DI's tal que DIy = qox, DIy = yqr y Vi < k : (DI; = DIi;1)
entonces decimos que DI es una computacion terminal que transforma la DI inicial en la final. Si DI no
corresponde a un estado final, la computacion se dice ser intermedia.

Asf{ pues, si M es una méquina y x es el contenido inicial en su cinta, M (x) denotard al contenido que
queda en la cinta cuando M se para a partir de x. Indicaremos que M no se para a partir de x escribiendo
M(x) 1, en el cual caso, diremos que M diverge con x.

1.6.3 Modelos restringidos de maquinas de Turing

Presentaremos algunas variantes de las méaquinas de Turing y veremos que son equivalentes todas ellas.
Mostraremos las equivalencias entre las diversas modificaciones de las maquinas de Turing de manera mas



1.6. MAQUINAS DE TURING 17

bien coloquial. Anque se puede presentar demostraciones rigurosas en base a descripciones instantédneas, aqui
las omitiremos con la certeza de que el lector podra construirlas a partir de las indicaciones que presentamos.

MT denotard a la clase de maquinas de Turing tal como las hemos definido.

Diremos que dos clases de maquinas M7 y Ms son equivalentes si toda mdquina en una clase es simulada
por una maquina en la otra, es decir,

o VM, € M3My € MaoVx : ¢(My(x)) = Ma(c(x)), y
o VM, € ModM; € MNy : d(M2(X)) = Ml(d(x))u

donde ¢y d son funciones apropiadas de conversion de palabras del alfabeto de una maquina a las del alfabeto
de la otra, que cumplen ademds ¢(1) =1= d(7), en otras palabras, las conversiones preservan el simbolo de
“indefincion”.

Ma&aquinas con cintas semi-infinitas, M7 SZ: Estas son miquinas de Turing donde las casillas de la cinta
se ponen en correspondencia con N mas no con Z, es decir, la cinta de cada maquina de esta clase tiene una
casilla inicial a la izquierda, digamos ¢y, y se prolonga indefinidamente a la derecha.

Proposiciéon 1.6.1 MT y MTSZ son equivalentes.

DEM. (B0sQUEJO) Por un lado, tenemos que toda maquina M7 SZ es en si del tipo M7 .

Reciprocamente, enumeremos las casillas de la cinta semi-infinita C' como cg, ¢y, ..., Cp, ... Dada una
maquina M del tipo M7 enumeremos a las casillas de la cinta de M como ...,d_,,...,d_1,do,dy1,...,dy, ...
Pongamos un simbolo especial S en ¢ e identifiquemos al sector “negativo” de la cinta de M con las casillas
impares de C' y al “no-negativo” de M con las casillas pares de C"

Vn>0: (d,n — anfl) AN (dn,1 — an+2)

Observamos que el movimiento hacia una casilla contigua en la cinta de M se traduce a dos movimientos
contiguos en C. Cada vez que se “atraviesa” S en C' se cambia de sentido: Un movimiento a la derecha en
M corresponde a dos hacia la izquierda en C' y viceversa.

Hechas estas observaciones, de manera directa se puede simular a M usando C. O

Maquinas con cintas de varias pistas, M7 VP: Estas son mdquinas de Turing cuyas cintas tienen
varias “pistas”. Pueden verse también como maquinas de varias cintas con movimientos “sincronizados”:
Todo movimiento que se haga en una cinta, se hace también en todas.

Proposicién 1.6.2 M7 y MTVP son equivalentes.

DEM. (B0sQUEJO) Por un lado, tenemos que toda maquina M7 es en si del tipo MTVP.

Reciprocamente, dada una maquina M* del tipo MTVP con k pistas, la podemos simular con una
maquina M del tipo M7 de cualquiera de las dos maneras alternativas:

1. Si A es el alfabeto de M*, entonces en cada momento el funcionamiento de M* depende de la lista de
k simbolos que aparece en la casilla actual, consistente de k casillas, una por cada pista. Esto define a
una maquina del del tipo M7 sobre el alfabeto A¥ que es una potencia cartesiana del original.

2. Consideremos una cinta de una sola pista en donde sus casillas se agrupan en bloques de k casillas. La
posicién j-ésima de la i-ésima pista en la cinta de M* corresponde a la posicién ((j — 1) - k + 4)-ésima
de la nueva cinta. En esta nueva, casillas contiguas en la misma pista de M* distanciardn de k casillas.
El mecanismo de funcionamiento se modifica para que cada movimiento de M* obligue a revisar un
bloque de k casillas y haga la modificacién correspondiente, trabajando siempre en bloques. O
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Ma&quinas con varias cintas, M7 VC: Estas son maquinas de Turing con varias cintas con movimientos
“independientes”.

Proposicion 1.6.3 MT y MTVP son equivalentes.

DEM. (B0sQUEJO) Demostraremos que M7 VP y MTVC son equivalentes.
En efecto, por un lado, tenemos que toda maquina M7 VP es en si del tipo MTVC.

Reciprocamente, dada una maquina M™? del tipo MTVC con k pistas, la podemos simular con una
maquina M "¢ del tipo MT VP, con 2k pistas como sigue:

Cada cinta C; da origen a dos pistas Pjo, Pj1. La pista Pj; tiene el mismo contenido que la cinta C;. La
pista Pjo estd en blanco salvo en la posicién donde se encuentra la j-ésima cabeza lectora de M nd en la
cual hay una marca “|” para marcar que ésa es la casilla escudrinada en la j-ésima cinta.

Con esto, la maquina M*™° se construye de manera inmediata. O

Mad4quinas con dos simbolos, M701: Estas son méquinas de Turing sobre el alfabeto (0 + 1).
Proposicién 1.6.4 M7 y MT01 son equivalentes.

DEM. (B0sQUEJO) Por un lado, tenemos que toda maquina M7 01 es en si del tipo M7T.

Reciprocamente, dada una maquina M del tipo M7 sobre un alfabeto con m simbolos, sea k = [log, m].
Cada simbolo en el alfabeto puede codificarse mediante una cadena de k bits. Por tanto M puede verse como
una m”aquina de k pistas. De acuerdo con la segunda construccién de la maquina del tipo M7 simuladora
de una maquina del tipo M7 VP, obtenemos una maquina del tipo M7 01 que simula a M. O

1.6.4 Computabilidad-Turing

Una funcién N® — N se dice ser computable-T, o computable-Turing, si existe una maquina de Turing que
la calcula.

Aunque basicamente es correcta esta definicién, es evidente que quedan algunos elementos en ella que
aun no han sido precisados.

Antes que nada, consideraremos en esta seccién que los niimeros naturales se estan representando en base
2, utilizando unicamente a los digitos 0, 1. Consideraremos también al menos dos simbolos més: la coma “,”
para separar numeros, y el “blanco”, “b”, para marcar en su totalidad, salvo un nimero finito de casillas,
a la cinta de cualquier maquina de Turing. Asi, por ejemplo, el vector (1,2, 3) se representa por la cadena

b1,10,11b. Sea Ay = {0,1,/,/,b} el alfabeto consistente de esos cuatro simbolos.

Dado x = (x1,...,%,) € N™ la representacién de x es [x] =’ b(z1)2, - -, (z)2b" donde para cada nimero
m € N, (m)s es la representacién binaria de m. Aunque x y [x] son dos entes distintos (uno es un objeto,
un vector, y el otro es la representacién de ese objeto), en la practica los confundiremos y no haremos més
distincién entre objetos y sus representaciones.

Sea A un alfabeto que contenga a Ay y sea M una méaquina de Turing sobre A con estado inicial ¢q.
Sea x € N™. Por gox denotamos a la descripcion instantdnea que dice que el contenido de la cinta de la
maquina de Turing es la representacion del vector x, que el estado actual de la maquina es el inicial qg y
que se estd escudrinando la casilla més a la izquierda de [x| que no estd en blanco. Si g es un estado final,
con la notacién yq designaremos la situacion de que la méquina ha arribado al estado g y la cadena de 0’s,
1’s y comas inmediatamente a la izquierda de la casilla escudrinada corresponde a un vector de niimeros
naturales.
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Escribiremos M F ¢ox — yq para indicar que mediante computaciones legales de M, partiendo de la
descripcién instantdnea gox, en algiin momento se deriva la descripcién yq. En tal caso, escribimos M (x) = y.
Si la maquina no se para a partir de gox escribiremos M (x) 1. La funcién que calcula M es fu; : x — M (x).

Asi pues, una funcién f : N — N es computable-T si y sélo si existe una maquina de Turing sobre un
alfabeto A D Ag tal que f = fas.

Comparemos pues las nociones de computabilidad introducidas hasta ahora:

Lema 1.6.1 Toda funcion computable-T es computable (mediante programas-while).

DEM. (B0sQuUEJO) La demostracién formal de este lema puede ser muy engorrosa y acaso poco ilustrativa.
Lo que hay que ver, en esencia, es que el programa de cualquier maquina de Turing, es decir, su mecanismo de
control visto como una lista de quintuplas, puede ser convertido en un programa-while. En otras palabras,
lo que hay que ver es que toda maquina de Turing puede ser simulada por un programa-while. Lo que no es
otra cosa sino que las maquinas de Turing pueden ser programables en el marco de la programaciéon-while.
Cualquier programador con experiencia media quedara convencido de que esto tltimo, en efecto, si es posible.
O

Reciprocamente, se tiene

Lema 1.6.2 Toda funcion computable es computable-T .

DEM. Observemos las reglas que definen a los programas-while en la figura (1.6). Primeramente observamos
que el decidir si acaso el contenido de una variable es nulo o no lo podemos hacer con maquinas de Turing.
También mediante ellas podemos calcular a las funciones z 4+ + y x — —.

Ahora es claro que dadas dos méquinas de Turing M; y Ms, se puede construir una tercera maquina
de Turing M3 tal que, para cualquier posible entrada x se tiene M5(x) = Ma(M;(x)). Por tanto, si los
programas-while P; y P, fueran simulados por las maquinas de Turing M; y M5 entonces la concatenacién
P1; P se simula por Ms. En otras palabras, la clase de maquinas de Turing es cerrada bajo composicion.

También, tenemos que si el programa-while P; fuese simulado por una maquina de Turing M entonces

el esquema ’ while z # 0 do P; ‘ se puede también simular por una maquina de Turing. O

De ambos lemas, obtenemos,

Teorema 1.6.1 Las nociones de computabilidad-Turing y computabilidad (mediante programas-while) coin-
ciden.

1.7 Tesis de Church

Tesis de Church: El concepto anterior de computabilidad coincide con el intuitivo de computabilidad
efectiva.

En el presente curso formularemos varios enfoques alternativos de la nocién de computabilidad. Siendo
que todos esos son equivalentes, la tesis de Church ha prevalecido. No hay manera de demostrarla pues es
tan solo una convencion.
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1.8 Propiedades de cerradura de funciones computables

En la seccién anterior introdujimos a las funciones computables como aquellas que son calculables por
programas-while. En esta seccién presentaremos algunas propiedades de cerradura de las funciones com-
putables, vale decir, presentaremos algunos esquemas de composicién de funciones tales que actuando sobre
funciones computables dan, también, funciones computables. Veremos ademds que, aunque la clase de
funciones computables es muy grande, es numerable. Esto, con un simple argumento de cardinalidad de
conjuntos, implica que hay una gran cantidad de funciones de los naturales en los naturales que no son
computables.

Si Ay B son dos conjuntos, escribiremos
B4 ={f:A— B|f es una funcién}

para denotar a las funciones con dominio en A y contradominio en B.

Esquema de composiciéon

Este esquema proporciona la composicién tipica de funciones, es decir, la composicién en el sentido algebraico.

Dada una funcién de k argumentos y dadas k funciones, de n argumentos cada una, al componer a las
segundas con la primera obtenemos una funcién de n argumentos,

; — (N)Nn .

Comp : (N)Nk X ((N)Nn)

Si fi,..., fr : N® = N son k funciones y ¢ : N* — N es otra funcién, la composicion de las f’s con la g es la
funcién
9(fr,-- o fi) : N — N
x = g(fi(x),..., fw(x))

Hacemos, Comp(g; f1,--., fx) = g(f1,-- -, fx)-

Esquema de minimizacién

Dada una funcién f : (x,y) — f(x,y) de n+1 argumentos podemos construir una nueva funcién g : x — g(x)
asocidndole a cada x el minimo y para el cual se anula la seccidn fx : y — f(x,y) de f a la altura x. g se
obtiene de minimizar a f. Asi pues, este esquema toma una funcién de n + 1 argumentos y produce otra de
n argumentos,

N

Mini: (NN — (Y

Miés precisamente:
Si f: N"t! — N es una funcién total, es decir, definida en todos las posibles instancias a sus argumentos,
definimos
(ylf=0)):N" — N

{ Min{y|f(x,y) = 0} si existe tal y,
1

b
en otro caso.

Hacemos, Mini(f) = (py[f = 0]).
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Esquema de minimizacién acotada

La tnica diferencia, que efectivamente es muy sustancial, con el esquema de minimizacién es que dada una
funcién f : (x,y) — f(x,y) de n+1 argumentos al construir su minimizacién g : x — g(x) asocidndole a cada
x el minimo y para el cual se anula la seccién fx : y — f(x,y), para cada x se busca la y correspondiente
hasta que no se exceda un cierto limite z marcado por un (n + 1)-ésimo argumento para g. As{ pues, este
esquema toma una funcién de n + 1 argumentos y produce otra de n 4+ 1 argumentos,

MiAc : (N)N"+1 — (N)Nn+1

Si f:N"*! — N es una funcién cualquiera definimos

(y<:lf =0) :N"xN - N

{ Min{y < z|f(x,y) = 0} si existe tal y,
z

(x,2) = en otro caso.

Observamos que si py<.[f = 0](x,2) = z entonces pueden ocurrir dos situaciones: Bien f(x,z) = 0 o bien

ningiin y < z cumple que f(x,z) = 0. Cuél de estos dos casos ocurre puede dilucidarse calculando el valor
de pry<+1[f = 0](x,z + 1).

Hacemos, MiAc(f) = (py<:[f =0]).

Esquema de recursion

Una tipica aplicacién de este esquema define a una funcién f haciendo

’ f(x,y) = [if y = 0 then g(x) else h(x, f(x,y — 1))] ‘

La funcién g esta definiendo el caso “base” de la recurrencia, en tanto que la funcién h define precisamente
el recurrente. En h, puede también ocurrir ¥ como un argumento. Asi pues, este esquema se aplica sobre
dos funciones, la primera correspondiente al caso “base” con n — 1 argumentos y la segunda correspondiente
al caso recurrente con n + 1 argumentos, y produce una funcién con n argumentos,

Nn+1

Recu : (N)NW1 x (N) — (N)Nn .

Maés precisamente:

Sig:N"! = Nyh:N"" — N son dos funciones definimos

f:N* —» N
(Xa y) = f(X, y)
donde
Caso base : f(x,0) = g(x)
Caso recurrente : Yy f(x,y+1) = h(x,y, f(x,y))

Hacemos, Recu(g; h) = f.

Esquema de recursion acotada

Este esquema es similar al anterior, con la sola excepcién de que los valores de la funcién que se define
recurrentemente no excedan los de una tercera funcién dada,
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Input: £ functions f1,..., fr : N* = N|
g :NF — N and

x € N”
Output: r = Comp(g; f1,- .-, fr)(X)

{ for i=1to kdo y; = fi(x);
7i=g(yi, - Yk)

Figura 1.7: Seudocédigo correspondiente al Esquema de Composicion.

Nn+1

Rede: NV x )Y x Y o (o)

Maés precisamente:

Sig:N*! =N, h:N""! - Nyc:N"— N son tres funciones definimos

f:N* —- N
(xy) — f(xy)
donde
Caso base : f(0,x) = g(x)
Caso recurrente : Yy fx,y+1) = hxy f(x,9))
Condicidn de acotamiento : Yy fxy) < elx,y)

Hacemos, ReAc(g; h;c) = f.

Computabilidad de los esquemas

Proposiciéon 1.8.1 Si g, fi1,..., fx, [, h,c son computables, entonces
Comp(g;f17"'7fk) 9
Mini(f) ., MiAc(f) ,
Recu(g; h) y  ReAc(g; h;c)

son computables también.

DEM. (B0sQUEJO) En la Figura 1.7 presentamos un seudocddigo para calcular la composicién de funciones.
En la Figura 1.8 presentamos sendos seudocédigos para calcular el esquema de minimizacién (incondicional) y
el correspondiente acotado. En la Figura 1.9 presentamos sendos seudocédigos recursivos para calcular el es-
quema de recursién (incondicional) y el correspondiente acotado, sin embargo estos dos tltimos seudocédigos
no son estrictamente “legales” pues no hemos atin introducido la nocién de programa-while recursivo. En
la Figura 1.10 presentamos otros dos seudocodigos para los esquemas de recursiéon utilizando tnicamente
macros ya introducidos. A partir de tales ejemplos el lector podra observar la transformacién que se ha de
hacer sobre los programas recursivos para obtener programas-while equivalentes. O

1.9 Numerabilidad de la clase de funciones computables

Veremos en esta seccién que la clase de los programs-while es numerable.
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Input: f:N"T! — N total function and

xeN"
Output: r = Mini(f)(x)

{ y=0;
while f(x,y) #0do y+ + ;
r=y)

Input: f:N"T! — N total function and
(x,z) € Nntl
Output: r = MiAc(f)(x, z)

{ y:=0;
while [f(x,y) # 0] Ay < z] do y+ + ;
ri=y}

Figura 1.8: Seudocédigos correspondientes a los Esquemas de Minimizacién.

Input: g¢:N""! — N base function,
h: N*t! & N recurrent function and
(x,y) € N"

Output: r = Recu(g; h)(x,y)

Algorithm Recu
{ if y =0 then r:= g(x)

else

{ w = Recu(ga h7 (Xay_ 1)) 5
ri= h(x,y,w)

}

}

Input: g¢:N""! — N base function,
h : N**1 — N recurrent function,
¢ : N — N bounding function and
(x,y) € N*

Output: r = ReAc(g; h)(x,y)

Algorithm ReAc
{3t [y = 0] A [g(x) < e(x)] then 7 := g(x)
else
{ w:=Rehc(g,h,(x,y—1));
r1 = h(x,y,w) ;
if 1 <e(x,y) then r :=r;
}
}

Figura 1.9: Seudocdédigos recursivos correspondientes a los Esquemas de Recursién.

Input: g¢:N""! — N base function,
h : N**1 — N recurrent function and
(x,y) € N"

Output: r = Recu(g; h)(x,y)

{ 90=0;7r0:=g(x);
while yg < y do
{ro:=h(x,90+1,70) ; o+ + }
ri=rg

}

Input: g¢:N""! — N base function,
h :N*"+! - N recurrent function,
¢ : N" — N bounding function and
(x,y) € N"

Output: » = ReAc(g; h)(x,y)

{ vo=0;70:=g(x);
while yo < y do
{7o:=h(x90+1,70) ;90 ++ }
if rg < ¢(x,y) then r:=1

}

Figura 1.10: Seudoprogramas-while correspondientes a los Esquemas de Recursién.
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0 ro = whilex#0do 2 —— | po = {ro}

1 1 = ro;x++ V41 = {r}

2 T9 = rye++ D2 = {ry}
n+1l|rppy1 = ryr++ Pnt+1 = {Tn+1}

En cada renglén, en la primera columna aparece el correspondiente natural,
en la segunda la lista de instrucciones y en la tercera el numeral correspon-
diente, visto éste como un programa-while.

Tabla 1.6: Numerales como programas-while.

Un numeral es la representacién formal de un nimero natural en una teoria dada. Asi, por ejemplo, la
cadena de (n + 1) 1’s, 1", es el numeral del ntimero n en la teorfa 1* (tomamos como 1 al numeral de 0
para distinguir a 0 de la palabra vacia). La representacién en base 10 de un ntimero natural n puede ser
vista como el numeral de n en el lenguaje (0+14+2+3+4+5+6+ 7+ 8+ 9)*. Se sabe bien que en este
dltimo lenguaje, el numeral de un nimero es unico salvo 0’s a la izquierda, “pues ésos no cuentan”.

Observacion 1.9.1 Los numero naturales son expresables mediante numerales constructibles como programas-
while.
En la tabla 1.6 presentamos una descripcién inductiva de esos numerales.

Esta propiedad de los programas-while hace que los programas-while se puedan codificar mediante ellos
mismos, simplemente componiendo las correspondencias siguientes:

Clase de programas-while 2 N Z ’ Clase de programas-while
P — n=%®P) — Dn

donde @ es la funcién de enumeracién de los programas-while, de cuya existencia nos ocuparemos inmedia-
tamente, y W es la correspondencia entre niimeros y numerales descrita en la tabla 1.6.

1.9.1 Codificacion de programas-while
Escritura de variables
Fijemos primero un acuerdo para utilizar variables en los programas-while. Supondremos a las variables

formadas por el prefijo X y una cadena en {0, 1}. Asi pues, las variables son las cadenas formadas de acuerdo
con las siguientes reglas gramaticales:

(Digito) = 0|1
<ListaDz’gitos> n= il <Dz’git0> <ListaDz’gitos>
< Vam’able> n= X<ListaDz’gitos>

Codificacion de simbolos

El alfabeto de los programas-while consta de 11 simbolos. Puesto que 23 < 11 < 2% utilizaremos 4 bits
para referirnos a cada uno de los simbolos y utilizaremos un bit méas como “separador” de simbolos. En
la tabla 1.7 presentamos la codificacién de los simbolos de los programas-while que utilizaremos en esta
seccion.
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Simbolo | Cddigo binario | Cédigo decimal
while 10000 16
do 10001 17
{ 10010 18
} 10011 19
++ 10100 20
—— 10101 21
# 10110 22
X 10111 23
0 11000 24
1 11001 25
; 11010 26

Tabla 1.7: Codificacién del alfabeto de los programas-while.

Codificacién de programas y tiras de simbolos
Cada palabra P, en el alfabeto de los programas-while, se codifica por el nimero cuya representacion binaria
coincide con la yuxtaposicién de los cédigos de los simbolos en las palabras. Esto define una funcién

[-] : programas-while — N.

Ejemplos:
1. [: X + +] = (11010 10111 10100), = 27380.
2. [ro] = [whilez #0do z— —]

= (10000 10111 10110 11000 10001 10111 10101)4
= 17975494389

3..10] = [po]
18328 + [ro] - 32+ 19
1193691111091

4. De manera recursiva, tenemos Vn > 0:

|—Tn~| = |—rn71~| : 323 + |—; X + +~|
32%m —1
= 32%" P X =
|—T0—| + |—a + +—| 323 1
= Agiggf(589003024671743-323"-—27380)
32767
y
] = [pn]

= 18-32%F" 4 1,732+ 19
Asi se tiene que, de acuerdo con la codificacién indicada, los c6digos de los primeros 6 numerales son:

[0] = 1193691111091
1 667367018346667667
[2 21868282457183606365843
3 716579879556992413396197011
[
[

4 23480889493323527402166583910035
5 769421786917225345914194621564280467

—_—
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Observaciones sobre la codificacion

Denotemos por Alf* al conjunto de tiras sobre el alfabeto de los programas-while.

1. [-]: Alf* — N es una funcién

(a) efectivamente calculable, es decir, dada una tira cualquiera P € Alf* se obtiene de manera pro-
cedimental su cédigo [P],

(b) inyectiva, pues para que [P;] = [P»] es necesario que P, = P», cualesquiera que sean las tiras
P17 P2 S Alf? y

(¢) que no es suprayectiva, pues la representacién binaria de cualquier nimero en la imagen de [-]
ha de tener una longitud que es un multiplo de 5 y en cada posiciéon multiplo de 5, contada de
derecha a izquierda, ha de estar “prendido” el bit correspondiente. En otras palabras, un nimero
estd en la imagen de [-] si y sélo si al escribir a ese niimero en base 32 = 25, s6lo aparecen los
digitos que estan entre los nimeros decimales 16 y 26 inclusive.

. Puesto que la clase de los programas-while es un subconjunto propio de Alf* tenemos que el conjunto

de c6digos de programas-while, N C N, es un subconjunto propio de la imagen de [-].

. Sin embargo, dado n € N es algoritmicamente decidible si acaso existe un programa-while P tal que

n=[P].

En efecto, dado n se puede calcular, mediante la “division larga” de enteros, la representacién en base
32 de n y, obtenida ésta, hacer la conversién a una palabra p, € Alf* mediante la codificacién descrita
en la tabla 1.7. Luego, mediante un autémata de pila, se puede ver si acaso p,, se ajusta a la gramaética
de los programas-while.

. El procedimiento descrito en el punto anterior para obtener p,, € Alf* dado n € N es un procedimiento

efectivo para calcular la inversa de la codificacién [-].

. La codificacién ® mencionada inmediatamente después de la observacién 1.9.1 es, precisamente, la

codificacién [-] restringida a la clase de programas-while.

Para cada programa-while P, el nimero ip = [P] es el indice del programa P. Consecuentemente, P

se dice ser el ip-ésimo programa-while P = P;,.

Ahora bien, las funciones computables son las que se calculan mediante programas-while. Por tanto,

podemos generalizar la nocién de indice a las funciones computables como sigue:

Vn > 0y para cada i € N, el i-ésimo programa-while P; calcula a la funcién

fi(n):N" — N

(1, Tn) y:fi(n)(xl,...,xn)

donde y es el valor obtenido como sigue:

1. Si Xy,..., X\ es la lista de variables de P;, en funcién de cémo se compare n con k, se instanciara a

las variables de entrada como sigue:
]CSTLV]Sk(XJ ZZSUj)

E>n:Vj<n(X;:=uz)|A[Vj€n+1,k(X; :=0).

2. El valor que queda en la ultima variable X cuando termina P;, si acaso terminare, es el asignado a y.
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Una funcién es computable si coincide con alguna de la forma fi(”). Si f:N" — Nescomputabley f = fi(")
entonces ¢ se dice ser un indice de f.

Proposicién 1.9.1 Toda funcion computable tiene una infinidad de indices.

DEM. (BOSQUEJO) Sin entrar en minucias, tenemos que dos programas-while calculan a una misma funcién
si, por ejemplo, uno posee variables “mudas”, es decir, irrelevantes para el calculo, que no aparecen en el
otro, o bien si uno posee “instrucciones ociosas”, digamos una secuencia de la forma (z + +;2 — —;)* y, en
todo lo demas, coincide con el otro programa. Dos tales programas son equivalentes y cada tal programa da
un indice para la funcién que calcula. O
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Capitulo 2

Funciones recursivas primitivas

En este capitulo haremos una presentacion formal de las funciones recursivas primitivas. Veremos que todas
ellas son computables.

Introduciremos la jerarquia de Grzegorczyk como un ejemplo de una jerarquia de complejidad. En el
primer nivel de esta jerarquia estan las asi llamadas funciones elementales. Mostraremos que éstas pueden
ser definidas, siempre de manera equivalente, partiendo de diversos esquemas de composicién. Finalmente,
la funcién de Ackermann nos proveera de un ejemplo de una funcién que, siendo computable, no es recursiva
primitiva.

2.1 Conceptos basicos

Recordamos que N* denota al conjunto de secuencias de nimeros naturales, incluida entre ellas a la vacia,
nil, y que este conjunto es numerable. Por tanto, médulo una funcién biyectiva podemos identificar a N*
con N mismo, y lo mismo podria hacerse para cada producto cartesiano N, con n > 0.

De manera estricta, podriamos plantear a la teoria de las funciones recursivas primitivas, considerando
a todas ellas con dominio en N. Sin embargo, es convencional referirse a un dominio del tipo N™ para cada
funcién recursiva primitiva y, asi, nos ajustaremos a esa convencion.

La clase FRP de las funciones recursivas primitivas es la clase minima de funciones que cumple con las
propiedades siguientes:

1. Caso “base”. Las siguientes funciones estan en la clase FRP:

Funcién “Cero” . 0:N—-N |, z~0.
Funcién “Sucesor” . suc:N—->N | z—z+1.
i-ésima proyeccién de orden n . 7w :N" =N | x=(1,...,2,) — ;.

2. Caso inductivo. La clase FRP es cerrada bajo los esquemas de composicion y recursion, i.e.

gaf17"'7fk€fRP = OOmp(Q?flaafk)efRP
g, h e FRP = Recu(g; h) € FRP

Proposicion 2.1.1 Toda funcion recuriva primitiva es computable.

DEM. Se puede mostrar esto por induccién en la definicién de las funciones recursivas primitivas. Para esto,
basta ver que cada una de las funciones béasicas en las recursivas primitivas es computable, lo cual es directo;

29
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y hay que tener en cuenta que la clase de las funciones computables es cerrada bajo los dos esquemas de
composicion y de recursion que definen a las recursivas primitivas. O

Veamos algunos ejemplos de funciones en FRP.

1. Constantes. Para cualquier m € N la funcién constante x — m estd en FRP.
En efecto, probemos la aseveracién por induccién en m.
Para m = 0 se cumple pues la funcién Cero estd efectivamente en FRP.
Sea m > 0. Supongamos que la funcion ¢, : z — m estd en FRP. Es claro que ¢, 11 = suco ¢,,. Por

tanto, ¢, 41 estd en FRP como composiciéon de dos funciones en FRP.

2. Suma. Ya que para cualesquiera z,y € N se cumple

z+0 = =
r+@y+1) = (@+y +1
se tiene que
Suma(z,0) = identidad(z)
Suma(z, suc(y)) = suc(Suma(z,y))

Por tanto, Suma(z,y) = Recu(ri, h)(x,y), donde Vz,y, 2 : h(x,y,z) = suco 73(x,y,z), de lo cual se

sigue directamente que Suma € FRP pues se obtiene por el esquema de recursion de funciones en
FRP.

3. Producto. Ya que para cualesquiera x,y € N se cumple

z-0 = 0
z-(y+1) = w-y+uw
se tiene que
Producto(x,0) =0
Producto(x, suc(y)) = Suma(Producto(x,y), identidad(z))

Por tanto, Producto(x,y) = Recu(0,h)(z,y), donde Vz,y,z : h(z,y,2) = Suma(n$, 73)(x,y,2), de
lo cual se sigue directamente que Producto € FRP pues se obtiene por el esquema de recursiéon de
funciones en FRP.

Yy
4. Suma reiterada. Si f es una funcién recursiva primitiva definamos g : y — Z f(x). g es la sumatoria
=0
de f.
9(0) = f(0)
gly+1) = gly)+fly+1)
se tiene que
9(0) = f(0)

g(suc(y)) = Suma(f(suc(y)),9(y))

Por tanto, g(y) = Recu(f o i, h)(y), donde Yy, z : h(y, z) = Suma(f(suco ?),73)(y, z), de lo cual se
sigue directamente que g € FRP pues se obtiene por el esquema de recursiéon de funciones en FRP.

Lo mismo vale si, en vez de considerar a la operacién Suma, se considera a una operacién binaria que
sea asociativa, como lo es, como un segundo ejemplo, la operacién Producto.
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. Antecesor. Sea ant : x — {

. Diferencia acotada. Consideremos la funcién DA : (z,y) — z—y = { r—y

. Distancia. Sea dist: (z,y) — |z —y| = {
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. 0 siz=0,
5. Signo. Sea sgn: x — { 1 siz>0
Tenemos
sgn(0) = 0
sgn(y +1) =
por lo que se tiene
sgn(0) =0
sgn(suc(y)) = suc(0)

Por tanto, sgn(y) = Recu(0, (suc o 0))(y), de lo cual se sigue directamente que sgn € FRP pues se
obtiene por el esquema de recursién de funciones en FRP.

. _ 1 siz=0,
. Signo complementado. Sea sgn : T +— { 0 siz>o0.
Tenemos
sgn(0) =
sgn(y+1) = 0
por lo que se tiene
sgn(0) = suc(0)
sga(suc(y) = 0

Por tanto, 5gn(y) = Recu((suc o 0),0)(y), de lo cual se sigue directamente que sgn € FRP pues se
obtiene por el esquema de recursién de funciones en FRP.

six =0,
z—1 sixz>0.

Tenemos
ant(0) = 0
ant(y+1) = y
por lo que se tiene
ant(0) =0
ant(suc(y)) = y

Por tanto, ant(y) = Recu(0,7})(y), de lo cual se sigue directamente que ant € FRP pues se obtiene
por el esquema de recursién de funciones en FRP.

siz >y,

0 en otro caso.

Ya que para cualesquiera z,y € N se cumple

=0 = z
a—(y+1) = ant(z—y)
se tiene que
DA(x,0) = identidad(z)
DA(z, suc(y)) = ant(DA(z,y))

Por tanto, DA(z,y) = Recu(ri, h)(z,y), donde Vz,y, 2 : h(z,y,2) = antor3(x,y, z), de lo cual se sigue
directamente que DA € FRP pues se obtiene por el esquema de recursién de funciones en FRP.

r—y sixz >y,
y—zx siz<y.

Ya que Va,y : dist(x,y) = (x—y) + (y—x) se tiene que dist € FRP.
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. . L . 1 i A,
Sea A C N™ un subconjunto. La funcidn caracteristica de A es la funcién x4 : x — { 0 zi i ; A

Asi pues, x4 hace las veces de un ordculo que para cada x € N™ decide si acaso x € A.

El conjunto A C N se dice ser recursivo primitivo, y abusando de la notacién escribiremos A € FRP,
si su funcién caracteristica lo es, es decir, si x4 € FRP.

Una relacion de aridad n se dice ser recursiva primitiva, si ella, vista como un subconjunto de N, lo es.

Veamos algunos ejemplos de conjuntos en FRP.

9. “Mayor que”. Para cualesquiera dos x,y € N se tiene
r>y & sgn(r—y) =1,
por tanto () = sgno DA de donde se sigue que la relacién “>" es, en efecto, recursiva primitiva.
10. Igualdad. Para cualesquiera dos z,y € N se tiene
r=y & |r—yl=0,

por tanto x(—) = sgn o dist de donde se sigue que la relacién “=" es, en efecto, recursiva primitiva.
enotemos por » a la clase de funciones recursivas primitivas cuyo dominio es .
Denot FRP la clase de f t yo d N

Proposicion 2.1.2 La clase de conjuntos recursivos primitivos en N™, que continuando con el abuso de la
notacion denotaremos como FRP,, forma un dlgebra de conjuntos, es decir,

0 e FRP,
AeFRP, = A°=(N"-A)eFRP,
A Be FRP, = ANBeFRP,y AUBecFRP,.

DEM. Basta considerar las siguientes identidades:

X0 = Ceroony,

Xac = (1=xa),
XANB = XA XB»

xaus = (1-X(acnpe)) -

]

Si A € N™ es un conjunto y z € N, la proyeccidn de A acotada por z, en sus (n— 1) primeras coordenadas,

es el conjunto
J . A={xeN" Iy <z2:(x,9) € A}

Proposicién 2.1.3 Si A € FRP,, entonces para cualquier z € N se tiene que 3<;A € FRP,_1.

DEM. Esto es evidente de la relacién vélida ¥x € N*1:

Xx €3, A & sgn(ZXA(xy)):l.

y=0

Podemos ver ahora esquemas de composiciéon bajo los cuales es cerrada la clase FRP.
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11.

12.
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Funciones definidas por dos condiciones. Si f1, fo € FRP y A € FRP entonces la funcién

f'x»—>{f0(x) six g A,
’ filx) sixe A

es recursiva primitiva.
En efecto, se tiene que Vx: f(x) = f1(x) - xa(x) + fo(x) - (1=xa(x)).

Minimizacion acotada. La minimizacion acotada de cualquier funcién recursiva primitiva es, a su vez,
recursiva primitiva. En otras palabras, la clase FRP es cerrada bajo el esquema de composiscion
MiAc,

fEFRP = MiAc(f) e FRP.

En efecto, para todo x tenemos que para cualquier y el valor de MiAc(f)(x,y) coincidird con el valor
Yy, si no se ha encontrado un valor que anule a y; — f(x,y1) con 0 < y; <y, o bien coincidird con el
valor en el antecesor, y — 1, en otro caso. Asi pues, tendremos

MiAc(f)(x,y) =0

Mide(fxy+1) = { AV 8 Bon Gl =0k

y+1 en otro caso.

Como todas las funciones y todas las relaciones involucradas son recursivas primitivas tenemos que
MiAc(f) € FRP.

Continuando con nuestra lista de funciones y de relaciones recursivas primitivas, presentamos a las siguientes:

13.

14.

15.
16.

17.

Divisibilidad. Escribamos x|y para indicar que existe z < x tal que = = zy, y, en tal caso, se dice que
x es divisible entre y. Tenemos pues,

zly & Jz<z:zx=2z2y.

Consecuentemente, “|” es una relacién recursiva primitiva.
I .
Y . L1 siy#0
Division. Sea div : (z,y) — L5 i )
0 siy=0.

Si consideramos la funcién f : (2,9, 2) — x—yz, la cual es recursiva primitiva, tenemos que div(z,y) =
MiAc(f)(z,y) siempre que y # 0. Se sigue que div es recursiva primitiva.

Médulo. mod : (x,y) — x—y - div(x,y) es recursiva primitiva.
Primos. Un ntimero es compuesto, x € Primos®, si Jy <z : (y # 1) A (y # x) A (z|y).
Por tanto la propiedad de ser compuesto es recursiva primitiva.

La propiedad de ser primo es también recursiva primitiva, como complemento de ésa.

Lista de primos. Segun vimos en la demostracion del teorema de Euclides acerca de la infinidad de los
numeros primos, el (n + 1)-ésimo primo p,, 1 excede a p, pero no excede al nimero ¢, = H?:o p; + 1.
Asi pues, la lista de primos se puede construir con el esquema siguiente:
Do = 2
. n .
Pnr1 = Min{y|(pn <y <[Lisgpi +1) A (y € Primos)}

por tanto la lista de primos se construye de manera recursiva primitiva.

De los ejemplos mostrados, el lector podra ver que muchas funciones de interés en aritmética son recursivas
primitivas. Entre éstas, sin entrar en demostraciones, tan solo mencionamos a los siguientes: el sacar el
exponente de un primo en la descomposicién en primos de un entero, el sacar la lista de exponentes no-nulos
en la descomposicion en primos de un entero, el decidir si dos enteros son primos relativos, la funcién de Euler
(que cuenta el nimero de primos relativos de un nimero dado menores que él), el simbolo de Legendre, el cual
decide para dos primos relativos z, m si acaso  es un residuo cuadrdtico de m (es decir, 3z : 22 = a mod m),

etc.
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Dos esquemas de reiteraciéon

1. Sea g : N — N una funcién recursiva primitiva. Definimos a la funcién f : N> — N recursivamente
como sigue

f0,2) = g(z)
Yn>0: f(n+1l,z) = f(n, f(nx))

Mostremos que f es una funcién recursiva primitiva.

Reescritura de f: Se puede ver que Vn > 0: f(n,z) = g*" (x). Por tanto, se sigue que

’ f es recursiva primitiva. ‘

2. Si g : N — N una funcién recursiva primitiva entonces

la iteracidn h : (n,x) — g™ (z) es una funcién recursiva primitiva.

En efecto, f es una funcién recursiva primitiva porque es igual a la composicién de una funcién recursiva
primitiva con la funcién recursiva primitiva anterior.

Ejemplos: Como ejemplos de la segunda funcion de reiteracién arriba descrita la aplicaremos sobre algunas
funciones polinomiales.

e Sucesor. Supongamos g(x) = x + 1. Entonces f(n,z) = x + 2™.
e Una lineal. Supongamos g(z) = 2 + 1. Entonces f(n,z) = 22"z + (22" —1).

e Caso lineal general. Supongamos g(z) = ax + b. Entonces

n |
—a® w4 (2 .
fln,z) =a" =+ |

e Caso cuadrdtico general. Supongamos g(x) = ax? + bz + c. Entonces

f(0,2) = c+bx+ax?

f(1,x) (c+be+ac®) +
(b2 + 2abc) T+
(ab + ab® + 2a20) 2 +
2a2b) 3+

adz?

Para el siguiente “renglén”, los valores de f(2,x) se muestran en la tabla 2.1.

2.2 Funciones elementales

2.2.1 Algunos otros esquemas de composicién
Esquemas de sumatoria y productos acotados

Presentamos de manera general el ejemplo 4. en la lista de funciones recursivas primitivas.
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f(2,2)

¢+ be+ b2c+ bic+ ac® + 3abc®+
6ab3c® + 3ab>c?® + ab*c?® + 2a2c® + 10a?bc® + 1222623+
8a2b3c® + 2a%b*c® + 5a’ct + 15a’be* + 19a°b%c* + 10a°b3c*+
a’b*ct + 6a*c® + 18a*bc® + 18a*b%c® + 4a*b3c® + 6a° S+
14a°bc® + 6a°b%c® + 4a8c” + 4a%bc” + a” B
b* + 6ab3c + dab*c + 2ab°c + 12a%b%c? + 20a2b3c2+
18a2b*c? + 6a2b°c? + 8a’be® + 32a3b2c® + 5243033 + 36a°b P+
4a30° 3 + 16a*bc + 60ab?c* + 78a*b3c* + 20a*b*c* + 24a°bc® +
72a°b%c® + 36a°b3c® + 24a°bc® + 28a°b%c® + 8a be”
ab® + ab* + ab® + ab® + 6a2b%c + 8a*b3c+
12a2b*c + 12a%b%c + 6a%b%¢c + 12a3bc? + 24ab%c? + 4243632+
54a%b*c? + 48a°b°c? + 6a°b%c? + 8a*c® + 32a*bc® + 68a*b 3+
108a*b3c® 4 136a*b*c® + 40a*b°c® + 16a°c* + 60a’be* + 114a°b?c*+
170a°b3c¢* 4+ 90a°bct + 24a8¢® + 72a5bc® + 96a°b%¢® + 84aSb3 5+
24a7c® + 28a7bc® + 28a7b%c® + 8adc”
2a%b% + 2a2b* + 4a%b° + 2a%b® + 2420”7 + 8a’bic+
20a3b3c + 32a3b%c + 28a3b°c + 28ab8¢ + 4a>b" ¢ + 8a*bc® +
48a*b%c? + 104a*b3c? + 132a*b4? + 120a*b°c® + 40a*b%c? + 32a°b3+
144a°b%c® 4 288a5b3¢® + 240a°b* 3 + 120a°b°¢® + 72a%bc* + 300a5b%c*+
260a°b%c* + 140a°b*c* + 120a7bc® + 168472 + 56a7b%c® + 56a®bc®
a®b? + a®b® + 7a®b* + 7a®b® + 7a®b° + 66307+
a®b® + 4a*be + 10ab?c + 36a*b3c + 56a*b*c + 90a* b c+
54a*b%¢ + 20a*b” ¢ + 4a’c? + 24a°bc? + T2a°b%c? + 1560632+
336a°b*c? + 210a°b°c? + 90a°b°¢? + 16a°¢® + 72480 + 20408023+
520a5b3¢ + 420a°b*c® + 140a°0°¢® + 36a”¢* + 150a"bc* + 330a" b2+
4204763 ¢* + 70a7b% et + 60a8c® + 84aPbc® + 168ab%c® + 28a° (P
6a*b® 4+ 10a*b* + 10a*t® + 24a*1° + 10a*b” + 4a*b®+
24a°b%c + 56a°b3c + 108a°bc + 180a°b° ¢ + 104a®b%¢ + 36a°b” c+
24a5bc? 4 108a°b%¢? + 348a°b3c? + 480a°b% ¢ + 384a°b°c? + 84a°b8%+
72a7bc® 4 480a"b%c® + 600a7b3c + 560a b c® + 56a7b% ¢ + 240a8bet+
420a8b%c* + 280a®b3c* + 168a°bc®
2a°b? + 8a°b® + 8a’b* + 36a°b° + 36a°b° + 224°07+
6a°b® + 8a’be + 28a°b%c + 64ab3c + 256a°b*c + 240a°H° e+
184a°b%¢c + 28a%b7c + 8a”c? + 36a7bc? + 144a"b%c? + 580a” b3+
660a7b*c? + 420a7b%c? 4 28a7b%¢? + 2443 + 160a3bc® + 480a3b2 P+
840a®b3¢® + 280a%b*c® + 80a’c* + 140a°bc* + 420a°b%c* + 56a°¢°
4a°b? + 46503 + 24a°b* + 64a°b° + 52a°6° + 36a°b"+
4a5b® + 8a7be + 24a7b%c 4 168a7b3¢ + 320a7b*c + 384a" b e+
168a7b%¢ + 8a7b"c + 24a8bc? 4 360a8b%c? + 600a®b3c? + 840abc? +
168a®b°c? 4 240a°bc® + 560a°b2¢® + 560a°b3c® + 280a'%bc?
a"b+a"b? +6a"b® + 61a"b* + 70a7b° + 9047 b+
28a7b” + a"b® + 2a8c + 6a®be + 42a8b%c + 260a®b3 c+
420a%b%c + 420ab°c + 56a%b%c + 6a°c? + 90a°bc? + 330a°b2 2+
840a°b%c? + 420a°b*c? + 60a'°¢® 4 140a°bc® + 560002 4 T0a ¢
30a%b® 4 60a®b* 4+ 120a%b° + 84a®b° + 8a%b7 4 120a°b%c+
260a°b3c + 560a°b*c + 168a°b°¢c + 120a'%bc? + 420a'°b%¢? + 56040632+
280a'bc?
6a°b? 4 34a°b% 4+ 90a°b* + 140a°6° + 28a°b° + 24a'be+
96a'°b%¢c + 420a'°b3c + 280a'%b%c + 24atc? + 84altbc? + 420a b3+
56023
12a'°b% + 36a'°0% + 140a'°b* 4 56a'°b® + 24a' be + 168attb?c+
( 280a''b’c + 168a'?bc”
2aMb + 6a'1b? + 84a'tb3 + 70a't b + 4a'?c + 284 2be+
( 168a'?b%c + 28a'%c?
( 28a'%b” + 56a'%b” + 560" be
( 4a3b + 28a'3b? + 8a*tc

8a14bx15

a

Tabla 2.1: Valores de f(2,x).

T+

a:g—i—
204

$11+

12
T

13

xT
)(El4

P N— N —

+ 4+

15:816

35
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n

Suma, Prod : (N)Nn — (NN

Si g : N™ — N es una funcién definimos

Suma; : N — N y Prod; :N* — N

m

9(4,%)

—

(m,x) — Sumal(m,x):Zg(j,x) ; (m,x) +— Prodi(m,x) =
J=0 J

0

Esquema de transformacién explicita

En este esquema, dada una funcién g : N — N, podemos obtener varias funciones, simplemente instanciando
algunas variables que aparezcan como argumentos por constantes, o bien por algunas otras variables. Cada
posible “instanciaciéon” da lugar a una nueva funciéon. Tenemos,

TrEzx : (N)Nn - P (N)Nj

<.
1=

Maés precisamente:

Sig: N® — N es una funcién, para j < n decimos que una funcién f7 : N — N se obtiene por una
tranformacion explicita a partir de g si es de la forma

X = fj(x) = 9(51(X>7'"7§j(x)7"'ﬂ§n(x)>

donde cada & es bien una proyeccién o una funcién constante.

2.2.2 Clase de funciones elementales
Esta clase de funciones es bastante amplia y suficiente para el cédlculo de la mayoria de las aplicaciones en
ingenieria.

En la tabla 2.2 presentamos varias clases de funciones. Probaremos que todas ellas coinciden entre si.
Las funciones en cada una de esas clases son llamadas elementales. Todos los polinomios, por ejemplo, son
funciones elementales. Se sigue de inmediato la siguiente,

Proposicién 2.2.1 La clase £ de las funciones elementales estd incluida en la clase FRP de las funciones
recursivas primitivas.

Teorema 2.2.1 Las clases F', F2 y F? coinciden con la clase £ de funciones elementales.

Hay que probar las inclusiones £ ¢ F' ¢ F2 Cc F3 C £.

En nuestra presentacién no abundaremos en detalles. Presentaremos mas bien meras indicaciones de
como desarrollar esas demostraciones.

Para demostrar una inclusién de la forma F C G, donde F y G son dos clases de funciones definidas
recursivamente, hay que ver que
e las funciones bésicas de F estdn en G, y

e G es cerrado bajo los esquemas de composicién de F, o lo que es lo mismo, que los esquemas de F se
construyen con los de G.
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FUNCIONES ELEMENTALES

£ es la clase minima de funciones tal que
e contiene a las funciones
— sucesor: suc:x +— T+ 1,

— suma: +: (z,y) — z + vy,
— diferencia acotada:
= (z,y) o a—y
e y es cerrada bajo los esquemas de
— composicion,

— transformacién explicita, y

— sumatoria y productos acotados.

F1 es la clase minima de funciones tal que
e contiene a las funciones

— sucesor: suc:x +— x + 1,
— diferencia acotada:
= (z,y) = a—y
— exponenciacién: - : (x,y) — ¥
e y es cerrada bajo los esquemas de

— composicién,
— transformacion explicita, y

— minimizacién acotada.

F? es la clase minima de funciones tal que
e contiene a las funciones

— sucesor: suc:x +—  + 1,
— exponenciacién: - : (x,y) — x¥
e v es cerrada bajo los esquemas de

— composicién,

— transformacion explicita, y

— recursién acotada.

F3 es la clase minima de funciones tal que
e contiene a las funciones

— sucesor: suc:x+— T+ 1,

— diferencia acotada:

= (2,y) =y
— producto: - : (z,y) — zy,
— exponenciacién: - : (z,y) — x¥

e y es cerrada bajo los esquemas de

— composicién,
— transformacién explicita, y

— sumatoria acotada.

Tabla 2.2: Definiciones alternativas de las funciones elementales.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Mostremos que se cumple cada una de las inclusiones necesarias.

1. £ c Fh

(a) En cuanto a las funciones bdsicas de &, tenemos que la funcién sucesor y la diferencia acotada
estdn en F! ex definitione. Para ver que la suma estd en F' probemos de manera mas general,
la proposicién siguiente:

(Producto y suma con exponenciacion y MiAc): La suma y el producto usuales de los nimero
naturales se pueden construir mediante la funcion exponenciacion y el esquema de minimizacion
acotada.

En efecto, dado que

tenemos

abJrc _ CI,bClC
abc (ab)c
z-y = Min{z<(z+ 1)y+1|2z = (2%)Y}
z+y = Min{z < (z+1)-(y+1)27 = (2°)(2¥)}

(b) Observemos ahora algunas propiedades de F1:

i.

ii.

iii.

Los conjuntos en F' forman un dlgebra de conjuntos: es decir, xg € F' y si A, B son dos
conjuntos tales que x4, x5 € F' entonces xac, Xanp € F* .

En efecto, la funcién cero, que es xg, estd en F' pues esta clase es cerrada por transformacién
explicita.

La otra aseveracion se sigue de las relaciones

r=0 & 0*=1
(z=0A(y=0) < 20°=0

F es cerrada bajo proyecciones acotadas.
Esto se prueba de manera similar a como se vié que las funciones recursivas primitivas son
cerradas bajo proyecciones acotadas.

F1 es cerrada bajo el esquema de recursion acotada.

Debido a que es cerrada por proyecciones acotadas, puede verse que la relacién de ser primo
y el tomar descomposiciones en primos de un entero dado son procedimientos en F?.

Por tanto, podemos codificar secuencias por niimeros en F':

k
m = (mg,...,mg) EN* o [m] :Hp;ni.
i=0

Con esto se puede ver que, en efecto, F! es cerrada bajo el esquema de recursién acotada.

(c) En cuanto a las reglas de composicién, basta ver que F* es cerrada bajo la sumatoria y el producto
acotados.

Pero esto es una consecuencia de que F'! es cerrada bajo la recursién acotada.

2. Ft c 7%

(a) En cuanto a las funciones bésicas de F1, tenemos que la funcién sucesor y la exponenciacién estan
en F? ex definitione. La funcién diferencia acotada, asi como la suma y el producto, en F2 debido
a las leyes de exponenciacion: a*t¥ = a®a¥, a®¥ = (a®)".

(b) F? es cerrado bajo el esquema de minimizacién acotada debido a que este esquema es constructible
en F2.



2.3. JERARQUIA DE GRZEGORCZYK 39

3. F2 C F3: Para ver esto, basta mostrar que F° es cerrado bajo el esquema de recursién acotada. Se
debe, entonces, demostrar que F2 es cerrado bajo el esquema de minimizacién acotada.

y
Sea f € F3. Consideremos la funcién f; : (x,y) — Z [1-f(x,2)], que estd en F3. Tenemos que se
z=0
cumplen las equivalencias légicas siguientes:
40 & 1ix=0,
=0 & 1liz=1,
fikky) =0 & Vz<y: f(x,y)#0,
y
Z [1-f(x,2)] =a & Vz:[0<z<a= f(x,2)#0].
z=0
y y
Sea pues g : (x,y) — (Z [1-f1 (x,z)]) : (14 ((Z [1-f1(x, z)]) —y)) Es evidente que g € F3
z=0 z2=0

y ademds puede verse que g = MiAc(f).

Ya que F? es cerrada por minimizacién acotada, lo es también por recursién acotada.

4. F3 C £: Esta inclusién rige ex definitione también. O

2.3 Jerarquia de Grzegorczyk

Veremos en esta secciéon que la clase de las funciones recursivas primitivas contiene una sucesién de funciones
tal que cada funcién en ella tiene un crecimiento sustantivamente mas complejo que la funcién que la precede
en la sucesién. Tal escala de funciones nos permitird definir a la jerarquia de Grzegorczyk en FRP, con la
cual podremos clasificar a las funciones recursivas primitivas en diversos “niveles de complejidad”.

2.3.1 Una escala de funciones

Consideremos la sucesién F = {f, : N> — N}, ey definida como sigue:

folz,y) = y+1 (2.1)
filzy) = x+y :
falzy) = @+ +1) (2.3)
y para cada n > 3 definimos inductivamente
fn(0,y) = fua(y+1Ly+1) (2.4)
Ve >0: folr,y) = falz—1, fulzr—1y)) (2.5)

La relacién (2.4) indica que, en “su primer renglén”, la n-ésima funcién asume los valores en la diagonal
de la (n — 1)-ésima, corridos una posicién hacia adelante.

Ahora bien, hablando de manera tosca y ambigua en demasia, podriamos decir que la relacién (2.5) indica
que, en “su z-ésimo renglén”, la n-ésima funcién estd “reiterando x veces los valores previos de esa misma
n-ésima, funcién”.

La primera funcién construida segin (2.4) y (2.5), a saber, f3, tiene, en cada renglén, un crecimiento
polinomial muy rapido en términos de y, pero, en cada columna, tiene un crecimiento doblemente exponencial
en términos de z. En la tabla 2.3 presentamos las formas que asume f3(z,y) haciendo sustituciones para los
primeros valores de x.
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f3(0,y) = (2+y)°
= d+4y+y°
f3(Ly) = <2+(2+y)2)2

= 36+ 48y + 28y% + 8y> + y*

f(2y) = 2+E+2+2+y)?)?)?)?
= 2090916 4+ 105500161 + 26125248y + 41867904y> +
48398416y* + 426668801° + 296102725 + 16475584y +
7419740y° + 2711424y + 800992y 4 189248y +
35064y '? 4 49283 + 496y + 32y° + y1©

2
2\ 2

f3(37y)

2+ |2+ |2+ 2+<2+<2+<2+(2+y)2)2)2>

Tabla 2.3: Formas de f5(z,y), con x =0,1,2,3.

De hecho, puede verse que, en general,

f3(my) =2+ @2+...(2+y)%..)%)?>%.
— —— ——
2¢ veces 2¢ veces
asi pues f3(x,y) es un polinomio en y de grado 22",
Por tanto, tendremos que f4(0,-) :y+— (2+ (2+...(2+ (y+1) )*..)?)?* .
— ————— ——
2(v+1) veces 2(v+1) veces

Aqui ya es evidente que se carece de notaciéon “aritmética” para escribir a fyi(1,-) : y — f4(0, f4(0,v)),
ya sin decir mds de f4(z,-) con z > 2.

f5(0,-) toma los valores en la diagonal de f, y reinicia el proceso.
Et cetera.

No es presuntuoso afirmar que el crecimiento de fig o de figgos 0 de figggioes supera, con mucho, los
alcances de nuestro propio entendimiento.

2.3.2 Propiedades de la escala
Consideremos la sucesién de funciones {g, : N — N} _ . definida recursivamente como sigue:

gs:y — (2+y)°
y+1
Yn>3 gni1:y gi (y+1) (2.6)

(aqui, la notacién ¢° significa la composicién de g consigo misma e veces).

Proposicién 2.3.1 Vn > 3Va,y > 0: fu(z,y) = g2 (y).
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DEM. Demostrémosla por induccién en n.

Caso “base”: Para n = 3 se tiene

g W =2+2+...24y).. )% = fi(z,y) (2.7)
—_— —
2% veces 27 veces

segun se vi6 anteriormente.
Caso inductivo: Supongamos que para n > 3 se cumple f,(z,y) = g2 (y).
Ahora, mostremos por induccién en x la igualdad

Frr1(z,y) = 921 (y) (2.8)

oy+1

De (2.4) se tiene fr4+1(0,y) = g2 (y+1). Y de (2.6) se sigue que, en efecto, fr+1(0,y) = gn+1(y).

Supongamos que para x > 0 se cumple (2.8). Entonces

fn+1($ + 1) Z/) = fn+1(l‘7 fn;&-l(xa y)) - por (25)
= fopr(z,971(y)) ¢ por (2.8)
= g1 (Gn1(y) : por (2.8)
972;1 (y) : por la ley de las potencias.
quod erat demonstratum (qed) ]

Proposicién 2.3.2 Se cumplen las propiedades siguientes:

1. Toda seccion de f, estd por encima de la identidad, i.e.

V> 1, Yo,y :y < falz,y).

2. Cada f, es creciente en su primera componente, i.e.

Vn >0, Vo,y: fo(z,y) < fulz +1,y).
3. Cada f, es creciente en su sequnda componente, i.e.

Y >0, Vo,y: fo(z,y) < folz,y+1).
4. La sucesion de funciones {fn}, es creciente respecto a su indice n, i.e.

Vn > Oa vxay : fn(xvy) < f”H—l(x)y)'
DEM. Mostraremos cada una de las aseveraciones en la proposicién.

1. Por induccién en n:
Casos “bases” Como fy es la funcién sucesor de su segundo argumento, tenemos evidentemente,
Yy y < folz,y).
f1 es la funcién suma, luego Va,y : y < fi(z,y), y la desigualdad es estricta siempre que x > 0.
Ahora, Vz es evidente que se cumple Vy : y<y+1< (z+1)(y+1) = fa(a,y).
Caso inductivo: Sea n > 2. Supongamos que Vz,y : y < fn(x,y).

Para probar Vy : y < fn11(z,y), procedamos por induccién en x. Basta observar que se cumplen,

Vy:  y<faly+1Ly+1)= fri1(0,9)
Vy: oy < far(2,y) < far1(@, fora(@,) = fari(z+1,y)
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2. Comprobemos la aseveracion en cada n.

fo es constante respecto a su primer argumento. Es la tinica funcién en la escala que no es estrictamente
creciente en su primer argumento.

Para f; es evidente que se cumple Vz:
Vy: filz,y) =r+y<(@+1)+y=filz+1y).
Para f5 es también evidente que se cumple Vz:

Vy: fa(z,y) =@+ 1)y +1) <(@+1)+ Dy +1) = folz+1,y).

Sea n > 2. Se tiene,

fo(z,y) < fulz, fu(z,y)) : por lo demostrado en el inciso anterior,
= folz,y) < fulz+1,y) : por la relacién (2.5)

. Procedamos aqui también por induccién en n.

Casos “bases”: Para n < 2 se comprueba inmediatamente que Vz : y — f,(z,y) es creciente.

Caso inductivo: Sea n > 0. Supongamos que Vx : y +— f,(z,y) es creciente. Veamos que lo mismo
pasa para n + 1. Probaremos esto ultimo por induccén en x. Se tiene,

frnr1(0,y) = fuly+1,y+1) : por larelacién (2.4),
< faly+1,y+2) : por la hipdtesis de induccién,
< faly+2,y+2) : porlo probado en el inciso anterior,

frnt1(0,y +1)  : por la relacién (2.4).

Sea x > 0. Supongamos Yy : fri1(z,y) < fnt1(z,y + 1). Tenemos,

forile+1y) = for1(z, fari(z,y)) : por la relacién (2.5),
< fa+1(z, fax1(z,y+ 1)) : por ambas hipétesis de induccidn,
= fopr(z+1,y+1) : por la relacién (2.5).

. Observemos primeramente que para cualquier n,

r<y = fn($7y) an+1($,y)-

En efecto,

fn(z,y) In(y,y) : pues z < y,

foly+1,y+1) : porque f, es creciente en ambas componentes,
for1(0,y+1)  : por la relacién (2.4),
frt1(z,y+1) : porque f, es creciente en ambas componentes.

VAN VAN VA

Mostremos ahora por induccién en x,

9623/ = fn(xay) an+1(96,y)-

El caso “base” x = y queda subsumido en el caso anterior.
Supongamos la desigualdad valida para x > y, cualquiera que sea y. Mostrémosla para x + 1:
frt1(@, fue1(z,y)) : por la relacién (2.5),

fulz, fulz,y)) : por la hipétesis de induccién,
falz+1,y) : por la relacién (2.5).

fn+1($ + 1ay)

IV
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2.3.3 Niveles de la jerarquia

Para cada n > 0 consideremos la clase de funciones “generada” por la funcién f,,, es decir, para cada n > 0,

E™ es la clase minima de funciones tal que
e contiene a las funciones

— sucesor: suc:x+— x+ 1
— proyecciones: U; : (z,y) — z, Us : (z,y) — y.
= fni (@y) = fulz,y),
e y es cerrada bajo los esquemas de
— composicion,
— transformacién explicita, y

— recursién acotada.

Proposicién 2.3.3 &3 coincide con la clase de las funciones elementales, es decir, £ = £3.

DEM. Consideremos las presentaciones de las funciones elementales en la tabla 2.2.
Veamos que F3 C £3. Para esto basta definir a la exponenciacién en £3.

Puede verse que para cualesquiera z,y se cumple 2¥ < f5(z,y). Ahora, es claro que la exponenciacién
puede definirse por el esquema de recursién utilizando al producto usual, y, de hecho, utilizando a f3 la
recursién puede hacerse de manera acotada. Por tanto, la exponenciacién estd en 3, [(z,y) — 2Y] € £3.

Para probar la inclusién opuesta basta ver que f3 se puede definir en F3.

De las igualdades en (2.7), al considerar el polinomio cuadratico g : y — (2 + y)? y al hacer

h(07y) = Yy
h(z+1,y) = g(h(z,y))

vemos que h(z,y) < (2+y)% v, segin (2.7), fa(x,y) = h(27,y).

De todo esto resulta que f3 es efectivamente constructible en F2. ]

Proposicion 2.3.4 Las primeras cuatro clases de la escala estan anidadas de manera creciente,

E0ceEtce?cel.

DEM. Cada una de las inclusiones enlistadas se demuestra directamente. O

Proposicién 2.3.5 Para todo n: " C £"HL.

DEM. Veamos que rige la implicacién
i<n = f,e&™

Vimos que fi(z,y) = gfﬂ (y). Comprobaremos que la expresién del lado derecho se construye en E£".
Definamos, como lo hicimos para f3,

hi(x+1,y) = gi(hi(z,y))
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entonces h;(x,y) < g?zw (y) vy, segin la proposicién 2.3.1, f;(z,y) = h(2%,y).

De todo esto resulta que f; es efectivamente constructible en F", siempre que ¢ < n. O

Proposicion 2.3.6 La clase de funciones recursivas primitivas coincide con la union de las E™’s, es decir

FRP =&

n>0

DEM. FRP es cerrada bajo los esquemas de formacién de cada £". Como también las funciones bésicas de
E™ son recursivas primitivas se tiene Vn : E" C FRP y consecuentemente J,~,E" C FRP.

Para demostrar la inclusiéon FRP C J,,~,E", hay que demostrar, y nosotros omitiremos aqui su de-
mostracién, el siguiente

Lema 2.3.1 Si f € FRP requiere de la aplicacion de n reglas, sean de composicion o de recursion, para
ser definida en FRP, entonces necesariamente f € E"F3.

Ahora, puede verse que Vn : Entl — 7 £ ().

Proposicién 2.3.7 La diagonal de f,1+1 crece mds rdpido que cualquier funcién en E™, es decir

Vie&deyeN: 2 >ap = fopi(z,z) > f(a).
Corolario 2.3.1 De lo anterior se desprenden los resultados siguientes:

1. Para todo n: E™ # EnHL,
2. La clase de las funciones elementales es un subconjunto propio de las recursivas primitivas.

3. El esquema de recursion acotada es insuficiente para definir a las funciones recursivas primitivas.

2.4 Funcion de Ackermann

En la seccién anterior presentamos una jerarquia para las funciones recursivas primitivas. Se vié que las
funciones en un nivel de la jerarquia, que no se encuentran en el nivel anterior, tienen un crecimiento
sustancialmente mayor que las funciones en el nivel anterior.

Extrapolaremos la construcciéon presentada para obtener una funcién con un crecimiento mayor que
cualquier funcién en cualquier nivel de la jerarquia. Tal funcién no podra ser recursiva primitiva, pero si ha
de ser computable. Veamos pues la construccion de esa funcién.

La funcién sucesor go = suc : x — = + 1 es muy sencilla, desde el punto de vista computacional.

La funcién suma es una reiteracién de la sucesor:
_ . y
g1 =suc: (z,y) — g3 (x).
La funcién producto es una reiteracién de la suma:

g2 = pro: (z,y) — gV (z),
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donde

9@ = =z

d @) = gz, (2))

La funcién exponencial es una reiteracion del producto:

g3 =exp : (z,9) > g (x).

Continuando con estas reiteraciones podemos considerar
gn—i-l : (l’,y) = gT(’Ly) (I‘)

Esta es la motivacién de la funcidn de Ackermann.

Sea A : N?> — N definida como sigue:
m+1 sin=20,

A(n,m) =< An-1,1) sin#0ym=0,
An—1,A(n,m—1)) sin#0ym#D0.
Para ilustrar el comportamiento de A, si escribimos h,(m) = A(n, m) entonces tendremos

Bpy1(m) = h™H(1), Ym >0

de lo cual resulta

ho(lm) = m+1
hilm) = m+2
hz(m) = 2m+3
hg(m) = 2" -3
h4(m) = 6m+3(2) -3

donde
€1 ('T) =T Yy €y+1($) = gjey(x).

Se ve asi que esta funcién crece extremadamente rapido.

Una manera de calcular la funcién de Ackermann es manipulando listas de indices. Utilizaremos “cor-
chetes” para denotar aplicaciones sucesivas, siempre por la derecha, de la funcién de Ackermann. Precisa-
mente,

1] = m
[n1,m9,...,nk] = A(ny,[na,...,nk))
Utilizaremos el simbolo “~” para denotar igualdad de listas bajo esta interpretacién.
De la definicién de la funciéon tenemos

[m +1] sin=0,
[n,m] ~ ¢ [n—1,1] sin£0ym=0,
[n—1,n,m—1] sin#0ym#0.

Asi pues, dada una lista de enteros L € N*| separemos a sus dos tltimos elementos, digamos

L=1L"x*[n,m]
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entonces calculamos la transformacion

L' x[m+1] sin=0,
T(L)=¢ L'x[n—-1,1] sin#0ym=0, (2.9)
L'sxn—1nm-—1 sin#0ym#D0.

Tendremos el valor de A(n,m) al obtener, por primera vez, una lista de longitud 1 aplicando sucesivamente
la transformacién T', a partir de la lista [n, m].

En N* introduzcamos la relacién “< A” definiendo
m; <) my << 3In>0:7T"(my) =m;.

Resulta evidente que

e <A es una relacién de orden,
e <A es un buen orden, es decir toda cadena posee un minimo, si y sélo si el procedimiento descrito
para calcular la funcién de Ackermann termina.
Un momento de reflexién basta para convencerse de que <, es, en efecto, un buen orden.

En la figura 2.1 se muestra un procedimiento alternativo para el calculo de la funcién A. El seudocodigo
ahi mostrado sigue una sintaxis ¢ la FORTRAN.

Proposicién 2.4.1 La funcion de Ackermann NO es recursiva primitiva.

Justificaciéon: No entraremos en detalles. Tan solo diremos que debido a su definicién, puede verse que la
funcién x — A(z,z) domina, a la larga, a cada una de las funciones x — f,(x,z), es decir,

Yz, x>z, = fo(z,z) < Az, x) (2.10)

Si A fuese recursiva primitiva, entonces su diagonal d4 : x — A(z,z) también serfa recursiva primitiva, por
lo cual existirfa un indice ng tal que d4 € €. Por la proposicién 2.3.7, se tiene Va : da(z) < fno+1(z, ).
Esto contradice a la relacién (2.10). O
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Entrada: (m,n) € N2
Salida: Z = A(m,n).

inicio ;
si m =0 entonces { Z:=n+1; fin}
en otro caso
Para cada j € [1,m + 1]: { valor[j]:= 1 ; lugar(j]:=

1 valor[l]:= 1
lugar(1]:= 0

2 valor[1]:= wvalor[1] + 1
lugar{l]:= lugar{l] + 1
=1

(B):3 si lugarfi] =1 ve hacia 5
en otro caso
si lugarli] = valor]i 4+ 1] ve hacia 4
en otro caso ve hacia 2
4 valor[i + 1]:= wvalor(1]
lugarli + 1]:= lugarfi + 1] + 1
si i = m ve hacia 6
en otro caso

=141
ve hacia 3
5 valor]i + 1]:= walor(1]

lugarfi + 1]:= 0
si i = m ve hacia 6
en otro caso ve hacia 2
6 si lugar[m + 1] = n entonces { Z:= valor(1] ; fin}
en otro caso ve hacia 2

_1}

Figura 2.1: Célculo de la funcién de Ackermann.
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CAPITULO 2. FUNCIONES RECURSIVAS PRIMITIVAS



Capitulo 3

Funciones de apareamiento y
universalidad

Hemos visto ya que, utilizando la enumeracién de Cantor, puede probarse que la colecciéon de programas-
while es numerable. En este capitulo realzaremos la propiedad de numerabilidad, haciendo abstraccién de
la enumeracion particular que se tome en el conjunto de secuencias de nimeros naturales. Presentaremos
también, como un ejemplo particular de codificacién de secuencias por numeros, a la funcién § de Godel.
Finalmente, adentrandonos en la propiedad de numerabilidad efectiva de los programas-while, veremos que
existen programas-while universales, es decir, tales que dado el cédigo de otro programa-while y el cédigo
de una secuencia de datos, entonces el programa universal aplica ese otro programa en el conjunto dado de
datos.

3.1 Funciones de apareamiento

Estas funciones asocian, de manera tnica, un nimero natural a una pareja de naturales. Pueden ser consi-
deradas funciones de codificacién de parejas por numeros.

Diremos que una funcién a : N> — N es de apareamiento si ella es inyectiva. Para una tal funcién sus
proyecciones son funciones 7¢, 7§ : N — N tales que

Vi,j €N = wi(ali,j)) =i & w5 (a(i, j)) = j
VzeN? @ a(nf(2),75(2)) = 2

Hasta ahora la unica funcién de apareamiento que hemos visto es la enumeracién de Cantor, ¢ : (z,y) —
(@ +y)(x+y+1)+z. Enlafigura (3.1)-(a) mostramos la enumeracién que hace de los puntos de N2. En
las figuras (3.1)-(b) presentamos a la primera proyeccién 7§ : z — 7§(z), graficada primero para z =0, ...,45
y luego para z = 0,...,55 (observemos que 45 y 55 son ntmeros de la forma %j(j +1), con j =9,10). En
las figuras (3.1)-(c) presentamos a la segunda proyeccién 7§ : z — w5(z), evaluada en los mismos dominios.

Proposicién 3.1.1 Siuna funcion de apareamiento a es computable entonces sus proyecciones w§, m§ también
lo son.

DEM. Observemos que la proposiciéon se cumple considerando, en particular, la enumeracién de Cantor
c: (z,y) — %(:c +y)(x+y+ 1)+ x que, de hecho, es computable y de apareamiento.

En efecto, sea diag : N — N la funcién que dado z indica “entre cudles sumas de primeros nimeros

49



50

CAPITULO 3. FUNCIONES DE APAREAMIENTO Y UNIVERSALIDAD

36 46 57 69 82 96 111 127 144
8 ) ° . . ° . . .
28 37 47 58 70 83 97 112 128
L] L] L) L[] L] L) L[] L]
21 29 38 48 59 71 84 98 113
6 o D o ° . o o O
15 22 30 39 49 60 72 85 99
o o o ) . . . .
10 16 23 31 40 50 61 73 86
4 L) L) ) L) [) ) ° L)
6 11 17 24 32 41 51 62 74
L] L) L[] L] L) L[] L]
3 7 12 18 25 33 42 52 63
2 . ° o o ° o .
1 .4 .8 13 .1 9 .2 6 .3 4 .43 .5 3
0 2 5 9 14 20 27 35 44
2 4 6 8
(a)
8 . °
. 8 (] .
6 . ° ® ® ®
6 . ° . .
L] L] [ ] L]
L[] L] L[] ° L]
4 ° ° . o
4 ° ° ° . °
. . . . .
e o o . . .
2 ® * 2 o [ [ [ [ (]
. ®.1) » es o o o (b2) .
1% 20" *30 a0 15 20 30 70 50
. 10 .
8 ° °
° 8 °
6 . . L4 L4 L
° ° ° 6 ° . ° .
4 ° ° ° ° ° ° ° ° °
4 ° ° . . °
L[] o L] L]
e o . . . . .
2 ] ° .
L] L] L] L] L] L] L]
c.1 c.2
.( ) ® e o o o . Co ) . . .
- e e @ 0 @ e _ @ @ e

10

20

30

40

10

20

30

40

50

Figura 3.1: (a) Enumeracién de Cantor. (b.1) Primera proyeccién hasta z = 45. (b.2) Primera proyeccién
hasta z = 55. (c.1) Segunda proyeccién hasta z = 45. (¢.2) Segunda proyeccién hasta z = 55.
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naturales esta z”,

1 1
diag : z — Min {d|2(d)(d+ 1)<z< §(d+ 1)(d + 2)} .
Es evidente que diag es recursiva primitiva. Las proyecciones de la enumeracion de Cantor son
c L .
iz o> z— §dzag(z)(dzag(z) +1)
w5z —  diag(z) — 7{(2)

Asi pues, son también recursivas primitivas y, consecuentemente, computables.

Ahora, dada a, cualquier funcién de apareamiento y computable, podemos calcular sus proyecciones de
la siguiente forma:

Dado z € N,

1. Pruébese, siguiendo la enumeracién de Cantor, para cada pareja x € N2 si acaso corresponde a z bajo
a.

2. La primera pareja hallada que cumpla con lo anterior determina a las proyecciones.

En simbolos:

Sin: 2z — Min{z.|a(7$(2.), 75(2¢)) = 2}, entonces

mi(z) =7i(n(2)) v 75(z) =75(n(2)).

El algoritmo descrito siempre ha de terminar y, en consecuencia, a es computable y lo son también sus
funciones proyecciones. O

3.1.1 Algunas funciones de apareamiento
Exceso de cuadrados

La funcién ec: (z,y) — (x +y)? + x, es una inyeccién, pues si tuviésemos que ec(z,y) = z, puesto que
(z+y+1)?=@+y)?+2@+y)+1>@+y)’+r=2

necesariamente hemos de tener que (x+y) ha de ser la parte entera de la rafz cuadrada de z. Esto determina
de manera tdnica a x y también a y. De hecho, las proyecciones son

Tz Z—(L\/EJ)2a
mtiz = V] = 7i(2)

En la figura (3.2)-(a) mostramos la “enumeracién” que hace ec de los puntos de N2. Aquf las comillas son
pertinentes pues aunque ec es inyectiva, no es suprayectiva. Habra algunos valores z para los cuales no existe
pareja alguna (z,y) € N2 tal que z = ec(x,y) y esto es claro al seguir los valores consecutivos en la grafica.
En las figuras (3.2)-(b) presentamos a la primera proyeccién wf{¢ : z +— w{°(z), graficada primero para
2=0,...,36 y luego para z = 0,...,49 (observemos que 36 y 49 son ntimeros de la forma j2, con j = 6, 7).
En las figuras (3.2)-(c) presentamos a la segunda proyeccién 75¢ : z +— m§°(z), evaluada en los mismos
dominios. Aqui vemos que para algunos valores se tomarfa valores negativos. En el contexto de nuestra
actual presentacion, el dominio de todas las funciones es el conjunto de los nimeros enteros no-negativos.
Asi pues, en aquellos valores donde sea negativo el correspondiente valor “de la segunda proyeccién”, ésta,
de hecho, no estd definida.
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Figura 3.2: (a) Enumeracién mediante exceso de cuadrados. (b.1) Primera proyeccién hasta z = 36. (b.2)

Primera proyeccién hasta z = 49. (c.1) Segunda proyeccién hasta z = 36. (c.2) Segunda proyeccién hasta

z=49.
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Exceso de potencias de 2

La funcién ep: (z,y) — 2%(2y + 1) — 1, es también una inyeccién y sus proyecciones son
Pz o Max{z: 2%z + 1) A (2% Jz + 1)},
1/ 241
., S(EEL g
2 2 (Qw#’(z) )

es decir, la primera proyeccion da la maxima potencia de 2 que divide a z + 1, donde z es el nimero donde
se evalda.

En la figura (3.3)-(a) mostramos la enumeracién que hace ep de los puntos de N2. Aqui, tenemos que ep
es también suprayectiva. En las figuras (3.3)-(b) presentamos a la primera proyeccién ;7 : z — w7 (2),
graficada primero para z = 0,...,32 y luego para z = 0,...,64 (observemos que 32 y 64 son nimeros de
la forma 27, con j = 5,6). En las figuras (3.3)-(c) presentamos a la segunda proyeccién w5 : z +— w57 (2),
evaluada en los mismos dominios.

Codificaciéon con primos

Sean dos numeros primos. Para la inyeccion ¢, : (z — pTq¥ — 1, las proyecciones son
! Pq ) )

Pz = Max{z: (p®lz + 1) AP 2+ 1)},
TPtz = Max{y: (¢Y|z+ 1) A (¢ Jz+ 1)}

En otras palabras, dado un ntmero z, x es la maxima potencia de p que divide z + 1 y y es la maxima
potencia de ¢ que divide z+ 1. En la figura (3.4) mostramos la “enumeracién” que hace ¢,, de los puntos de
N2. Aqui, tenemos que Cpg 1O es suprayectiva. Para que un ntimero esté en la imagen de esta funcién, en
la descomposicién en primos de ese nimero sélo han de aparecer los primos p,q. En la grafica mencionada
podemos observar que en el eje horizontal aparecen los nimeros de la forma p® — 1 y en el vertical aparecen
los ntmeros de la forma ¢¥ — 1.

3.2 Reiteracion de funciones de apareamiento

Sea a : N2 — N una funcién de apareamiento. Definimos inductivamente a,, : N* — N como sigue

a1 : T
an+1 ¢ (Xv x

X

—
—  alan(x),x)
Para cada j < n la j-ésima proyeccion m,; se define de manera que

Vx e N": mp(an(x)) = ;.

Se ve facilmente que Vz € N:

T (7" (2)  sigo> 1,
{ W?‘ (7%)"*2 (z) sij=1L. (3.1)

También podemos definir a, : N* — N como x — a (L(x),ar(x)(x)), donde L(x) es la longitud de la
secuencia x. La inversa de a. se calcula de manera inmediata: Dado z € N, [ = 7{(z) es la longitud del
vector x el cual es, precisamente, x = (a;)” " (7%(z)). También, la funcién

silj <nlAln=LEIA K= (a) " (2)]

ZLj
P 3.2
Twj 2 277 { 1 en otro caso. (3.2)
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Figura 3.3: (a) Enumeracién mediante exceso de potencias de 2. (b.1) Primera proyeccién hasta z = 32.
(b.2) Primera proyeccién hasta z = 64. (c.1) Segunda proyeccién hasta z = 32. (c.2) Segunda proyeccién
hasta z = 64.
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Figura 3.4: Enumeracién mediante los primos p =2y ¢ = 3.

en términos de las funciones 7,; puede escribirse como 7,;(z) = m,;(75(2)), donde n = 7§(z).

Para concluir esta seccién, utilizando funciones de apareamiento computables, veremos que todas las
funciones computables pueden ser calculadas poniendo cotas al nimero de variables que aparezcan en los
programas-while que calculen a las funciones computables.

Observemos primeramente que se cumple la

Proposicién 3.2.1 Sila funcion de apareamiento a fuese computable por un programa-while con a lo sumo
m variables entonces su reiteracion a, ha de ser computable por un programa-while con a lo sumo m +n
variables.

DEM. Supongamos que P, es un programa-while con m variables, de las cuales las dos primeras X,Y son
de entrada y la dltima Z es de salida, que calcula z = a(x,y) dada la pareja (z,y). Entonces la reiteracién
an se calcula por el programa siguiente con n + m variables:

Input: W € N": A n-vector given in a n-variables “array”.
Output: Z = a(W)

{ Z:=W;;
7 = Po(Z,W3) ;
7 = Py(Z, W)

Observamos que las n variables suplementarias se utilizan tan solo como almacenamiento de la “entrada”
del programa descrito. O

Por otro lado, se tiene la
Proposicion 3.2.2 Se puede construir programas que calculen a las proyecciones con una cota uniforme
para el numero de variables utilizadas. Es decir:

Eziste p € N tal que para cualesquiera j,n que cumplan con la restriccion 1 < j < n, la j-ésima proyeccion
Tn; se calcula por un programa-while con a lo sumo p variables.
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DEM. De acuerdo con la ec. (3.1), la j-ésima proyeccién m,; es una “reiteracién” de a lo sumo n — j +1
proyecciones de a. Supongamos que @1, ¥ @2, sean sendos programas-while que calculan a las proyecciones
n{ y m§. Para el calculo de las proyecciones podemos proceder segin el seudoprograma siguiente:

Input: n,j € N: Indexes of the required projection.

z € N: The instance of the projection function.
Output: z = m,;(2).

{ sn=2;
for ji=1ton—j—1do { z1 := Q14(21) };
if j =1 then z := Q1,(21) else z := Q24(21)

}

p ha de ser el niimero de variables que resultan al escribir ese seudoprograma como un verdadero programa-

while. O
De manera similar, puede verse que, si a es computable, entonces la funcién a, también lo es.

Proposicién 3.2.3 (Arreglos de variables) Se puede dotar a las programas-while de arreglos de varia-
bles.

DEM. De la definicién de a, y de sus respectivas proyecciones en (3.2), tenemos que existe un programa-while
Q. tal que dados j, z calcula la j-ésima proyeccién m,;(z) como en (3.2).

As{ pues, a un arreglo de variables X1 : k] lo podemos representar por una variable X1 y asignaciones

de la forma X[j] := Z o Z := X[j] quedaran como macros de los sendos seudoprogramas’:

{ length:=7%(X1) ; { Auzl :=m,;(X1);
Auzl = 7§(X1) ; (*) Z := Auzl
Aua2 := Tiengen1 (Aual) ; }
for i=2to j—1do
{Aur2 = a(Aua2, Tengin,i (Auxl)) } ;
(*) Aua2 := a(Aua2, Z) ;
for i = j+ 1 to length do
{Aua2 = a(Aua2, mengen,i (Aual)) };
X1 := Aux2

(en ambos seudoprogramas marcamos con un asterisco la instruccién “clave”.) O
De aqui se tiene

Proposicién 3.2.4 FEziste un entero p € N tal que toda funcion computable f : N* — N es calculada por
un programa-while con a lo sumo (n + p) variables.

DEM. Se puede utilizar funciones de apareamiento para “almacenar” los valores de las variables que excedan
de n + p, donde p es como en la proposicién anterior.

En efecto, a una variable se la puede considerar como un arreglo de todas las variables que hagan que el
ntimero n + p se exceda. O

1Los programas presentados son meros ejemplos de que hay programas-while que realizan los procedimientos requeridos.
De ninguna manera tratamos aqui nocién alguna de eficiencia de programas.
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3.3 Funcién ( de Godel

Esta funcién es una de las funciones de apareamiento mas famosas en la historia de la logica matematica.
Kurt Goédel la utilizé para codificar férmulas del cdlculo de predicados por nimeros. De esta forma pudo
predicar sobre los mismos enunciados del calculo de predicados. Tal propiedad de autoreferencia origina que,
si se tuviese un sistema logico consistente, codificable algoritmicamente en los niimero naturales, entonces
el sistema ha de ser incompleto, vale decir, habrd enunciados que siendo universalmente validos, no son
demostrables. No es nuestro objeto estudiar aqui el teorema de incompletitud de Goédel y por tanto no
abundaremos mas sobre él. Sin embargo, tal tipo de argumentacién lo hemos de utilizar en la presentacién
que hagamos de la nocién de irresolubilidad.

La funcién § es muy sencilla desde el punto de vista de las funciones aritméticas y tiene un crecimiento
moderado, comparado con otras funciones de apareamiento.

Comenzaremos presentando nociones bésicas de la teoria de nimeros, luego presentaremos el Teorema
Chino del Residuo, después haremos la construccién de la funcién 5 de Godel y, finalmente, mencionaremos
la manera en la que codifica secuencias de nimeros.

3.3.1 Nociones de divisibilidad

Recordamos la relacién de divisibilidad. Dados x,y € Z se dice que y divide a x, y se escribe x|y, si y sélo si
dz€Z:y=zzx.

Es claro que esta relacion es
Reflexiva Vx : x|z.

Transitiva Vz,y, z : (zly) A (y]2) = (x]2).

Antisimétrica (Salvo unidades) Va,y : (z|y) A (ylz) = Ir € {-1,1} : y = ra.

Consecuentemente, es una relacién de orden en el conjunto Z*, que consta de los enteros estrictamente
positivos. Es claro que los elementos minimales de este orden son los niimeros primos.

LL|”

Para cada n € Z el conjunto de maltiplos de n es nZ = {y € Z : z|y}. Resulta que nZ es un ideal de Z,
es decir, se cumplen las propiedades siguientes:

r,yeEnl = zx+yeEn’
t ez, reEnl = tr € nZ

Dados x,y € Z decimos que ellos son congruentes modulo n, y escribimos x ~, y, si x —y € nZ.

Resulta, ahora, que ~,, es una relacién de equivalencia. El conjunto de clases de equivalencia, o cociente,
es Zn = (Z/ ~y) = Z/nZ. En consecuencia se tiene que Z, = {0,1,...,n — 1} es un anillo, pues de hecho,
Z,, hereda la estructura de anillo de Z.

Si x ~,, y escribimos, como es mas usual, z = y mod n.

Dados dos enteros z,y € Z un mdximo comin divisor (m.c.d.) de la pareja x,y es un supremo del
conjunto de cotas inferiores de {x,y}, respecto al orden de divisibilidad. Es decir, z es un m.c.d. de x,y si

1) (zlz) A (zly) y
2) Yw: (wlz) A (wly) = w|z

En tal caso escribimos z = m.c.d.(z,y) = (z,v).

Dados z,y € Z el ideal generado por z,y es el conjunto de combinaciones lineales de x e y; éste es
I(z,y) = {ax — byla,b € Z}.
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Si w es un divisor comin de = e y entonces w es también un divisor de cualquier elemento en I(x,y).

Por tanto, el maximo comin divisor (x,y) es el menor elemento positivo en el ideal generado por z,y.
Asi pues Jag, by € Z : (z,y) = apx — boy. Ademds esa combinacién es minima.

Algoritmo de Euclides

Este algoritmo permite calcular el médximo comun divisor de dos nimeros dados.

Dados x,y € Z existen q,r € Z : x = qy + 1, 0 <1 < y. De hecho, la divisién comun en los enteros da el
cociente q y el residuo r, es decir, ¢ = x div y, r = x mod y.

El m.c.d, de x,y se calcula como sigue:
Sean xg =z, 1=y yVi>2:x; =x;,_1 mod x;_s.

Se tiene que {x;}; es una sucesién de enteros no-negativos estrictamente decreciente. Por tanto, Jij :
Zi, = 0. El penultimo elemento de la sucesién z;,_; es precisamente el m.c.d. de x,y.

En efecto, como z;, = 0 se tiene que x;,_1|z;,—2. Inductivamente se ve que x;,—1|i,—j,j = t0—2,...,1,0.

Ahora, si w dividiese a x y a y entonces ha de dividir a g y a x1, luego divide también a x5 y consecu-
tivamente ha de dividir a x;,_1.

Para expresar a x;,—1 como una combinacién lineal de z¢,x; escribamos

Tig—1 = jT; — bjxj41, j =140 —2,...,1,0.
Entonces, necesariamente
ajg—2 = 0 bigp—2 = -1
a; : —bjt1 b; : — (@41 + bj1(x; div xjiq))
a1 = —b; b1 = —(a;+bj(z;1 div z;))
ap _ —by bo : — (a1 + by (xg div 1))

Ejemplos. Consideremos dos ejemplos.
1. Para © = 17711 e y = 10946 el algoritmo de Euclides se desarrolla como se ve en la tabla 3.1.
De ahi, se obtiene que 1 = 4181 - 17711 — 6765 - 10946.

En este ejemplo los niimeros dados son dos términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci. Es en
estos casos que se obtiene los desarrollos “mas largos” del algoritmo de Euclides.

2. Para x = 7524482450817 e y = 499267608506 el algoritmo de Euclides se desarrolla como se ve en la
tabla 3.2.

De ahi, se obtiene que 1 = 185066460993 - 7524482450817 — 2789144166880 - 49926 7608506.

Alternativamente, (z,y) se puede calcular factorizando a los argumentos como productos de nimeros
primos:

Si z = [[{p***@P)|p € Primos} e y = [[{p®®¥»)|p € Primos} entonces (z,y) = [[{p**|p € Primos}
donde Vp : z, = Min{ezp(x, p), ezp(y, p)}.

Pasemos ahora a considerar algunas propiedades del maximo comtn divisor, visto éste como una operacién
binaria en Z2.
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17711
10946
6765
4181
2584
1597

987
610
377
233
144
89
55
34
21
13

DN LW Ot

10946
6765
4181
2584
1597

987
610
377
233
144
89
55
34
21
13

t+++++++ A+

=N W Ot

6765
4181
2584
1597
987
610
377
233
144
89
99
34
21
13

O~ DN W ot

Tabla 3.1: Algoritmo de Euclides para calcular (10946,17711)=1.

7524482450817
499267608506
35468323227
2711083328
224239963
20203772
1998471
219062

26913

3758

607

116

27

8

3

2

15
14
13
12
11
10

Ne

N~ N Wk to J 00

499267608506
35468323227
2711083328
224239963
20203772
1998471
219062
26913

3758

607

116

27

8

3
2
1

+ 35468323227
+ 2711083328
+ 224239963
+ 20203772
+ 1998471
+ 219062
+ 26913
+ 3758
+ 607
+ 116
+ 27
+ 8
+

_|_

_|_

+

O = N W

Tabla 3.2: Algoritmo de Euclides para calcular (7524482450817,499267608506)=1.

99



60 CAPITULO 3. FUNCIONES DE APAREAMIENTO Y UNIVERSALIDAD

[a\z]o]1]2]3]4[5[6[7[8[9]
0]0]0]0]0]0]0]0]0]0]0
2 0[2[4(6[8[0]2[4|6]8
1o 4[s[2[6l0la[8[2]6
5/0(5(0(5[0[5/0(5/0]5
6/0(6[2|s[4[0]6|2|s|4
sl0[8[6[4[2[0[86 |42
1[0[1]2]3]4]5]6]7]8]9
310(3(6[9[2|5|8|1]4]7
707 [4[1[8[5/2/9/6]3
9l0[9[s[7[6]54[3|2][1

Tabla 3.3: Productos ax en Zqg.

Proposicién 3.3.1 (Operacién mcd) La operacion (-,-) : Z? — 7Z, (z,y) — m.c.d.(z,y) es

conmutativa (z,y) = (y,2)
asociativa (z,y),2) = (z,(y,2))
idempotente : (v,z) =2
posee un elemento anulador (L,z)=1

Esta operacion no posee elementos neutros ni inversos.

Dos ndmeros se dicen ser primos relativos si (z,y) = 1. Es decir, si « e y no poseen factores comunes
no-triviales.

Proposicién 3.3.2 La ecuacion
ax =b mod n

tiene solucion para todo b en Z,, si y sélo si a y n son primos relativos, es decir, (a,n) = 1.

DEM. =) Sea w7 una solucién para b = 1. Entonces

arg=1modn =
Jy: arg—1=ny =
axg—ny =1 =
(a,n) =1
<) Supongamos (a,n) = 1. Entonces Jzg, yo : axg — nyo = 1.
Multiplicando por b: a(zeb) — n(yob) = b. Sea x, = xob. Entonces axp = b mod n.
Ejemplo. Ilustraremos aqui el efecto de la acciéon xz — ax para un n en particular y todos los posibles a.

Para n = 10, en la tabla 3.3 se muestran los valores de la homotecia z — ax, a,z € Z1g.

En su parte superior aparecen las “pendientes” a que no son primos relativos con 10. Vemos que para
ellos, la homotecia no es suprayectiva y por tanto para algunos b € Zip no hay soluciéon a la ecuacién
axr = b mod 10. En la parte de abajo aparecen las “pendientes” a que si son primos relativos con 10, se tiene
como resultado, en cada renglén, una permutacién de Zg y por tanto la ecuacién mencionada siempre tiene
solucién.

Proposicién 3.3.3 Si (m,n) =1 entonces
Vo : (m]z) A(n|lz) = mn|z.

El reciproco se cumple, naturalmente, para cualquier pareja de nimeros.
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DEM. Sea z tal que (m|z) A (n|z). Entonces

r=xzm & x=uxn .

Luego,
(mn)=1 = da,b:am—-Ibn=1
= & =axm — bzn = axenm — brymn = (axy — bx1)mn
= mnlx

Corolario 3.3.1 Si (m,n) =1 entonces

(x =amod m) A (z=amodn) = (z=amod (mn)).
Proposicion 3.3.4 La siguientes dos condiciones son equivalentes

e (mn)=1

o Vz: (m|zn) = m|zx.

DEM. Supongamos (m,n) = 1. Para algunos a,b € Z : am—bn = 1. Luego, para cualquier z: axrm—bxn = x.
Asi pues, si m|zn entonces también m|xz pues m divide a cada uno de los dos sumandos axm, bzn.

Reciprocamente, supongamos que Vz :  (m|xn) = m|z. Escribamos d = (m,n). Entonces Jej,eq : m =
eid N n = ead. Consecuentemente,

ein = e1(ead) = ea(e1d) = eam,

o0 sea m|eyn y por tanto mle;. Esto es posible sélo si d = 1.

3.3.2 Teorema Chino del Residuo

Teorema 3.3.1 Si (m,n) =1 entonces, cualesquiera que sean los nimeros r,s € Z el sistema de ecuaciones

r mod m

= smodn

posee una solucion xq. De hecho todo entero congruente con xq mddulo mn es también una solucion.

DEM. Sean a,b tales que am — bn = 1. Multiplicando por (r — s) tenemos
r—s=a(r—s)m—>b(r— s)n.

Asi que
r—a(r—s)m=s—>b(r—s)n.

Denotemos por zg a ese valor comun. Se tiene que g es una solucién del sistema de ecuaciones.

Iterando este resultado, obtenemos el siguiente

Teorema 3.3.2 Sea [n;],_, , una sucesion finita de enteros positivos, primos relativos a pares:
=Ly

11 7& o = (nil,niQ) =1.

Sea [ri],_; , una sucesion, de igual longitud, de enteros arbitrarios.
=1,..,
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5 = 1mod?2
5 = 2mod3
23 = 5mod (6=3-2)
23 = 3modb
53 = 23 mod (30=5-6)
53 = 4mod?7
1523 = 53 mod (210 =7-30)
1523 = 5 mod 11
20243 = 1523 mod (2310 = 11-210)
29243 = 6 mod 13
299513 = 29243 mod (30030 = 13 - 2310)
299513 = 7 mod 17
4383593 = 299513 mod (510510 = 17 - 30030)
4383593 = 8 mod 19
188677703 = 4383593 mod (9699690 = 19 - 510510)
188677703 = 9 mod 23
5765999453 = 188677703 mod (223092870 = 23 - 9699690)
5765999453 = 10 mod 29

Tabla 3.4: Ejemplo del Teorema Chino del Residuo.

Entonces existe una solucién zf € 7 del sistema de ecuaciones

r=r;,modn;, i=1,..., k.

. . -1 ., . .
De hecho xf se calcula recursivamente: Si xE~1 es una solucién de las primeras (k — 1) ecuaciones

entonces xf es una solucion del sistema de ecuaciones

k—1
x = :1:’5_1 mod Hni
i=1

T = 1 mod nyg

Ejemplos. Supongamos que r es la sucesién de los primeros diez enteros positivos y que n es la sucesién de
los primeros diez ntimeros primos:
r = [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]"
n = [2,3,57,11,13,17,19,23,29]7
Procediendo recursivamente para calcular una solucion del sistema de ecuaciones

1 T1 ny

mod

z1l =r mod n : T

1 Tk ni

obtenemos sucesivamente los valores mostrados en la tabla 3.4.

Asi pues toda solucion del sistema de ecuaciones es de la forma

2 = 5765999453 mod 6469693230.
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3.3.3 Funcion 3 de Godel
Definiciones basicas

La funcién 8 de Godel se define como sigue:
0O N> — N
(z,y,1) + B(x,y,i) =z mod [1+ (i + 1)y]

Se ve inmediatamente que valen las propiedades siguientes:

1. B es computable.
2. (3 es total.
3. Y(x,y,i): 0<B(x,y,i) <1+ (i+ 1)y. Asi pues, [ tiene un crecimiento a lo sumo cuadrético.

4. Para cada x,y la funcién ¢ — S(z,y,1) es, a la larga, o sea, a partir de un punto, constante.

Codificacién con la funcién 3

Lema 3.3.1 Los nimeros 1 + (i + 1)n!, i =0,...,n — 1 son primos relativos a pares.

DEM. Sean 4, j tales que 0 < i < j < n. Para ver que
A+GE+DnL1+G+1)n!) =1
basta probar, por la proposicién 3.3.4, que Vz :

1+ G+ Dnlz(1+ i+ 1)n!) = 1+ G+ 1)n!|.

Para esto, observamos primero que, naturalmente, (1 + (j + 1)n!,n!) =1,y j —i|nl.
Las siguientes implicaciones son entonces todas verdaderas:

1+ G+ Dzl + G+ Dn!) =21+ (G + Dn!) + z(i — j)n!
1+ (G + Dnl|z(i — j)n!

1+ (j + nljz(i — j)

1+ (j+ 1)n!jan!

1+ ( )

P4l

Jj+ Dnllz
quod erat demonstratum
Teorema 3.3.3 Para cada sucesion finita de enteros x = (xzg,...,Tx—1) € N* existen dos enteros xo,yo
tales que
Vi:0<i<k = B(xo,y0,%) = ;.
DEM. Sea n =Max[{z;]i =0,...,k—1}U{k—1}].

Para cualquier pareja de indices distintos ¢,; se tiene que los ntimeros 1+ (¢ + 1)n!,1 + (j + 1)n! son
primos relativos a pares. Por el Teorema Chino del Residuo resulta que

JzVi<n:z=ax; mod (1+ (i+ 1)n!).
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suc’n | (zo , =nl)
2[( 6 , 2)
3| ( 287 , 6)
4 ( 361425 , 24)
5 | ( 25359922214 , 120)
6 | ( 139788730859742020 , 720)
7 | ( 82648917074004381259094907 , 5040)
8 | ( 6985435096410074626412421000297573155 , 40320)
9 | ( 109111539031878053885632305958956831977973014841644 , 362880)

10 | ( 395941185704273406323902686498436437281535430293174359616182016054 3628800)
409933047568118483004845930898032811890126760543792125622368731608\

11 | ( 462609805556640065 , 39916800)
145896062722737743434734753889436319271830822145510254948365280240\

12 | ( 903992031561873402235618476003066547277 , 479001600)
211662593526911957083550544854645593234116620683915730473959416923\

13 | ( 91714282674183920236479170408001815819629748407204256000844890 ,  6227020800)
146459291522702748342373946721561612772303561556921878643778505143\
002822398908681997124227754964064566343913357843942085288313509178\

14 | ( 2117190274044851456104 , 87178291200)
559106017988618481843237351800043978107630623536222009137858858719\
891352758775808058934161768584814645235623384761661951166651166790\

15 | ( 59468026105929962885855251334933119034602941440119 ,1307674368000)
Tabla 3.5: Codificacién mediante la funcién 3 de las sucesiones n con n = 2,...,15.

Tomamos pues g = z y yo = nl.

La pareja (zo,yo) es el cddigo mediante la funcién § del vector x. Escribiremos (xg,yo) = codg(x).

Ejemplo. En la tabla 3.5 mostramos la codificaciéon de los primeros quince segmentos de los nimeros

naturales,

n=/{0,...,

n—1}.

En la tabla 3.6 mostramos la decodificacién de las parejas obtenidas en la tabla 3.5. El i-ésimo renglén
corresponde a la i-ésima pareja (x;,y;) de la tabla 3.5. En la casilla correspondiente a la columna j-ésima
aparece el valor (z;,y;), por tanto, en cada renglén n, aparece, hasta la posicién n — 1, la sucesién n.

[o 1 =2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 |
0 _1_ 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
0 1 2 12 8 28 29 42 12 43 19 68 50 32 14 93
01 2 3119 85 103 129 120 166 230 175 223 161 64 295
01 2 3 4 312 329 958 567 142 936 979 508 1523 1592 157
01 2 3 1 5 2101 1253 6461 331 368 2920 6238 6635 1386 1217
01 2 3 1 5 6 33228 34499 283 31760 3458 8542 24488 47683 45434
0 1 2 3 4 5 6 7 313460 336556 286535 412405 479975 419656 584730 152952
0 1 2 3 1 5 6 7 8 312771 3882988 202136 4467639 632324 3596573 656072
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 4459282 336886 16710305 22245956 25696698 30644117
01 2 3 1 5 6 7 B 9 10 439393614 37345292 102887647 119445100 118745010
01 2 3 1 5 6 7 B 9 10 11 4569489588 609356579 2409450031 3739331807
01 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11 12 48749785550 88710030602 16048054024
0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 i1 12 13 462490916707 158842857626
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 19528279734488

Tabla 3.6: Decodificacién de las parejas obtenidas en la tabla 3.5.
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Codificacién de secuencias
Consideremos la funcién Bis : N* — N2, x — Bio(x) = codg({L(x)} * x) donde {L(x)} * x es el vector que
se obtiene de anteponer al vector x su propia longitud, es decir,

x=(x1,...,2,) EN" = {L(x)}xx = (n,21,...,2,) € N"T1

y consideremos también la funcién B, : N2 — N*| (z,y) — Bo.(z,y) = x € N® donde n = §(z,y,0) y
Vi=1,...,n: x; = B(x,y,1).

El lector se convencerd de inmediato de que se cumplen las relaciones siguientes:

1. B9 es inyectiva, es decir: Bia(X1) = Bi2(X2) © x1 = Xa.

2. B2 no es suprayectiva.

En efecto, de acuerdo con la demostracién del teorema 3.3.3, una pareja esta en la imagen de codg sélo
si su ordenada, es decir, su segunda componente, es el factorial de un nimero.

3. Bss no es inyectiva.

En efecto, de las tablas 3.5 y 3.6, vemos que las 14 parejas obtenidas en 3.5 son tales que bajo Bo,
corresponden a la secuencia vacia, pues ésta es la tinica de longitud 0.

B, es suprayectiva, en consecuencia con el teorema 3.3.3.
By, 0 By = Idy- : X — X.

Big o By, = Idy : (2,y) — (z,y), donde A C N? es la imagen, bajo la funcién codg, de N*.

NS e

Sia:N? — N es cualquier funcién de apareamiento (computable) entonces a o B,y : N* — N es una
enumeracién (computable), que no serd suprayectiva, del conjunto de secuencias de niimeros naturales.

3.4 Universalidad

3.4.1 Codificacién de programas por nimeros

Hemos visto que los programas-while se enumeran asocidndole a cada simbolo s € Aywnhile, donde Awnile
es el alfabeto de programas-while, un “digito” [s]| € [0, Gwnile — 1], siendo awnile = card(Awhnile). A un

m—1
programa P = pg - Pm—1 € Al pnile S€ le asocia el “cédigo” [P = Z fpi]a:':}:i(lgl).
i=0

Con tal codificacién de programas se cumplen las relaciones siguientes:

1. La imagen de [-] es un subconjunto propio y recursivo primitivo en N.
[] es una funcién inyectiva.
Dado el programa P se “calcula” procedimentalmente n € N tal que [P] = n.

Dado n en la imagen de [-], se “calcula” procedimentalmente el programa P tal que [P] = n.

AT el R

Sea {in}, o una enumeracién recursiva primitiva de la imagen P de [-]. Para cada programa-while
P su indice es np € P tal que iy, = [P]. Correspondientemente, escribiremos P = P,,. La funcién
P — np es una biyeccién efectiva {programas-while} — P.

La enumeracién n — P es “la” enumeracion efectiva de los programas-while. Ella cuenta a todos los
programas-while y consecuentemente a todas las funciones computables.

Enunciamos esto como la



66 CAPITULO 3. FUNCIONES DE APAREAMIENTO Y UNIVERSALIDAD

Proposicién 3.4.1 (Numerabilidad efectiva) La clase {programas-while} se puede poner en correspon-
dencia biunivoca con un conjunto P C N de manera tal que, dado P € {programas-while} se calcula proced-
imentalmente el indice np € P correspondiente, y dado n € N se puede decidir procedimentalmente si acaso
existe P € {programas-while} tal que n = np y, en tal caso, se puede también construir el programa P.

Redefinimos aqui al operador [-], para escribir n = [P], y reciprocamente, |n| = P, donde P y n guardan
la relacién expuesta en la proposicion anterior.

Recordamos que una funcién N® — N se dice ser total si ella estd definida para cualquier x € N™.

En contraste con la proposiciéon anterior, tenemos

Lema 3.4.1 (de la diagonal) No ezxiste una enumeracidn computable de todas las funciones computables
totales.

Demostracién: Supongamos que hubiera una tal enumeracién, digamos que la sucesién { f,},~, enumera
de manera efectiva, vale decir, computable, a las funciones computables totales.

Entonces para cualesquiera n,m > 0 el valor f,,, = f,(m) estd bien definido, y, més ain, es computable
a partir de la pareja (n,m).

La funcién F' : n — f,, + 1 es pues total y computable. Por tanto debe estar en la enumeracién. Luego
Ing : fnp = F, es decir Ym : f,,.(m) = F(m). En particular, para m = np se tiene

an(nF) = F(nF) = fnpnF + 17

lo que implica que 0 = 1. Esta contradiccién muestra que no se puede enumerar efectivamente a todas las
funciones totales.

3.4.2 Numerabilidad de la clase de maquinas de Turing
En el primer capitulo vimos que las funciones computables también pueden presentarse como funciones
computables por maquinas de Turing.

En este seccién veremos que las méaquinas de Turing conforman una clase efectivamente numerable e
introduciremos en términos de ellas el concepto de universal.

Sin pérdida de generalidad supondremos de aqui en adelante que el alfabeto de las maquinas de Turing
es A =1{0,1} =: Dos.

Al enumerar al conjunto de estados F = {g; }o<i<n—1, cada pareja de la forma pt € EA, donde p es un
estado y t es un sfmbolo en S, se identifica con la cadena it € Dos™, donde i es el indice del estado p escrito
en binario.

Recodifiquemos una cadena x € Dos™ de simbolos 0,1 aplicando la sustitucién
0 — 0 ; 1 — 10 (3.3)
y denotemos por c(x) al resultado de la sustitucién.
Asf por ejemplo ¢((9)2 - 1) = ¢(1001 - 1) = 10001010.
Codifiquemos a los simbolos de movimiento mediante la correspondencia
Izqu — 110 ; Dere — 1110 ; Alto — 11110 (3.4)
En 3.3 y en 3.4 hemos codificado 5 simbolos “originales®”, a saber 0, 1, Izqu, Dere, Alto, respectivamente

por las cadenas 10, k = 0,1,2,3,4. Conforme surja la necesidad de aumentar simbolos originales, los
codificaremos por cadenas 1¥0 incrementando k segiin proceda.

2Utilizamos este adjetivo y evitamos caer en el simplismo de calificar con el sustantivo castellano “fuente” la forma inglesa
« 7
source”.
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Cada quintupla de la forma gsptm queda codificada por la yuxtaposicién de ¢(gspt), el cédigo de m y de
un separador de quintuplas 1°0.

Una mdquina de Turing M = {¢s — ptm}qseE A queda entonces codificada por la concatenacién de los

cédigos de las quintuplas gsptm que la describen, seguida de un separador de cédigos de méquinas 160.
Denotemos a este cédigo por [M] € Dos™, el cual puede ser visto como la representaciéon en binario de un
ntimero natural. Llamemos a este ntimero el cddigo de la mdquina M.

La codificacién que hemos bosquejado es algoritmicamente reversible:

Dado un ntimero natural ¢ € N,

1. lo escribimos en binario,

2. si aparecen mas de seis 1’s consecutivos el nimero no representa una maquina de Turing, le podemos
asociar la maquina vacia, NIL, i.e. la que no tiene quintupla alguna. En otro caso

3. decodificamos a las quintuplas segin el procedimiento inverso al arriba descrito. Si apareciese una
inconsistencia, por ejemplo si apareciesen més quintuplas que las necesarias, le asociamos la méquina
vacia.

Tenemos asi una enumeracién {maquinas de Turing} — N tal que para cualesquiera maquinas de Turing
My y Ms, que no sean NIL, se cumple la equivalencia logica:

C(Ml) = C(Mg) & My = Ms.

El conjunto imagen de las maquinas de Turing no-vacias bajo la codificacién que hemos construido, y que
denotamos por Ny = ¢({méquinas de Turing} — {NIL}) C N, consta de los cédigos “legales” de maquinas
de Turing.

Como un subconjunto de los nimeros naturales, Nj;r es numerable y, consecuentemente, la clase de
méquinas de Turing también lo es. Sea ¥q : N — N1 definido como

\111(0) = M1n{m|m S NMT}
Vn>0:T0(n+1) Min {m|m € Ny — {¥1(0),...,¥1(n)}}

Entonces W : M — W' o ¢ !(M) + 1 es una biyeccién ({maquinas de Turing} — {N1L.}) — (N — {0}), la
cual, haciendo ¥ : NIL — 0, se extiende a una enumeracién de todas las maquinas de Turing. Sii = ¥(M)
diremos que ¢ es el indice de la mdquina M y escribiremos M = M;, asi como también, redefiniendo
operadores, t = [M] y M = [i].

3.4.3 La nocién de “Universalidad”

Para una clase de funciones dada, puede existir una funcién con un argumento maés tal que ese argumento sea
un parametro para seleccionar todas y cada una de las funciones en esa clase. Tal funcién que parametriza
a la clase se dice ser universal. De manera mas formal:

Sea F = {fn},>o una clase numerable de funciones N — N. La funcién Uz : (n,m) — f,(m) se dice ser
universal para F. La clase F se autorrepresenta si Ur € F.

Consideremos la enumeracion efectiva de los programas-while ® : n — P, vista en la seccién 3.4.1.

La funcién U : (n,m) — ®(n)(m) es entonces universal para los programas-while.

Veremos que los sistemas que se autorrepresentan son formalmente incompletos, es decir:
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e contendran programas que no den ninguna respuesta en algunos puntos, es decir, que divergen en
esos puntos, en otras palabras, hay programas que poseen un dominio incluido propiamente en su
contraimagen, y

e dentro de ellos se puede plantear problemas que no son resolubles por ningiin programa en tal sistema,
es decir, se puede formular problemas irresolubles.
Para concluir la presente seccién mostraremos el primer punto. Un programa, y consecuentemente la
funcién que calcula, se dice ser parcial si diverge en algunos puntos.

Para esto, observamos que un programa universal en un sistema que se autorrepresenta hace la simulacién
de programas sobre datos manejando tnicamente cédigos. El uso de codigos es irrelevante, en el sentido de
que es indiferente utilizar cédigos o no, segtin se ve en el siguiente

Lema 3.4.2 (de Reescritura) Si h: N — N se calcula por un programa, entonces

dn, e NVn e N: [ny]([n]) = h(n). (3.5)

En efecto, tenemos que las funciones de codificacién pueden describirse en el sistema de programas y que
éste es cerrado bajo la composicién de funciones. Luego, dado el programa h € Programas-while, la funcién
g : m — h([m]) es programable, por tanto posee un indice en el sistema, es decir In, € N: |n,| =g.

Tenemos pues que ¥n € N valen las igualdades siguientes: |np|(|n]) = g(|n]) = h([|n]]) = h(n).

Aqui me permito enfatizar que, mientras que del lado derecho de la ecuacién en 3.5, tenemos el valor de
h en el valor n, en su lado izquierdo, tenemos al valor de la nj-ésima funcién computable aplicada sobre el
n-ésimo posible argumento.

Lema 3.4.3 (de la Diagonal) En todo sistema que se autorrepresenta existen funciones computables par-
ciales.

En efecto, al ser el sistema autorrepresentable, la funciéon U es computable, luego la funcién g : n —
U(n,n) + 1 es programable (obsérvese que U(n,n) es el valor en n del n-ésimo programa).

Por el Lema de Reescritura se tiene que 3ng € NVn € N: [ng]|(|n]) = g(n).
Es decir Yn € N: |ng|(|n]) = [n](|n]) + 1.

Asf que para n = ng, se ha de tener |ng|(|no]) = |no](|no]) + 1.

Esto obliga a que necesariamente [ng|(|no]) T .

Asi pues la ng-ésima funcién es parcial.

3.4.4 Maquina Universal de Turing

Las maquinas de Turing constituyen el ejemplo por antonomasia de un sistema autorrepresentable. En la
seccién 3.4.2 vimos una codificacién de maquinas de Turing. Esa la utilizaremos en esta seccién.

Si la cinta de una mdquina de Turing tiene inscrita la cadena x € Dos*, a ese contenido lo podemos
codificar mediante la cadena ¢(z) € Dos*, donde ¢ es la transformacién descrita en la misma seccién 3.4.2.

Asf{ pues una pareja (M, z), donde M es una mdquina de Turing y « es el contenido inicial de la cinta de
M (que es propiamente el dato sobre el cual se aplica la maquina M), puede codificarse mediante la cadena
[(M,z)] = [M]-11111 - ¢(z).

Una méquina de Turing MU se dice ser universal si su efecto es tal que

si M(x) |,

en otro caso

MU: [(M,z)] — { EM(xﬂ
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en otras palabras, si MU “hace correr a la maquina M sobre el contenido z”.
Proposicion 3.4.2 FEziste una mdquina universal de Turing.

En efecto, es claro que la aplicacién de quintuplas sobre la cadena x, o sus transformaciones sucesivas, es
un procedimiento completamente descriptible dentro del paradigma de Turing. Por supuesto que es menester
probar esta afirmacién, y la manera de hacerlo es describiendo a la méquina universal. Sin embargo, dejamos
al lector esta tarea como un ejercicio. Como mera guia mostramos a grandes pasos la construcccién de una
maquina universal de Turing, MUT.

MUT posee una cinta semi-infinita. En su primera parte ha de escribir el cddigo de cualquier maquina M
que ha de simular, llamemos a esta parte drea de programa. Aparece luego el drea de trabajo. Aunque esta
porcién de la cinta de MUT es semi-infinita, se puede suponer que se tiene la cinta infinita a ambos lados
modulo la reduccién de maquinas de Turing a maquinas con cinta semi-infinita vista en el primer capitulo.
Asi que cualesquiera movimientos en MUT han de interpretarse como movimientos médulo aquella reduccion.
Incorporemos en MUT a las quintuplas necesarias para hacer corrimientos a la derecha y a la izquierda, y
para sustituir una cadena por otra. Acaso en este punto serd necesario introducir algunos “apuntadores”
de corrimientos. Ademads introduciremos simbolos especiales para utilizarlos como delimitador izquierdo del
contenido del area de trabajo, delimitador derecho de ese contenido, “cabeza lectora” de la maquina M y
apuntador a la “quintupla activa” en el cédigo de M.

Cuando comienza funcionar MUT, en su area de programa se encuentra el codigo de una maquina M y
en el area de trabajo se encuentra el cédigo de los datos x sobre los que MUT ha de aplicar el efecto de M.

El funcionamiento de MUT se resume mas abajo. Reiteramos aqui que MUT trabaja sobre codigos.
Aunque en la presentacién nos referiremos a los simbolos originales, el lector ha de tener en cuenta que, en
realidad, son los codigos de esos simbolos los objetos de los que se esta hablando.

1. Al inicio se coloca la pareja qq - <C’abLect> (M) a la izquierda de x. Tenemos pues una configuracién del
tipo qo - <CabLect> (M)z1x’ en el drea de trabajo, donde x; es el primer simbolo de x por la izquierda.

2. Mientras el area de trabajo sea de la forma xj.q- ¢ - <CabLect>(M)s - Xper ¥ ¢ 10 sea final, higase lo
siguiente,

(a) Busquese en el drea de programa la quintupla que comience con la pareja gs, digamos gsptm, la
cual ha de ser la “quintupla activa”.

(b) Sustitiyase la particula sy - ¢ - <CabLect> (M)s - sp, donde s; es el primer simbolo de xp,, por la
derecha y sp es el primer simbolo de xpe, por la izquierda, en el area de trabajo por la particula
sp-p-{(CabLect)(M)t - sp.

(c) Cémbiese esa tltima particula por p - {CabLect)(M)s; -t - sp o por sy -t -p-(CabLect)(M)sp,
segtiin m = Izqu o m = Dere, o bien decldrese a ¢ “final” si acaso m = Alto.

Como un ejemplo, que no tiene aqui justificaciéon alguna, hay una maquina universal de Turing, reportada
en el excelente libro de Penrose, que tiene como indice al niimero que se muestra en las tablas 3.7 y 3.8,
correspondientemente en decimal y en binario (Cfr. [27]).

Asi pues la clase de maquinas de Turing es un sistema que se autorrepresenta, en el sentido definido en
la seccién 3.4.3.

Ahora, resulta evidente que la construccion bosquejada en la proposicion 3.4.2, puede calcarse para
construir una “maquina universal” con varias cintas que corra varios procesos en tiempo compartido. Es
decir, consideremos m + 1 cintas: En la primera, se recibe los cédigos de m maquinas de Turing M, ..., M,
seguidos del codigo de una lista de datos x. Primero, en cada una de las cintas restantes, digamos la ¢, escribe
Mi<Delideq>x. Luego, actia como la m-ésima potencia cartesiana de la maquina universal, MUT™, la
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724485533533931757719839503961571123795236067255655963
1108144796606505059404241090310483613632359365644434583822268833278767626556144692814117715017842551
7075540856576897533463569424784885970469347257399885822838277952946834605210611698359459387918855463
2644092552550582055598945189071653641489603309675302043155362503498452983232065158304766414213070881
9329717234151056980262734686229921838172153733482823073453713421475059740345184372359593090640024321
0773421788514927607975976344151230795863963544922691594796546147113457001450481673375621725734645227
3105448298078496512698878896456976090663420447798902191443793283001949357096392170290483327088259620
1301773727202718625919914428275437422351355675134084222299889374410534305471044368695876405178128019
4375308138706399427728231564252892375145654438990527807932411448261423572861931183266106561227555318
1020751108533763380603108236167504563585216421486954234718742643754442879006248582709124042207653875
4264454133451748566291574299909502623009633738137724162172747723610206786854002893566085696822620141
9824862169890260913094029857060017430067008689675903447341741278742558120154936639389969058177385916
5405535670409282133222163141097871081459978669599704509681841906299443656015145490488092208448003482
2492077304030431884298993931352668823496621019471619107014619685231928474820344958977095535611070265
8174873332729667899879847328409819076485127263100174016678736347760585724503696443489799203448999745
5662402937487668839751404451665707750060513883991668814072545544665222050724262392379211525318162512
5363050931728631422004064571305275802307665183351995689139748137504926429605010013651980186945639498

Tabla 3.7: Cédigo decimal de la maquina universal de Turing.

100000000101110100110100010010101011010001101000101000001101010011010001010100101101000011010001
0100101011010010011101001010010010111010100011101010100100101011101010100110100010100010101101000001
1010010000010101101000100111010010100001010111010010001110100101010000101110100101001101000010000111
0101000011101010000100100111010001010101101010010101101000001101010100101101001001000110100000000110
1000000111010100101010101110100001001110100101010101010101110100001010101110100001010001011101000101
0011010010000101001101001010010011010010001011010100010111010010010101110100101000111010100101001001
1101010101000011010010101010111010100100010110101000010110101000100110101010101000101101001010100100
1011010100100101110101010010101110101001010011010101000011101000100100101011101010100101011101010100
0001110101001000001101010101001011101010010101101000100100011101000000011101001010010101010111010010
1001001010111010000010101110100001000111010000010101001110100001010011101000001000101110100010000111
0100001001010011101000100001011010001010010111010001010010110100100000101101000101010010011010001010
1010111010010000011101001001010101011101010101001101001000101011010010010010110100000001011010000010
0011010000010010110100000000011010010100010111010010101000110100101001010110100000100111010010101001
0110100100111010100000010101110101000000110101010001010101101001010101101010000101011101010010010101
1101010001001011010100100001011101000000111010100100010110101001010011010101000101110101001010010111
0101010000010111010101000001011101000000111010101000010101110100101010110101010000101110101000101010
1110101010010010111010101010000111010100000001110100100100001101001001000101101010101010011101000000
0010110100100001101010101010010111010010000110100100010101011101000010001110100010000111010000110100
0000010110100000100101110101010010101011010001000100101110100000100111010101001101000001010101101000
0100001110100100001000111010110101010011101000010010011101000100010000111010000101001011010000101000
0111010101010101011101000100100110100010010011010100101001011101000100010101110100000001110100010010
0101110100110100100100001011010101010011010001010001011101000011010100001000101101010011010101001010
0101101010100110100100101011101001101001000001011010001010101000111010010000101011010000001001101001
0001001011101001000011010100000100101110100100101001101001001010101101001101001001010010110100110100
1010000010110100100000111010100100110101010100001011101001010000101110100101010101110101000100101101
0010011101001010100010111010001001110101000010110100100111010010101010101110100100011101001010101001
0111010010001110101000001010101110011010100000101101001001110101000000101110100101101010000010101101
0010100101110101000010010111010000110101000100001011010100110101000100010110101010100101110101000101
0010110100010101010111010010000101011010100010111010100100101010111010101001001011101010001110101000
1110101001001001011101010001110101001010001011101010001011101010000100101110101000111010001010001011
1010010100101110101001010100101110100101010101010110101000010101010110100001001110100001010101010111
0101010001010111010101000101011101000000111010101000100101110100000011101010100100010111010100000011
0101000010110100000011101001000000101110101000111010100100010101110101001101010101000101011010000011
0101010100101010110100000010011010101010010011101010011010101010010010110101001101001001001110100000
1101010101010010101101010001001101000101001010101110100000110101010101010010110100010001110100010101
0101010110100010001110100001010111010001001000011101001101000000010011101010000001001011101000100010
1001110100000010010111010010101010010110100001010101011101000100101001011101000001000101110101010010
1101000100010011101000001001010111010000001010101101000010001110011110100001000001110100001001001110
1000001010010111010000010100101101000010001010111010000100010011010001000011101011110100001001001011
1010000100100101110100000001010111010000101010001101000100101110100001000001110100001001110100010000
0101110101010010110100010000010111010000101010101110100000010101011101000100001010111010001000010101
1101001000001110101001001001101000000101011101000100010010111010101000011101010010101101001010101000
0110100000101001101000000011101000001001001110100101101001000101001011010101001101000101001001011010
1010011010001010100010110011010100100101110101010011010001010101010110011010100010101011001101001000
1010101011101000100011101001001010101010110100101001010001101001000000101110100000110101010010101010
1101001010101101001000100010111010001010101101010000010101101000100000110100100010101101000010011101
0100101010101011101001011010010010001010110011010010010010101011101001101001001001010110100101101001
0010010010110100101101001001010001011001101001001010010101110100010101110100100101110011010010010101
0010111001101001010001010101110100010001110100001010010110100101000101110100101000101011010001001110
1001010001001011101000100111010010100100010111001101001000100011101000100111010010100101010111001101
0010100000111001101010101010110100000001110100101010010101011101001000111010010101001010111001101000
0101001001100110101000001101000000011101001010101001010111001101010001000011010000000110100010010101
0101110100010001110101010101010101011010000100111010010000100101011101001010100010011010100000001011
0100100111010100001010111010010000110101000000010110100100011101010010010111010000110101000010101011
0101000101110101000010100101110101001011101010001010101011100110101000101010101000011010100001001010

Tabla 3.8: Cédigo binario de la maquina universal de Turing.
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cual, a grandes rasgos, tiene como conjunto de estados al producto @™ = @ X --- X () y ante cualquier
~—_—————
m veces
vector (s1,...,8m) leido de las cintas, si estd en el estado (g, .., qm) entonces actuard pasando al estado
(p1,---,0m), ¥, para cada i < m sustituye en la cinta i a s; por t; y hace el movimiento m;, siempre que
(gisipit;m;) sea una quintupla en MUT.

Ahora, la simulaciéon anterior, puede realizarse con una maquina de Turing de una sola cinta, segin se
vi6 en el primer capitulo. Resulta entonces que se cumplen las siguientes dos proposiciones,

Proposicién 3.4.3 (Tiempo compartido) Para cadam > 0, existe una mdquina de Turing MTC tal que
para cualesquiera m mdquinas de Turing My, ..., M,, y para cualquier entrada X se tiene

MTC(x) = (My(x), ..., Mp(x)) .

Proposicién 3.4.4 (Operando “inter” de mdaquinas) Para cada m > 0, existe una mdquina de Turing
MI tal que para cualesquiera m mdquinas de Turing My, ..., M,, y para cualquier entrada x se tiene que
MTC(x) asume el valor asumido por la mdquina M;, en x, si es que esa mdquina es la primera, de entre
todas las M;’s, en detenerse al actuar sobre la entrada x, o bien queda indefinida, MTC(x) =L, si todas las

m
M;’s lo quedan con x. La mdquina MI se dice ser el inter de las M;’s y escribiremos MI = /\ M;.
i=1

3.4.5 Universalidad en programas-while

Asi como en el funcionamiento de las méquinas de Turing puede ser formalizado en las maquinas de Turing
para dar asi lugar a la maquina universal de Turing, tenemos que la sintaxis y la seméantica de los programas-
while pueden, también, ser formalizados en el lenguaje de los programas-while.

Al inicio de este capitulo presentamos una codificacién de los programas-while. FEsa codificacién es
programable, y dada una variable P siempre se puede decidir si su contenido es el cédigo de un programa. El
proceso de decision conlleva un proceso de analisis sintdctico, que puede llevarse hasta el de una interpretacién
semantica del programa en cuestion.

Proposicién 3.4.5 (Programa-while universal) FEziste un programa-while PU tal que para cualquier
P € Programas-while y cualquier lista de datos x se tiene PU([P], [x]) = P(x).

También, como las proposiciones 3.4.3 y 3.4.4 en el caso de las maquinas de Turing, resulta valida la

Proposicion 3.4.6 FEzisten sendos programas-while Py y Po que calculan las funciones

m

(I—p1-|7"'7|_ m-lvx) = (p1(x), ., pm(X)) ¥ (|—p1—‘7"'v|_ m-lﬂx) = /\pi(X).

=1
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Capitulo 4

Teoria de la recursividad

Presentamos en este capitulo a las funciones recursivas, las cuales han de coincidir con las funciones com-
putables. Asi, veremos una presentacién alternativa de la nocién de computabilidad.

Las funciones recursivas poseen una funcién universal y, en la clase que conforman, es irresoluble el
“problema de la parada”, es decir, el decidir cuando el célculo de una funcién recursiva ha de converger o
no ante una instancia dada.

4.1 Funciones recursivas

Definicién. La clase de las funciones recursivas es la minima clase de funciones que contiene a las funciones
recursivas primitivas y que es cerrada por el esquema de minimizacién (no necesariamente acotada).

Ejemplos. Los siguientes son ejemplos de funciones recursivas:

1. Todas las funciones recursivas primitivas son recursivas.

2. La funcién de Ackermann es recursiva pero no es recursiva primitiva.

Efectivamente, en la seccién 2.4 vimos que la funcién de Ackermann se calcula reiterando el operador
T definido por la relacion 2.9 de esa misma seccién, hasta la primera vez que se obtenga una lista de
longitud 1. El operador T es recursivo primitivo y la reiteraciéon hasta la condicién terminal se puede
realizar mediante el esquema de minimizacién.

Teorema 4.1.1 Las siguientes clases de funciones coinciden

e las funciones recursivas,
e las funciones computables,

e las funciones calculables por mdquinas de Turing.

En efecto, por un lado, toda funcién recursiva es computable pues las funciones bésicas, a saber la
operacion 0, la sucesor y las proyecciones, son todas computables y los esquemas de composicion, de recursién
y de minimizacién son programables mediante programas-while.

Por otro lado, toda funcién computable es recursiva pues las funciones 0, sucesor y antecesor y la nocién
de asignacién son representables mediante funciones recursivas. Luego, si P; y P fuesen dos programas que

calculen sendas funciones computables, entonces las funciones computadas por los programas | {Py; Po} |y
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while X # 0 do P, ‘ son también representables mediante funciones recursivas, la iltima utilizando cierta-

mente el esquema de minimizacién.

Ya que la clase de funciones computables se autorrepresenta, tenemos como una consecuencia la siguiente

Proposicion 4.1.1 La clase de funciones recursivas se autorrepresenta, es decir, existe una funcion uni-
versal para esta clase que es en St recursiva:

eval: N> — N

(k,m) +—  fr(m): el valor en m de la k-ésima funcién recursiva.

El lema de la diagonal asevera que la subclase de funciones recursivas totales no se autorrepresenta.

4.2 Problema de la parada

Teorema 4.2.1 No existe una funcién recursiva h tal que ¥(k,m) :

{1 s fum) |,
h““’m)‘{o i Fulm) 1

Tal funcién h permitiria reconocer cudando una funcién recursiva ha de converger para una instancia dada.

Demostracion: Supongamos que la funcién h fuera recursiva. Podemos definir a partir de ella una funcién

recursiva h; tal que
_ 4 si fk(m) lv
ha(k,m) = { 0 sifu(m) 1.
Entonces Y(k,m) : [hi(k,m) | < fi(m)1].
Su funcién diagonal hs : k — hq(k, k) es también recursiva. Para ella, Vk : [hao(k) | & fr(k) 1].
Al ser hy recursiva posee un indice, digamos kp,. Entonces, Vk : [fx,, (k) | < fu(k) 1].

En particular, al considerar k = kj, hemos de tener [fr, (kn,) | < fr,, (kn,) 1], 1o que es claramente
contradictorio.

4.3 Decidibilidad

En esta seccién, dada una funcién f escribiremos, acaso de manera abusiva, “f € Programas-while” para
indicar que la funcién f es programable, es decir, se calcula por un programa-while, o sea, f es computable,
lo que equivale a decir que es recursiva.

4.3.1 Conjuntos decidibles

Dado un conjunto A C N™ su funcién caracteristica es
< 1 sixed
N —
XA 0 en otro caso.
e A se dice ser decidible si x4 € Programas-while.

o A se dice ser semidecidible si 3 g € Programas-while : A = {x|g(x) |}, es decir, si A es el dominio de
alguna funcién programable.
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A los conjuntos decidibles se les suele llamar también recursivos y a los semidecidibles, recursivamente
enumerables.

Proposicion 4.3.1 A es decidible si y sélo si ambos A y su complemento A = N™ — A son semidecidibles.

En efecto, si A es decidible, entonces A y A€ son los respectivos dominios de las funciones

gAZX|—>{ Losixa(x) =

1 1 sixa(x)=0,
1 sixa(x)=0 1

Yy gae :xn—>{ L sixa(x)=
las cuales son efectivamente programables. Asi que A y A° son semidecidibles.

Reciprocamente, si A y A¢ son semidecidibles y son los dominios de sendas funciones programables g4 y
gae entonces la caracteristica de A coincide con la funcién

o 1 siga(x) |,
G:x {O si gac(x) |.

la cual, de manera similar a como se hizo en las proposiciones 3.4.4 y 3.4.6, resulta ser programable. Asi que
A es decidible.

Definamos a las clases de conjuntos decidibles y semidecidibles, en general y también en cada potencia
cartesiana de N:

Recur {A|A es decidible} RecEn {A|A es semidecidible}
Recur, = RecurNP(N™) Y RecEn, = RecEnNP(N™)

donde para cualquier conjunto C, P(C) denota al conjunto de partes, o de subconjuntos, de C.
Observacién 4.3.1 Recur y RecEn son a lo sumo numerables.

En efecto, cada conjunto decidible o semidecidible determina a una funcién computable y éstas, como ya
hemos visto, forman un conjunto numerable.

Observacion 4.3.2 V n: Recur, forma un dlgebra de conjuntos.

Esto resulta de las igualdades
XANB = XA " XB 5 XAUB = XA+ XB = XA XB ; XAc =1 —Xxa

y de que las operaciones aritméticas son programables.

4.3.2 Proyecciones

Veremos en esta seccidén que la clase de conjuntos decidibles no necesariamente es cerrada bajo proyecciones.
Esto dard en consecuencia que existen funciones no-computables que pueden ser formuladas, sin embargo,
en el contexto de nociones de computabilidad.

Si A € Recur,, y m < n la proyeccion de A en las primeras m coordenadas es

I, (4) = {x € N"[3y € N : (x,y) € A}.

Observacion 4.3.3 Toda proyeccion de un conjunto decidibles es un conjunto semidecidible, es decir

A € Recur,, = II,,(A) € RecEn,,.
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En efecto, se tiene por definicién [xr,, (4)(x) =1« Jy € N"™ : xa(x,y) = 1] , luego II,,,(A) coincide
con el dominio de la funcién programable x — Min{y|xa(x,y) — 1 = 0}, donde el minimo se toma segin
alguna enumeracién (computable) de N™~".

Esta ultima observaciéon implica a su vez las siguientes dos relaciones ya demostradas:

A € Recur, = A € RecEn,,.
A € Recur,, & A, A° € RecEn,.

4.3.3 Problema de la parada (otra vez)

Para un conjunto A C N™ consideremos el problema de decision siguiente:

Problema & 4: Instancia: Un punto x € N™.

Respuesta: St six € 4,
p ’ No en otro caso.

Si A es un conjunto semidecidible el problema anterior es sélo resoluble a medias: Si g4 tiene como
dominio a A entonces dado el punto x evaluamos en €l a g4. En el caso de que obtengamos un valor,
contestamos que el punto pertenece a A pero en caso de no obtenerlo, no podremos saber si la falla en
obtener valor alguno es debida a que efectivamente se carece de él o a que atin no concluye g4 su proceso de
célculo en x. El problema de decisién en conjuntos semidecidibles es pues semidecidible.

Para un conjunto decidible, su propia funcién caracteristica es una algoritmo de solucién del problema
de decisién correspondiente.

Asi pues es altamente deseable contar con un procedimiento para identificar cudndo un programa ha de
pararse para una entrada dada. Tal procedimiento es, sin embargo, inexistente.

Proposicién 4.3.2 (Problema de la Parada) FEzisten conjuntos semidecidibles que no son decidibles.

En efecto, sea U un programa universal para la clase de programas. Consideremos el conjunto de parejas
correspondientes a programas y entradas en sus dominios de convergencia:

Defin = {(k,m)|U(k,m) |}.

Veamos que Defin € RecEny pero Defin € Recurs.
Consideremos el conjunto Buenos = {k|(k,k) € Defin} y su complemento Malos = {k|(k,k) & Defin}.

k es pues bueno si k mismo hace converger al k-ésimo programa. En otro caso es malo. Asi pues

(k € Buenos < |k|(lk]) 1) ; (k € Malos < |k|](lk]) 1)

Si acaso se tuviera Defin € Recury entonces ambos conjuntos introducidos serian semidecidibles, es decir,
Buenos, Malos € RecEns.

Luego Malos serfa el dominio de una funcién programable, es decir, [FkoVEk : |ko|(|k]) | & k € Malos].
En particular, para k = ko tendremos que ha de regir la equivalencia légica [kg € Buenos < |kol(lko]) |<=
ko € Malos] 1o cual es, a todas luces, absurdo.

En conclusiéon: En cualquier sistema formal de computo que se autorrepresente podemos plantear el
analogo al problema de la parada. Tal problema no podra ser resuelto a menos de que el sistema en cuestion
sea contradictorio, es decir, que haya un programa que ante una misma entrada terminara con una respuesta
0 o con una respuesta 1 indistintamente.
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4.4 Teoremas de recursion

Pese a que los sistemas autorrepresentables adolecen de las incompletitudes antes vistas, ellos poseen
propiedades de suma relevancia en la Teoria de la Computabilidad. Veremos que en ellos
e la “transmisién de pardmetros” es un procedimiento programable,

e en cualquier reenumeracion algoritmica de programas habra un n-ésimo programa que es equivalente
al n-ésimo programa de la enumeracién candnica. FEn otras palabras, toda sucesion computable de
programas poseee un “punto fijo”, y

e existe un programa cuya Unica funcién es escribir su propio cédigo. Dicese de tal programa que él “se
autorreproduce”.
Supondremos dada una funcién de codificacién [-] : {programas} — N con inversa |-| : N — {programas}.

Dos funciones f, g son equivalentes, f = g, si ambas dan mismos resultados ante mismas instancias, es
decir,

Vx: ([f(x) L& g(x) UNf(x) 1= f(x) = g(x)]) .

Teorema 4.4.1 (de Parametrizacién) Eziste una funcion programable h tal que

Vke NxeN"yeN™:  [h(k,x)](y) = [k](x,y)-

En otras palabras, dado un programa g, cuyo indice es k, de dos listas de argumentos x y y, entonces
cuando se deja fijos a los valores de x, es decir, cuando a éstos se les ve como pardmetros, entonces la funcién
resultante, con y como sola lista de argumentos, posee un indice que es funcién de k y de x. Este teorema
también se conoce como Teorema s-m-n de Kleene pues el matemético norteamericano Stephen Cole Kleene
lo formulé llamando funcién s}, a la que aqui hemos llamado h.

La demostracion del teorema consiste tinicamente en ver que la expresiéon de la derecha es algoritmica:

Dados k y x

1. decodificamos al programa |k,
2. en él “instanciamos” los valores de las variables x’s con los dados x y
3. codificamos el programa resultante.

4. El indice de ese programa se lo asignamos a h(k, x).
Corolario 4.4.1 FEziste una funcion programable ho tal que |ho(z,y)| = [|z](y)].

En efecto, consideremos la funcién H : (z,y,z) — ||z]|(y)](z). Aqui, para hacer empatar a H con el
teorema de paramatrizacién, hemos de considerar n = m =1 (k =z, x =y y y = 2). El corolario se
desprende inmediatamente del teorema de paramatrizacion.

Teorema 4.4.2 (de la Recursién) Para cada g € Programas-while existe k, € N tal que |g(ky)| = |kq]-

En efecto, sea hg tal que |ho(z,y)] = | |z]|(y)].

Sea hy : x +— hyi(z) = g(ho(z,x)). Hagamos ki = [h1] y kg = ho(k1,k1). Se tiene la cadena de programas
equivalentes siguiente:

lkg] = |ho(k1, k1)) = [[k1)(F1)] = [ha(k1)] = Lg(ho(kr1,n1))] = [g(ko)]
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4.5 Teoremas de autorreproduccion

Teorema 4.5.1 (de Autorreproduccién) FEriste un programa cuya funcidén es escribir su propio indice,
es decir,
dky € N : Uﬂoj k= LkoJ(k) = ko.

En efecto, sea 7 : (x,y) — x. m es programable, i.e. m € Programas-while. Sea kq = [7| su indice. Por
el teorema de parametrizacién, 3h € Programas-whileVk, x,y :  |[h(k,z)|(y) = |k](z,y).

La funcién g : © — h(ko, ) es programable. Por tanto, por el teorema de la recursién podemos encontrar
un punto fijo para la enumeracién “médulo” g. Sea k, € N tal que |kq] = |g(ky)].

Se tiene entonces, Vm :

lkgl(m) = |g(kg)](m) : por la eleccién de kg,
= |h(ko,kg)|(m) : por la definicién de g,
= |kol(kg,m) : por la eleccién de h,
= ky : porque |ko| = .

Observaciéon 4.5.1 Un sistema autorrepresentable puede contener algunas otras funciones primitivas y con-
tener también programas que se autorreproducen y realizan otras funciones.

En efecto, sea S = (Primi, RComp) un sistema de programacién y sea f : N — N una funcién cualquiera.
Sea S’ = (Primi , RComyp') el sistema donde
Primi = PrimiU{f}
RComp’ = {(f,p)|lp € RComp}.
Asf todo programa en S’ consta de un programa en S con la funcién f adjunta: ¢’ € S < dg € S :
/
9" =(f.9)

Pues bien, puede verse que vale la siguiente
Proposicién 4.5.1 S’ es un sistema autorrepresentable siempre que S lo sea.

Consecuentemente S’ posee una funcién “autorreproductora”, sélo que en S’ el programa que se autor-
reproduce

e realiza la funcién primitiva f, y

e crea una “copia” de si mismo

Si kg es el indice de un programa autorreproductor en S’, el programa |kg| es propiamente, lo que en la
actualidad llamamos, un “virus”.

4.6 Virus en programas-while

La existencia de un programa que se autorreproduce fue demostrada por von Neumann' en la década de los
anos 40. Aunque desde ese entonces se vislumbraba la posibilidad de tener programas errantes, es sélo a
mediados de los 70 que aparecen los virus en computadoras. En esta seccién haremos una presentaciéon mas
de tipo “programacional” de los virus, en el marco de la Teoria de la Computabilidad. Esta presentacién no
es, ni mucho menos, una introduccién a los métodos de creacién de virus computacionales.

1John von Neumann (1903-1957), matemético norteamericano de origen hiingaro. Desde 1930 se incorporé a la Universidad
de Princeton. Fue uno de los principales investigadores en el proyecto de la bomba atémica en Los Alamos. En 1952 disefié la
MANIAC I, que fue la primera computadora en el mundo con un programa flexible.
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4.6.1 Definiciones basicas

Sea {P;},~, una enumeracion efectiva de los programas-while. Para cualesquiera 4, > 0 definimos

fi=fp, : lafuncién computada por el i-ésimo programa-while,

fi(4) : wvalor de la i-ésima funcién en la j-ésima entrada,
Consideremos las siguientes tres funciones

Rep : N — {programas-while}; i— P
: dado 7 construye el i-ésimo programa-while,
Comp : NxN—=N; (i,7)— k= Comp(i,j)
dados i, j el valor k dado por esta funcién es el indice del programa obtenido
al “componer” P; con P;. Es decir, P} tiene como variables de entrada a
las de entrada de P; y como variables de salida a las de salida de P;, ante

una una instancia dada de entrada, x, P, “corre” P;, aplica las variables de
salida de P; en las de entrada de P; y entonces “corre” a P;.

Eva : NxN—=N; (4,7)— fi(y)

dados i,j “simula” el cdlculo de f; sobre j.

Resulta evidente que estas tres funciones son programables.

Un virus es un programa P = P, tal que P(y) = Rep(m) para todo y € N. As{ pues, un virus P es un
programa que se autorreproduce.

El Teorema de Autorreproducciéon puede, pues, parafrasearse como la existencia de virus.

4.6.2 Matrices infinitas
Para mostrar que existen virus en el lenguaje de los programas-while necesitaremos arreglos planares infini-
tos, es decir, matrices cuyos renglones y columnas estan siendo indicadas por los niimeros naturales.

Una matriz infinita es un arreglo M = [mij]z‘j>0' Denotemos a las matrices infinitas con entradas
G2
naturales y con entradas funciones recursivas, respectivamente, como

NRxN {M|M es matriz infinita con entradas en N},

recursivas’ N = {M|M tiene funciones recursivas como entradas}.

Sea f: N — N una funcién y M una matriz. M se dice ser

cerrada por renglones bajo la funcién f siVi;3ioVj : (f(mi,;) = my,;) , es decir, si para cada renglén
en M, su imagen bajo la funcién f aparece también como otro renglén de la matriz M, y

diagonalmente completa sisu diagonal aparece también como un renglén, es decir 3igVj : (m,,; = m;;) .

Lema 4.6.1 (Diagonal de punto fijo) Si f es una funcion tal que existe una matriz diagonalmente com-
pleta cerrada por renglones bajo f entonces f posee un punto fijo, es decir, existe x tal que f(x) = z.

Demostracion: Sea M una matriz diagonalmente completa cerrada por renglones bajo f. Sea i4 tal que
Vj :m,; = m;;. Existe i, tal que Vj : f(m;,;) = m;, ;. Para j = i. se tiene f(mi,,) = mi,i, = M4, . As
pues m;,;, es un punto fijo de f.
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4.6.3 Teoremas de recursion
Una funcién g : N — N se dice ser extensional si Vi,j: [fi = f; = foa) = foi))-

Ejemplos
1. Cualquier funcién constante es extensional.

2. Sea g la funcién construida como sigue: Dado 4, calculamos el i-ésimo programa
Pi - Pi(X07 X17 X27 X37 X47 X57 XG» X77 < )

. . , 1 . . . . vari v )
1) seré el cédigo del programa obtenido al “instanciar” las primeras tres variables por los valores consecu
ivi 1S vari :

tivos 1,2,3 y renombrar las demas variables

g9(i) = [Pi(Xo 1, X1 = 2, X3 « 3, X0 « X3, X1 « Xy,..)].

Es evidente que g es extensional.

3. La funcién sucesor no es extensional: Si P; y P; son dos programas que calculan una misma funcién,
no necesariamente P;, y Pj41 han de calcular una misma funcién.

Observacion 4.6.1 Toda funcién extensional g define un operador entre funciones recursivas:
Iy : {recursivas} — {recursivas}
fi — Fg(fi) = fg(i)

Teorema 4.6.1 (Débil de Recursién) Si g es extensional entonces I'y posee un punto fijo.

Demostracién: Sea M la siguiente matriz consistente de funciones recursivas, Vi,j :  mg; = fy,(;). Si
fi(j) =L entonces la funcién fy, ;) coincidira con la funcién divergente en todo punto: L: x +— L.

M es efectivamente computable. De hecho, dados i, j procedamos como sigue:

1. con Rep calculamos P;,
2. con eval calculamos k = P;(j),

3. tras calcular k, con Rep calculamos P.

Sea PM el programa-while que implementa el procedimiento anterior. Entonces PM (i, j) = Myj.

M es diagonalmente completa: Sea @ tal que Q(j5) = PM(j,5). Q es evidentemente “realizable” como
un programa-while y consecuentemente Jig : P;, = (). Asi pues

mi,; = P, (5) = Q) = PM(j.5) = myj.

M es cerrado por renglones bajo I'g: Dado i sea PM:59 el programa tal que Vj : PM:59(5) = PM(g(4), j).
Existe entonces h(i) € N tal que Py(;) = PM-%9. Entonces para cualquier j se tiene

Magiy; = Puiy () = PM59(5) = PM(g(i), §) = myi).; = Tg(mi;).

Del Lema Diagonal de Punto Fijo se sigue que I'y posee un punto fijo.

Teorema 4.6.2 (De Recursién) Si g es cualquier funcion recursiva entonces I'y posee un punto fijo, es
decir 3k fr = fo(r)-
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. . S . . g .
Demostraciéon: Dados i;,i2 diremos que f;, se relaciona con f;, segin g, fi, ~ fi,, si existe k tal que

fe=1Ff & fow) = fio-

Se tiene que ViyJis : fi, <> fi,.

Como M es ademaés diagonalmente completa tenemos que algin elemento en su diagonal m;; se relaciona
consigo mismo. Asf pues existe k tal que fr = mi; = fy(r)-

4.6.4 Construccion de virus

Sea r el indice del programa Rep.

Dado z € N sea P, un programa-while que hace lo siguiente:

1. calcula 2, = Comp(r,x), es decir, compone a Rep con el x-ésimo programa,

2. deja a x,» como su valor final.

P, es un programa que calcula un valor constante, x,, que depende de =x.

Sea g: N — N, z+ (indice de P,). Evidentemente, Yz, y: fy)(y) = Comp(r,r). La funcién g no tiene
porqué ser extensional, sin embargo es computable. Por el Teorema de Recursién se tiene que dng tal que
Jrno = fg(no)- Ast pues, ambos frn, ¥ fg(n,) calculan a la funcién y — Comp(r, no).

Sea P = Rep(Comp(r,ng)). Se ve facilmente que P es un virus.
Por un lado, tenemos que el indice de P es Comp(r,ng). Por otro lado, para todo y se ha de tener
P(y) = Comp(r,no).
Observacion 4.6.2 Las siguientes propiedades se siguen inmediatamente:
1. Todo lenguaje de programacion suficientemente capaz de contener un “intérprete” de él mismo (de
programar las funciones Rep, Comp y Eval) es susceptible de “engendrar” virus.

2. El virus se “realiza” como un punto fijo de una funcion de sustitucion g. FEsta es la base de los
programas virus ‘“reales”.

3. FEl procedimiento descrito en esta seccion,

e es efectivo: en principio se puede escribir un programa que calcule a los indices v y ko, asi como
también a los valores Comp(r, ko) y Rep(Comp(r, ko)),

e NO es eficiente: los cdlculos anteriores son muy extensos y la sola enumeracion de todos los
programas es imprdactica.

4.6.5 Malas noticias: No hay deteccion universal de virus

Haciendo consideraciones mas reales, tenemos que una computadora ejecuta a todo programa viéndolo como
un subprograma de su propio sistema operativo. Un virus “real” “infecta al sistema operativo”.

Refinemos los conceptos virales vistos hasta ahora. Consideremos un sistema operativo fijo, digamos SO.

e Un wirus es un programa que altera el cédigo del sistema operativo de una computadora.

e Un programa P esparce un virus bajo la entrada x si en el transcurso del cdlculo de P(x) se altera al

SO.
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e P es seguro bajo la entrada x si P no esparce un virus bajo x.

e P es seguro si lo es bajo toda entrada x.

Un programa antiviral universal es un programa tal que

Pdasale  si P es seguro bajo X,
jAlto! en otro caso.

AVU(P,x) = {

Proposicion 4.6.1 No puede existir AVU.

Demostracién: Supongamos que se tuviera un programa antiviral universal AVU. Construyamos el pro-
grama D tal que

D(P) = Escribe “No corra riesgos. Trabaje a lo sequro.” st AVU(P, P) = jAlto!,
" | Modifica a SO en otro caso.

Tenemos pues que VP:

D es seguro bajo P« AVU(P, P) = jAlto!
< P no es seguro bajo P

En particular, para P = D se tiene una contradiccién.



Capitulo 5

Irresolubilidad

En la seccién 4.2 vimos que no existe una funcién recursiva que permita decidir, para una funcién recursiva
f cualquiera y una instancia x arbitraria, si acaso x estd o no en el dominio de f.

Dada la equivalencia entre funciones recursivas y méquinas de Turing, tenemos que el resultado de
“inexistencia” anterior se convierte en que no hay méquina de Turing que decida, para una maquina de
Turing cualquiera si acaso ha de detenerse a partir de una instancia inicial cualquiera. El “problema de la
parada” para maquinas de Turing es pues irresoluble mediante maquinas de Turing. En resumen, existen
problemas irresolubles que se pueden plantear en el lenguaje de la teoria de la computabilidad.

En el presente capitulo presentaremos diversos problemas que, al igual que el problema de la parada, no
son resolubles mediante funciones computables.

Inicialmente, presentamos el teorema de Rice que indica que no hay manera alguna de reconocer proce-
dimentalmente clases “interesantes” de funciones. Veremos luego otro problema clasico irresoluble, el de la
“correspondencia de Post”. A partir de éste, veremos que muchos problemas de decisién, planteados para
gramaticas libres de contexto, vale decir, para graméticas en los primeros niveles de la Jerarquia de Chomsky,
son también irresolubles.

Finalmente, presentamos el equivalente a la nocién de irresolubilidad en la Légica Matematica. En ésta,
una demostracion consiste, al igual que una computacion, de una secuencia de transformaciones para derivar
teoremas. Un enunciado indemostrable es entonces uno inaccesible mediante las reglas de deduccién de la
teoria. Veremos un ejemplo de un enunciado indemostrable en la Aritmética de Peano.

5.1 Teorema de Rice

Consideremos la clase de funciones recursivas con un solo argumento. Sea pues FRec' = {fk}p>o una
enumeracion efectiva de las funciones computables de una sola variable.

Sea F C FRec' una subclase. El conjunto de indices de F es Ry = {i > 0|f; € F}. La clase F se dice
ser recursiva si su conjunto de indices R lo es, es decir, si la funcién caracteristica de este ultimo conjunto
es recursiva.

Disgresién: Supongamos que f es una funcién computable, calculada por el programa P y que el indice de
f es ko. Sea F = {f} la ménada que consta tinicamente de la funcién f. Tenemos que {ko} C Rx. Pero la
inclusion es estricta, pues f puede ser calculada también por una infinidad de otros programas, es decir, f
tiene una infinidad de indices. Para determinar que un niimero cualquiera k estd en Rz serd menester que la
funcién fj, coincide con f, la verificacién de lo cual es un problema irresoluble, en general, como lo veremos
més adelante. La dificultad principal en revisar si acaso una funcién coincide con otra, estriba en que ain
cuando podamos probar uno a uno, y, potencialmente todos, los valores de ambas funciones, ese proceso es

83
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interminable pues siempre quedaran mas valores pendientes de revisar que los ya revisados.

Teorema 5.1.1 (Rice) Ninguna subclase propia no vacia de funciones recursivas F C FRec' puede ser
recursiva. En otras palabras, si existen f,g € FRec' tales que f € F y g & F entonces F no puede ser
TeCUrsiva.

Demostracién: Supongamos que F sea recursiva y que existen f, g € FRec' tales que f € Fy g g F.

Existe pues una funcién recursiva Pr € F Rec! que coincide con la funcién caracteristica de R, es decir,
tal que

P]:(i){ 1 sit € Ry,

0 en otro caso.

Definamos h : N> — N de manera que

.+ J g(x) siieRg,
h(i, z) = { f(z) en otro caso.

h es recursiva pues se estd definiendo por casos utilizando funciones recursivas. Por el Teorema de Parametrizacion,
existe una funcioén recursiva s : N — N tal que Vi,z : fy;)(x) = h(i,x). Por el Teorema de Recursién ha de
existir un ko tal que fr, = fs(iy). Asi pues, Vo : fi,(x) = h(ko,z), vale decir,

vo: @ ={ 90 e o
Ya que f € F pero g ¢ F tenemos las equivalencias siguientes:
ko € Rp & Va:fy(x)=g®) & fu&F < ko &Rr
y esto es una contradiccion.

Digamos que una clase de funciones es trivial si bien es vacia, o bien coincide con toda la clase FRec!.
El Teorema de Rice asevera pues que las tinicas clases de funciones que son recursivas son precisamente las
triviales.

. Lo 1 . . .
Corolario 5.1.1 Las siguientes subclases de FRecw NO son en si recursivas, es decir, no hay programa
. ) 1
alguno para reconocer cudndo una funcion dada en FRec™ cae en una de esas clases.

RP = {f|f es recursiva primitiva.} ;. Ac = {f|f es acotada.}

Fi = {f|f tiene una imagen finita.} ;. To = {f|f es total.}

Dftzo) = {f|f(z0) I} ;o Va = {fIve: f(z) T}
VaCTP = {f|f diverge casi en todas partes.} ; FEq(F) = {f|f=F}

Im(a) = {f|3z: f(z) =a} ;o So = {f|f es suprayectiva.}

In = {f|f es inyectiva.} i DBi = {f|f es biyectiva.}

El corolario se sigue de inmediato del teorema de Rice pues cada una de las subclases enlistadas es un
subconjunto propio no-vacio de FRec!.

Teorema 5.1.2 (Rice: Versién vectorial) Sea F™ C (FRecl)m una familia de m-tuplas cuyas compo-
nentes son funciones recursivas. Sea Rrm = {(i1,...,im)|(fir,---, fi,,) € F™}.

Entonces Rym no puede ser recursivo a menos de que Rrm sea trivial, es decir, Rrm =) 0 Rrpm = N™

Demostracién: Sea a,, : N — N una biyeccién computable. Dado F™, definimos

S = {Z€N|E|f: (fil""ﬂfim) G.Fm:i:am(il,...,im)}.

Se tiene que Rrm es recursivo si y sélo si S lo es, y S no es trivial si y sélo si Rz= no lo es. Del Teorema
F ) F
de Rice se sigue que S no es recursivo.
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Corolario 5.1.2 Las siguientes clases de funciones NO son recursivas.

Ig {(f,9f =g} ; Mel {(f,9IVz = (f(x) | Ag(x) I= f(z) < g(x)}
Cp = {(f,gW)|[h=gof} ; OB = {(f,g,h)|h=9gf}

donde @ es, por ejemplo, una operacion binaria computable.

El corolario se sigue de que las clases enlistadas no son triviales.

Se dice que una funcién g es una eztension de la funciéon f, o que f es una restriccion de g, si se cumple
Voo f(z) | = [g(x) | A g(x) = f2)].
g extiende propiamente a f si existe g tal que g(zg) | pero f(zg) 1.
Teorema 5.1.3 (Primera extensién del Teorema de Rice) Sea F C FRec' una familia de funciones
recursivas tal que existe una funcion f € F con una extension propia recursiva g que NO estd en F.
Entonces el conjunto de indices Rr = {i > 0|f; € F} no puede ser recursivamente enumerable.

Demostracién: Sean f y g como en el enunciado del teorema. Sea (f;), una enumeracion efectiva de las
funciones recursivas. Consideremos la funcién h : N2> — N tal que

h(z,x) _ { f(I) si fz(l) Ty

g(z) en otro caso.

La funcién i +— i 1) es claramente computable ues es la diagonal de una funcién universal. Sea P un
)
rograma que la calcule. Como son recursivas, existen sendos programas 1 2 que las calculan. La
) )
funcién h puede calcularse como sigue:

Dado (i,n),

1. calculamos P(i) y Q1(x) en “tiempo compartido”, como si se calculara P(i) A Q1(x) seguin el proce-
dimiento descrito en 3.4.6,

2. si el célculo de Qq(z) termina primero, se da su valor como salida,

3. si el cdlculo de P(i) termina primero, se pasa a calcular Q2 () y se da su valor como salida.

Puesto que g es una extensién de f el procedimiento anterior calcula h(i,z). Por tanto, h es recursiva.

Por el Teorema de Parametrizacion existe una funciéon computable s tal que Vi,z : fy;y(z) = h(i, ).
Asi pues, Vi : [s(i) € Rr < fi(i) 1]. Ahora bien, el conjunto K = {i|f;(¢) |} bien que es recursivamente
enumerable no es recursivo (éste aparece de manera esencial en el Problema de la Parada). Se tiene ademds
que Vi : [s(i) € Ry < i ¢ K]. Consecuentemente, si Rz fuera recursivamente enumerable entonces también
lo seria el complemento de K y esto obligaria a que K fuera recursivo, lo cual no es posible.

Corolario 5.1.3 Las siguientes clases de funciones NO son recursivamente enumerables, es decir, no hay
programa alguno para generar uno a uno a todos los elementos en una de esas clases.

To¢ = {f|f no es total.} i E¢°(F) = {f|f#F}, con F total,

Eq(G) = {f|f=G}, con G nototal, ; Df(xo) = {f|f(z0) 1}

Va = {fVz: f(z) 1} ;7 VaCTP = {f|f diverge casi en todas partes.}
Im®(a) = {fVz: f(z)#a} i Fi = {f|f tiene una imagen finita.}

So° = {f|f no es suprayectiva.} i In = {f|f es inyectiva.}

Bi¢ = {f|f no es biyectiva.}

En efecto, para cada una de esas clases se puede dar un ejemplo particular de una funcién f en la clase
con una extension fuera de ella.
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5.2 Problema de la correspondencia de Post

Hemos visto que el problema de la parada en maquinas de Turing no es resoluble por maquinas de Turing.

Asi pues, con la terminologia y la notacién introducidas en la seccién 1.6.2, tenemos que no es posible
construir un procedimiento recursivo que decida si acaso una descripcion instantdnea inicial, DIy, ha de
transformarse en una DI final.

5.2.1 Presentaciéon del Problema de Post

Sea A un alfabeto finito y sea A* su diccionario. El problema de la correspondencia de Post (PCP) se define
como sigue:

Instancia: Dos listas X = [x;],_; , eY =[y;],_, ., con un mismo nimero de elementos, formadas
=Ly B REEE)
por palabras en A*.

Solucién: Una lista de indices I € {1, ... m}long(I) tal que las yuxtaposiciones de los elementos de X
e Y, de acuerdo con la lista I coinciden, i.e.

L=T[i;]icy o = X% =y, oy,
Ejemplos
Consideremos
[ %y ] [ 100 ] [y, ] [ 101
X3 11101 Y3 11011
X=|x4 |=] 01 ; Y=|y,|=1]0
X5 101 Vs 1
X6 11110 Ys 1110
| x7 | | 01101 | |y, || 11101 |

Para I =[5,2,3,3,6] se tiene
X5X9X3X3X6 = Y5Y2¥Y3Y3Ys
pues
10110111011110111110 = 101.10.11101.11101.11110
1.01101.11011.11011.1110

En cambio para
X =[x1,%2,x3] = [11 100 0]
Y =[y;,ysys] = [00 1  101]

el PCP no tiene solucién alguna. (jRevisese!)

El problema de la correspondencia de Post modificado (PCPM) coincide con el anterior salvo en que en
este ultimo se impone la exigencia de que la cadena comun formada comience con las primeras palabras en
las listas dadas:

Instancia: Dos listas X = [xi]i,1 neY= [yi]i,1 s CON UN mismo numero de elementos, formadas
Ly Ly
por palabras en A*.

Solucién: Una lista de indices I € {1,... m}long(l) tal que

1= (i, = BixXo - %i,] = [0y, ¥, )
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Proposicién 5.2.1 Si PCP fuera efectivamente resoluble entonces PCPM lo seria también.

Demostracién: Traduciremos toda instancia (X, Y*) de PCPM, con n palabras en cada lista, a una
instancia (X,Y) de PCP de manera que la instancia traducida posea una solucién cuando y sélo cuando la
instancia original también posea una correspondiente solucién. Al traducir utilizaremos dos nuevos simbolos
separadores “o,e”.

Tlustraremos el procedimiento con el ejemplo anterior con solucién I = [5,2,3,3,6]. Para partir de una
solucion de PCPM, intercambiaremos las palabras primera y quinta en cada conjunto de palabras:

101 ] 1
10 01101
11101 11011
XM =1 01 : YM=10
100 101
11110 1110
| 01101 | | 11101 |

La solucién es pues I =[1,2,3,3,6].

. . . . M ~M L. .
Para hacer la conversiéon, cambiaremos primero a las listas de palabras X™, Y™, después introduciremos
nuevas palabras iniciales y nuevas palabras terminales.

e Construccién de X: X se obtiene de XM sustituyendo cada simbolo a de A por ao.

[ 100010
1000
lololo0Qolo
X=] 0olo
100000
lolololo0o
Oololo0olo

e Construccion de Y: Y se obtiene de Y™ sustituyendo cada simbolo a de A por oa.

ol
olololo0ol
0loloQolol
Y= o0

olo0ol
0lololo0
0lololo0ol

o Construccion de palabras iniciales: Hagamos xg = oX; e yo =y;.
Xg = oloQolo
yo = ol
o Construccion de palabras terminales: Hagamos x,11 = e ey, | = oe.
Xg = @

y8 = oce

Veamos ahora cémo corresponden soluciones de PCPM a soluciones de PCP y viceversa.



88 CAPITULO 5. IRRESOLUBILIDAD

H \ Lista X | Lista Y | Explicacion H

. ogpxe | Inscribase la DI inicial correspondiente a x.
Va € A a a Déjese sin cambio alguno a los simbolos de A.
. . Déjese sin cambio alguno al simbolo terminal e.

Tabla 5.1: Grupo I: Parejas iniciales y de simbolos en la m. T.

e Una solucién de (XM, YM) en PCPM da una solucién de (X,Y) en PCP: Si IM = [1,41,...,0] es
una solucién de PCPM entonces I = [0, 41, ..., ik, n + 1] es solucién de PCP.

En el ejemplo mostrado, la palabra comin dada por la solucién I = [0, 2,3, 3,6, 8], inducida a su vez
por la solucién I = [1,2,3,3,6] es

0loQololo0OolololoOololololofolololololoOoe

e Una solucién de (X,Y) en PCP da una solucién de (XM, YM) en PCPM: Si1 = [i1,82 .., 0k—1, %K)
es una solucién de PCP entonces necesariamente i1 = 0 e ¢, = n + 1, pues ésta es la tinica manera de
que “empaten” las marcas extremas o, e; es decir, la palabra comtn ha de comenzar con las palabras
iniciales y ha de terminar con las terminales. Sea 7; el minimo indice tal que i; = n+1. Evidentemente
I' = [i1,i3...,ij-1,i;] también es solucién de PCP. Se ve de manera directa que I = (1,4, ... Jii—1]
es solucién de PCPM.

Teorema 5.2.1 PCP es irresoluble.

Demostracion: Veremos que PCPM no puede resolverse efectivamente. Para esto veremos cémo una
instancia del Problema de la Parada en mdquinas de Turing (PPmT) se reduce algoritmicamente a una
instancia de PCPM de manera que la instancia a reducirse ha de poseer una solucion, es decir, se reconocera
que la maquina “instancia” se parard a partir del contenido inicial “instancia”, en PPmT si y sélo si la
correspondiente instancia ya reducida posee una solucién para PCPM. Siendo entonces PPmT reducible a
PCPM se sigue inmediatamente que este tltimo problema no puede ser resoluble pues si lo fuera, PCmT
también lo seria, lo cual es imposible.

Sea pues (M, w) una instancia de PPmT: M es una mT y w es una entrada para M. Sea AQ = AUQU{e}
el alfabeto consistente de los simbolos y los estados de M, y de un simbolo para indicar extremos de DI’s.
Construiremos dos sucesiones de palabras X, Y C AQ* tales que (X,Y) posee solucién en PCP si y sélo si
M(w) | y en tal caso una solucién de PCPM ha de consistir, propiamente, de una computacién terminal
que transforma la DI inicial gox en alguna DI final.

Las construcciones de ambas listas X, Y se hacen por etapas. En las tablas 5.1-5.3 quedan mostradas las
palabras formadas para sendas listas X, Y divididas por grupos: en el primer grupo presentamos particulas
iniciales y las relativas al alfabeto de la m.T'., en el segundo grupo aparecen las que codifican el funcionamiento
de la m.T. y en el tercer grupo se enlista a las particulas terminales.

Veamos que una solucién de PPmT da una solucién para PCPM.

Se dice que una pareja (C, D) € (AQ*)2 es una solucién parcial de PCPM si

e (' esun prefijode D, y

e C y D son yuxtaposiciones de correspondientes cadenas en las listas X y Y, es decir, si C = x;, ... x;,
entonces D =y, ...y, E, donde E € AQ*. En tal caso, la particula E es el residuo de la solucién
parcial (C, D).

Se ve que las siguientes dos proposiciones son equivalentes:



5.2. PROBLEMA DE LA CORRESPONDENCIA DE POST 89

H \ Lista X \ Lista Y \ Ezxplicacion H

(¢,a,p,b,Der) €t : qa bp Apliquese quintuplas cuyos movimientos son a la
“derecha”
(¢,a,p,b,Izq) € t : a'qa pa'b | Apliquese quintuplas cuyos movimientos son a la
“izquierda”.
(g, a0,p,b, Der) € t : qe bpe Apliquese quintuplas, correspondientes al simbolo

“blanco”, en el extremo derecho de la cinta, cuyos

movimientos son a la “derecha”
(g,a0,p,b,Izq) € L : a'qe pa'be | Apliquese quintuplas, correspondientes al simbolo

“blanco”, en el extremo derecho de la cinta, cuyos
movimientos son a la “izquierda”.

Tabla 5.2: Grupo II: Parejas de transiciones.

H \ Lista X \ Lista Y \ Ezxplicacion H

g€ F,a,a €A aqa’ q Al arribar a un estado final comiéncese a suprimir
simbolos para obtener una DI vacia.
geFac A aq q Idem.
gcFadcA qa’ q Idem.
gee ° Al obtener la DI vacia, deténgase el proceso.

Tabla 5.3: Grupo III: Parejas de estados finales y DI’s terminales.

1. La sucesién de DI's DI = {DI; = o;;q;a;83;},_, _, €s una computacién, intermedia o terminal, de
longitud k+ 1 enlam. T. M, es decir Vi < k: M + DI; — DI; 4.

2. Si
Cr = qweaiqia1B;e - @ _1qx—10k—185_1 y
D, = qweayqiaiB,e- -0y _1qp_105-18;_1 ® arpqrarSB, Ly

entonces (C, D) es una solucién parcial de PCPM.

Las dos implicaciones a demostrar se prueban por induccién en k.

Ahora, con la notacién anterior, observamos que la solucién parcial de la forma (Cy, D) mds pequenia
corresponde a cuando Ej es la palabra vacia. También observamos que si no aparecen palabras del grupo
III, entonces en toda solucién parcial (C, Dy), la longitud de Dy, es estrictamente mayor que la de Cj. Por
tanto, se tendra una solucién a PCPM si y sélo si se tiene una computacion terminal en la méquina dada.

5.2.2 Una aplicacion de PCP

Veremos aqui un problema tipico relativo a gramaticas libres de contexto que es irresoluble, y cuya irresolu-
bilidad se demuestra viendo que es equivalente al Problema de la Correspondencia de Post.

Recordamos las siguientes definiciones

e Una palabra w en el lenguaje libre de contexto (LLC) L es ambigua en una GLC G que genere a L si
w posee mas de una derivacién siniestra (leftmost) en G.

Como un ejemplo trivial, se tiene que, en la gramadtica con producciones S — A|B, A — a, B — a, la
palabra a posee dos derivaciones siniestras

S—A—-a ; S—B—a
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e Una GLC G es ambigua si hay una palabra, del lenguaje que genera, ambigua en ella.

e Un LLC L es inherentemente ambiguo si cualquier GLC G que lo genere es ambigua.

A guisa de ejemplo se tiene que el lenguaje
L={a"b"c"d™|n,m > 1} U {a"b"c™d"|n,m > 1} = L1 U Lo.

es inherentemente ambiguo.

Sin que presentemos aqui una demostracién formal de esta aseveracién, daremos una motivaci”’on
intuitiva de ella. Seguramente el lector no tendra ninguna dificultad en visualizar una GLC para
generar L y otra para generar Ly. Ahora, consideremos el lenguaje Lo = {a"™b"¢™d"|n > 1}. Tenemos
que Lo C L1 N Ly C L y cada palabra en Ly puede ser derivada tanto por la gramadtica de L; como
por la gramadtica de Ls. Una y otra derivacién hacen que cada papalabra de Lo se a ambigua (para
cualquier gramética de L).

El Problema de Reconocimiento de Ambigiiedad en GLC (PRAGLC) es el siguiente:

Instancia: Una gramatica libre de contexto G.

1 si G es ambigua,

Solucion:
0  en otro caso.

Proposicion 5.2.2 PCP se reduce algoritmicamente a PRAGLC. Por tanto este iltimo es irresoluble.

Demostracién: Dada una instancia (X,Y) de PCP hemos de construir una instancia Ipp4qrc de
PRAGLC, la cual consistird de una gramética G(x y), de manera que (X,Y) posea solucién en PCP si
y sélo si Gx,y) sea ambigua.

Denotemos por A al alfabeto de PCP. Escribamos X = [x1---xx], Y = [y;---yi], v extendamos A

incluyendo k£ nuevos simbolos by, ..., b;. Construyamos los siguientes dos lenguajes:
Lx = {xi - xi,bi, - billin, .o im] € [LE]™, m > 1}
Ly = {yi ¥ bin o big|liv, . im) € [1LE]™,m>1}.

Sea G(x,v) = ({9, 5%, Sy}, AU {b; }i<k, P, S) la GLC cuyas producciones son:

S — Sx|SY
Vi S k: SX — XiSXbi|Xibi
Vi S k: SY — yZ‘SYbi|y7,‘bi

Resultan evidentes las propiedades siguientes:

e El lenguaje generado por esta gramética es L(G(x,y)) = Lx U Ly.

e G(x,y) es ambigua si y sélo si se cumple cualquiera de las siguientes dos proposiciones claramente
equivalentes entre si:

1. Lx N Ly # )
2. (X,Y) posee solucién en PCP.
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5.3 Irresolubilidad de problemas en GLC

5.3.1 Reduccién de problemas al problema de la parada

Como una primera seccién, veamos que las computaciones terminales en una maquina de Turing dada,
pueden “realizarse” como la intersecciéon de dos lenguajes libres de contexto. En otras palabras, el proceso
de “correr una méquina de Turing sobre una entrada dada” puede realizarse por dos autématas de pila
“corriendo en paralelo”.

Sea M = (Q,A,t,qo, F) una miquina de Turing. Sea DI una computacién, terminal o intermedia.
Supongamos DI = {DL},_o . = {y;qiaiXi};—q ;- La representacion lineal de DI es la palabra

Dlye DI e---eDI._1e DI,
v la representacion trastocada de DI es la palabra
DIy e DI e DI, @ DI - - - |

consistente de la misma palabra que en la representacion lineal, salvo que las descripciones correspondientes
a indices impares se escriben al revés.

Sea L_, = {DIy e DI*¥|DIy, DI; son DI's de M y M + [DIy — DI;]} el lenguaje consistente de “inicios”
de computaciones legales en la maquina de Turing.

Proposicion 5.3.1 L_, es un lenguaje libre de contexto.

Demostracion: L_, es reconocido por un autémata de pila cuyo comportamiento es el siguiente:
Dada una palabra de la forma dg e d,

1. lee uno a uno los simbolos de dg, hasta llegar a “e”, y verifica que aparezca exactamente una vez un
simbolo correspondiente a un estado, es decir, reconoce a dy de la forma dy = yyqo%o,

2. reconoce a la “parte izquierda” de d; como de la forma x{°V, acaso tal vez difiriendo en una sola

posicién,
3. verifica que donde termina x{°" aparezca la aplicacién de una transicién de la maquina M, y, finalmente

4. reconoce a la “parte derecha” de d; como de la forma y{™ acaso tal vez difiriendo en una sola posicién.

Es claro que L'V es también libre de contexto. Se tiene

L™ = {DI*" e DI,| DIy, DI, son DI's de M y ahi DIy — DL }.

Sea LL (xg) el lenguaje consistente de representaciones trastocadas de computaciones terminales en M
=
que se inician con la descripcién inicial gpxg.

Proposicién 5.3.2 L (x¢) es la interseccion de dos lenguajes libres de contexto.

Demostracion: Se comprueba inmediatamente que la proposicién se cumple considerando los lenguajes,
evidentemente libres de contexto,

L, = (L_e)" ({nil} UDI finale)
Ly = qoxpe (L*Ve)" ({nil} UDI finale)

Veamos a partir de este hecho que algunos problemas relativos a lenguajes libres de contexto son irres-
olubles.
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Problema de “gramdticas ajenas” (PA)

Instancia: Dos gramaticas libres de contexto GG, G2 con un mismo alfabeto terminal A.

Solucion: {

1 si Gl n G2 = (Z),
0 en otro caso.

Proposicion 5.3.3 PA es irresoluble.

Demostracién: Si pudiéramos decidir cudndo dos lenguajes libres de contexto tienen interseccién no-vacia,
al considerar los lenguajes L1 y Ly de la proposicién anterior podriamos decidir si la maquina M posee una
computacion terminal a partir de xg. Asi pues resolveriamos el Problema de la Parada para méquinas de
Turing. Como esto es imposible, PA es irresoluble.

Problema de totalidad (PT)

Instancia: Una gramaética libre de contexto G sobre un alfabeto terminal A.

Solucion: {

1 s L(G) = A%,

0 en otro caso.

Proposicion 5.3.4 PT es irresoluble.

Demostracion: Puede verse que el lenguaje complementario a las representaciones trastocadas de com-
putaciones en la méquina de Turing es libre de contexto. En efecto, una palabra o esti en el lenguaje
complementario si se cumple alguna de las condiciones siguientes:

4.
5.

. No es de la forma DI = {(D[i)(’l)i}

= {(yiqiaixi)(*l)z}‘ o donde 7! =7y 771 = 7oV,
i=

yeeey

i=0,....k

. Siendo de la forma DI, se tiene que la primera y,qoaoxo no es inicial (es decir, el go que ahi aparece

no es el estado inicial de la méquina de Turing).
Siendo de la forma DI, se tiene que la dltima y.qrarXy no es terminal, es decir, g, € F.
Para alguna ¢ par se tiene t/ y,q;a;x; — (yquiHainiH)rev.

.. . rev
Para alguna i impar se tiene I/ (y;¢;0iX;)" — ¥;41Gi+10i+1Xit1-

Cada una de las tres primeras condiciones define a un lenguaje regular, y por tanto, libre de contexto. La
revisiéon de las condiciones 4. y 5. puede hacerse mediante sendos autématas de pila y por tanto éstas
determinan lenguajes libres de contexto. Asi pues, el lenguaje complementario es libre de contexto como
unién de lenguajes libres de contexto.

Si pudiéramos reconocer que este lenguaje es total podriamos reconocer que no hay computacion terminal
para una entrada dada de la maquina de Turing. Esto también resolveria el Problema de la Parada.

Problema de equivalencia (PE)

Instancia: Dos graméticas libres de contexto Gy, G2 con un mismo alfabeto terminal A.

Solucion: {

1 siL(Gy) = L(Gs),
0 en otro caso.
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Proposicién 5.3.5 PFE es irresoluble.

Demostracién: En particular si consideramos una GLC G que genere a todo el alfabeto, si resolviéramos
PE resolveriamos también PT.

La irresolubilidad de los siguientes problemas se debe a esta misma razon.

Problema de inclusion (PI)

Instancia: Dos graméticas libres de contexto Gy, G2 con un mismo alfabeto terminal A.

1 si L(Gl) C L(Gg),

Solucion:
0 en otro caso.

Proposicion 5.3.6 PC es irresoluble.

Problema de regularidad (PR)

Instancia: Una gramatica libre de contexto G y un lenguaje regular R, ambos sobre un mismo alfabeto
terminal A.

1 st R=L(G),

Solucion:
0 en otro caso.

Proposicion 5.3.7 PR es irresoluble.
Problema de regularidad contenida (PRC)

Instancia: Una gramatica libre de contexto G y un lenguaje regular R, ambos sobre un mismo alfabeto
terminal A.

1 siRcCL(G),

Solucion:
0  en otro caso.

Proposicion 5.3.8 PA es irresoluble.

5.3.2 Algunos otros problemas irresolubles

Recordemos el

Lema de Bombeo para GLC’s: Sea L un LLC. Eziste una constante n € N tal que si z € L es una
palabra de longitud al menos n entonces la palabra z se puede descomponer como z = z1Z273Z4Zs5, de manera
que long(z2) + long(zy) > 1, long(z9z324) <n, y Vk € N: z 25232525 € L.

Ahora bien toda maquina de Turing es equivalente, mediante la adicién de estados redundantes, a una
maquina de Turing tal que toda computacién terminal involucra al menos tres DI’s.

De aqui se tiene el
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Lema 5.3.1 Sea M wuna mdquina de Turing. Sea Cp; el conjunto de computaciones terminales en M.
FEntonces
Cp esun LLC & L(M) es un lenguaje finito.

Demostracién: =) Si L(M) fuera infinito y C) libre de contexto se contradiria al Lema de Bombeo.

<) Es evidente, pues todo lenguaje finito es libre de contexto.
Problema de complemento libre de contexto (PCLC)

Instancia: Una gramética libre de contexto G sobre un alfabeto terminal A.

1 si A* — L(G) es libre de contexto,

Solucion:
0 en otro caso.

Proposicién 5.3.9 PCLC es irresoluble.

Demostracion: Sea G la gramatica libre de contexto que genera a las computaciones invélidas de M.
Tenemos pues que A* — L(G) es libre de contexto si y sélo si el lenguaje de M es finito. Como esto dltimo,
de acuerdo con el Teorema de Rice, es indecidible, tenemos que PCLC es irresoluble.

Problema de interseccion libre de contexto (PILC)

Instancia: Dos gramaticas libres de contexto GG, G2 sobre un mismo alfabeto terminal A.

1 st L(G1) N L(G3) es libre de contexto,

Solucion:
0  en otro caso.

Proposicién 5.3.10 PILC es irresoluble.

Demostracion: Sean G; y G3 dos gramaticas libres de contexto tales que su intersecciéon dé las computa-
ciones terminales de M. Tenemos pues que L(G1) N L(G2) es libre de contexto si y sélo si el lenguaje de
M es finito. Como esto ultimo, de acuerdo con el Teorema de Rice, es indecidible, tenemos que PILC es
irresoluble.

5.4 Irresolubilidad en la Aritmética

5.4.1 Aritmética de Peano

Una ldgica se construye sobre un alfabeto, el cual consiste de simbolos especiales, los cuales son, usualmente,
los conectivos logicos, los cuantificadores, paréntesis y comas, de las variables y de una signatura propia, la
cual consiste de constantes, funciones y predicados o relaciones. En la tabla 5.4 presentamos una signatura
para la logica de conjuntos y en las tablas 5.5 y 5.6 presentamos dos signaturas para la aritmética de Peano,
sin embargo, en la presentacién ulterior de la aritmética de Peano supondremos la signatura de la tabla 5.5.

Si L es una légica, se distinguen en ella palabras bien formadas:

Términos. Se forman recurrentemente por las siguientes reglas:
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Constantes () - conjunto vacio
Funciones U - unién (unaria) : zelyeIzey:zey
P - conjunto de partes (unaria) : x € P(y) & Vz(z€xz=2¢<€y)
Relaciones € - pertenece a (binaria)
Tabla 5.4: Signatura de la Teoria de Conjuntos.
Constantes : 0 - numero cero
Funciones : s - sucesor (unaria)
Relaciones : = - igual a (binaria)
Tabla 5.5: Signatura AP de la Aritmética de Peano.
Constantes : Nullus - numero cero
I - numero uno
IT - numero dos
MCMXCVIII - ntumero mil novecientos noventa y ocho
MMVIII - numero dos mil ocho
Funciones : Mas - suma (binaria)
Por - multiplicacién (binaria)
Relaciones : = - igual a (binaria)
o< - menor que (binaria)

Tabla 5.6: Signatura AP; de la Aritmética de Peano.
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1. € € VariablesU Constantes = € € Términos.

2. f € Funciones™ &y, ..., &, € Términos = f(&1,...,&,) € Términos.

Atomos. Simbolos de relaciones “evaluados” en términos:

1. R € Relaciones" &1, ...,&, € Términos = R(&1,...,&,) € Atomos.

Férmulas. Se forman recurrentemente por las siguientes reglas:

1. ¢ € Atomos = ¢ € Formulas.

2. ¢1,¢2 € Formulas = —¢1 € Formulas,

D1V @2, 01 N po € Fdrmulas,
$1 — P2, 01 < ¢ € Formulas

3. ¢ € Formulas = Fx¢(x),Vrp(x) € Formulas

Enunciados. Foérmulas sin variables “libres”.

Demostrabilidad

En toda ldgica hay axiomas los cuales son férmulas de tipo ldgico o de tipo propio de la teorfa:

Axiomas légicos. Cualesquiera que sean las férmulas ¢1, ¢2, ¢3 y cualquiera que sea el término t, los
siguientes son axiomas légicos:

- 01— (92 — ¢1).

- (91— (92 = ¢3)) = (61 = ¢2) — (91 — ¥3)).

- (91 = 92) = (01 — ¢2) = —¢1).

. d1(t) — Jxgy (z).

Sea CP (por cdlculo de predicados) el conjunto de axiomas légicos.

U N

Axiomas propios. Son caracteristicos de cada logica. Por ejemplo, en la aritmética de Peano, se introduce
la relacién de desigualdad como una férmula:

(x<y)=Fz(z+2z=y).

Con esto, sea P~ el conjunto de los siguientes axiomas propios:

r#0=350) <z r+5(y) = s(x +y)
s(z)=s(y) =xz=y r+y=y+z

(zt+y)+z=a+(y+2)

x-0=0
r-s(y)=x-y+y

Y=Yz
(x-y) z2=x-(y-2)

(z<y)V(y <)
z-(y+z)=xz-y+xz-2
rt+y=crx+tz=yY==z

Sea AP = P~ U FEI, donde FEI es el esquema de induccion:

Para cualquier férmula ®: ®(0,x) A Vz(®(z,x) = ®(s(z),x)) = Vz(P(z,x)).

En toda ldgica se considera también reglas de inferencia. En el célculo de predicados y en la aritmética
de Peano, las reglas son de los tipos siguientes:
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Modus Ponens. Cualesquiera que sean las | Generalizacién.  Cualquiera que sea la
férmulas ¢1, ¢o: férmula ¢ y cualquiera que sea la variable x
pero siempre que x aparezca “libre” en ¢:
1 — @2
®1 o(x)
P2 Vod(z)

Sea H un conjunto de férmulas bien formadas y sea ¢ una férmula. Una demostracion de ¢ a partir de
H es una sucesion finita D = [dp, ..., d,,] de férmulas bien formadas tal que

1. La dltima férmula en D es la tesis ¢, es decir, 6, = ¢.
2. Para cada férmula § en D se cumple una de las siguientes aseveraciones:

(a) ¢ es un axioma, sea l6gico o propio,

(b) 0 es una hipdtesis, es decir, 6 € H,

(c) ¢ se sigue mediante reglas de inferencia de férmulas que la preceden en D, es decir,
i. F € [dg,...,d[: (¥ — @) € [do,...,d], o bien
iil. F € [do, ..., Iz variable libre en ¢ : ¢ = V().

La notacién H F ¢ denotara que existe una demostracion de ¢ a partir de H, y en tal caso se dice que ¢
es demostrable a partir de H. Toda férmula ¢ demostrable sin ningunas hipétesis suplementarias, § - ¢, se
dice ser un teorema, y se escribe en tal caso, F ¢. De hecho seremos més enfaticos y escribiremos

e CPF ¢ para indicar que ¢ se demuestra sélo de los axiomas 16gicos, y en este caso se dice que ¢ es un
teorema légico,

e P~ I ¢ para indicar que ¢ se demuestra de los axiomas l6gicos y de los propios de la aritmética de
Peano exceptuando el esquema de induccién, y

e APF ¢ para indicar que ¢ se demuestra en toda la aritmética de Peano.

Se tiene, por ejemplo, que todas las tautologias son teoremas 16gicos asi como también se puede demostrar
que toda férmula bien formada es equivalente a una férmula escrita en forma prenez, es decir escrita como
una férmula donde todos los cuantificadores aparecen al principio y el alcance de los cuantificadores esta
en forma mormal conjuntiva, o sea, es una conjuncién de disyunciones de literales, las cuales son férmulas
atémicas o negaciones de férmulas atémicas.

Dado un conjunto H de férmulas bien formadas su teoria consta de todas las féormulas demostrables a
partir de H. La denotamos por Teoria(H) = {¢|H F ¢}. H se dice ser consistente, o mds bien coherente, si
no existe férmula alguna ¢ tal que ambas ¢ y —¢ estdn en Teoria(H).

Interpretaciones

Sea £ una légica. Una estructura-L es una pareja (E, ®), donde E es un conjunto y ® es una correspondencia
que asocia

e a cada constante ¢ de £ un elemento ®(c) € E (es decir asocia “nombres” con “objetos”,
e a cada simbolo de funcién f', de aridad n, le asocia una funcién ®(f) : E™ — E, y

e a cada simbolo de relacién R?,, de aridad n, le asocia una relacién ®(RJ,) C E™.
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Por ejemplo, (N,id) es una estructura-AP, donde N es el conjunto de niimeros naturales e id es la
interpretacion usual de los simbolos aritméticos. También, el conjunto de funciones de los naturales en los
naturales N = NV es una estructura-AP con la interpretacién de los simbolos “punto-a-punto”:

Cero 0 : ®(0) =0, donde 0 : n — 0 es la funcién cero,

Sucesor s : ®(s): f f/, donde f':n— s(f(n)) esla funcién f+ 1,

Suma + : ®(+) : (f,9) — f+g,donde f+ g :n+— f(n)+ g(n) es la funcién suma
punto-a-punto,

Igualdad = : ®(=) = {(f,9)|Vn : f(n) = g(n)}, es decir, dos funciones son iguales si lo son

sus correspondientes valores en cada punto.

Mencionemos una tercer estructura de AP. Para esto es menester introducir algunos tecnicismos. Un
filtro en N es una coleccién de conjuntos “grandes”, es decir, es un conjunto F C P(N) tal que

i) NeF

ii) AeF,ACB = BeF
iii) ABeF = AUBeF

por ejemplo, el filtro de Frechet F = {{m € Nlm > n}}, _y es, en efecto, un filtro. Un ultrafiltro es un filtro
U consistente de los conjuntos “méas grandes posibles”, es decir, ademéds de satisfacer los axiomas de filtro,
satisface también

iv) AeP(N) = (AelUU)V(A°elU)

Bajo ciertas suposiciones! es posible ver que todo filtro se extiende a un ultrafiltro (de hecho, a una infinidad
de ultrafiltros). Sea pues U un ultrafiltro en N y sea ~, la relacién en N definida como

f~ug < {neN|f(n)=g(n)}el.

~y es una relacién de equivalencia congruente con las operaciones de N y por tanto N* = N/ ~; es una
estructura-AP.

Si (F,®) es una estructura-£ las férmulas atémicas cerradas, es decir, aquellas que no tienen variables
libres, de £ se evalian naturalmente en E. A partir de ellas se puede evaluar a todas los enunciados, es
decir, férmulas bien formadas que no tienen variables libres:

e ¢ = ¢y es verdadera en E si ¢ es falsa en F,

o & = (¢1 — ¢2) es verdadera en E si dado que ¢; es verdadera en E necesariamente ha de tenerse que
¢2 es verdadera en F,

e ¢ = Vapi(z) es verdadera en E si para cualquier sustitucién de = por un elemento e en E, ¢1(e) es
verdadera en E.

Si un enunciado ¢ es verdadero en E escribiremos E |= ¢, y en tal caso diremos que E es una interpretacion
o modelo de ¢. Si H es un conjunto de enunciados, escribiremos E = H si para cada ¢ € H se cumple

E E ¢.
Por ejemplo, la férmula de la aritmética de Peano

b0 =Va(x #0— Jy(s(y) = x)

que asevera que todo elemento no nulo posee un antecesor es valida en N, no lo es en N pues la funcién
2 +— (z mod 2) es no-nula mas no posee antecesor alguno. Sin embargo, ¢ si es verdadera en N*.

@ es universalmente vdlido si para cualquier estructura-£ (E, ®) se cumple FE = ¢.

1A saber, bajo la aceptacién del Principio de Seleccién o, equivalentemente, del Lema de Zorn. Por tanto, esta suposicién
no puede ser aceptada de manera constructiva.
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Si H es un conjunto de enunciados y ¢ es otro enunciado, diremos que ¢ es una consecuencia logica de
¢, y escribiremos H |= ¢, si rige la implicacién siguiente:

VE : (E estructura-£) = (EE=H = EE ¢).

La logica L se dice ser

sélida si para cualquier conjunto de enunciados H y cualquier otro enunciado ¢ rige la implicacién

Hr¢ = HE¢,

completa si para cualquier conjunto de enunciados H y cualquier otro enunciado ¢ rige la implicacion
reciproca
HE¢ = HIF ¢.

Ambos el célculo de predicados y la aritmética de Peano son sélidos. El Teorema de Completitud de Gddel
asevera que calculo de predicados es también completo. Su demostracién excede los alcances del presente
texto y por eso omitimos su demostracion.

Incompletitud

Veremos aqui que la aritmética de Peano no es completa. Para esto, codificaremos a la aritmética dentro de
la misma aritmética y propondremos un enunciado tal que ni él ni su negacién son demostrables en AP.
Para cada n € N construimos el n-ésimo numeral como n = s™(0) = s(---s(0)---). Una relacién A C N*
——

n veces

se dice representable en AP si existe una férmula bien formada ¢4(x1,...,x) tal que para cualesquiera
ni,...,n, € N se tiene que rigen las implicaciones

(nl,...,nk)EA = AP|—¢A(1’11,...,1’119)
(nla'“unk)gA = A-P'__'QSA(nlv"'ank)

Una funcién N® — N es representable si su grafica? lo es.

El concepto de demostrabilidad es muy algoritmico, por lo cual una demostracién puede verse como un
método de cédlculo o de comprobacién. Asi pues, el resultado siguiente aparece de manera muy natural,
aunque en este texto omitiremos su demostracion.

Teorema 5.4.1 (Godel) Una funcidn es representable si y sdlo si es recursiva. Una relacidn es repre-
sentable si y solo si es recursiva.

Ahora, es evidente que el conjunto de férmulas bien formadas es efectivamente numerable, y cualquiera
de los métodos ya vistos de enumeracién basta para corroborar esta afirmaciéon. De manera alternativa,
sin embargo, podriamos introducir la enumeracién g que se muestra en la tabla 5.7. Ahi observamos que
los simbolos del alfabeto quedan codificados por nimeros impares, todas las cadenas por niumeros pares
divisibles por una potencia impar de 2 y todas las cadenas de cadenas por niimeros pares divisibles por una
potencia par de 2.

Definamos las siguientes relaciones en N:

1. Fbf (Férmula bien formada): Fbfin) < 3¢ férmula bien formada : n = g(¢)

2. AzL (Axioma l6gico): AzL(n) < 3J¢ férmula bien formada : (¢ es axioma 1égico) A (n = g(¢))

2Es decir, ella misma.



100 CAPITULO 5. IRRESOLUBILIDAD

Especiales: ( — 3
) = 5
;= T
—/ — 9
— = 11
V — 13
Variables: z; — T+85
Constantes: c; — 9487
Funciones: 7o 114-8(2" - 39)
Relaciones: R} — 13+8(2"-3/)
Cadenas: 5051 oo fk — 29(51)39(52) . .pi(gk)
Cadenas de cadenas: ooy o), s 29(00)39(02) L ‘PZ(%)
(donde py, es el k-ésimo ndmero primo.)

Tabla 5.7: Enumeracién de Godel.

3. AzP (Axioma propio): AzP(n) < 3¢ férmula bien formada : (¢ es axioma propio) A (n = g(¢))
4. Demos (Demostracion):

Demos(n) < 3JA € (férmula bien formada)* : (A es una demostracién) A (n = g(A))

5. Dmble (Demostrable):

Dmble(n) & JAIm : (m = g(A)) A Demos(m) A (n = (exponente del méximo primo que divide a m))

6. Sust (Sustitucién): Sust(m,n,p,q) < Jo,x,t: ¢ es una férmula que involucra a la variable z,
t es un término,

n=g(¢),p=g(x),qg=9(),y
m = g(¢(x|t)), donde ¢(x|t) es la férmula que se obtiene al
sustituir toda aparicion de z por el término t.

7. Inst (Instanciacién): Inst(m,n) < Ip(x) :n = g(p(m)).

8. Cump (Ctmplese): Cump(m,n) < JA,¢(x) : A es una prueba de ¢p(m), y n = g(A).
Proposicion 5.4.1 Las relaciones anteriores son todas recursivas y por ende son representables en AP.

Utilizaremos los mismos nombres para denotar a los predicados que representan a esas relaciones. Ten-
emos entonces que para cualesquiera m,n € N se cumplen las equivalencias siguientes:

APtF Cump(m,n) < Cump(m,n) se cumple < para alguna férmula ¢(x), n codifica
una demostracién de ¢(m),

APt =Cump(m,n) < Cump(m,n) no se cumple < n no codifica demostracién alguna de
¢(m), para ninguna férmula ¢(z).

Hagamos

aq(z1) = Voo (- Cump(z1,x2)) : ninglin “enunciado” de la forma ¢(x1) es demostrable,
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y sean p = g(au(21)) y @ = au(p).

Se ve pues que « asegura que ningun enunciado de la forma ¢(p) es demostrable, en particular, para
¢ = a1, asevera que a;(p) no es demostrable, es decir, que @ mismo no es demostrable. En otras palabras
« es un enunciado que se refiere a si mismo y asevera su propia indemostrabilidad.

De aqui resulta que si AP fuese consistente, entonces AP I/ a.

Una teoria T, que posea un modelo que incluya a N, es consistente-w si para cualquier férmula ¢(z),
dado que para cada n € N se tuviera que T F ¢(n) entonces necesariamente T' I/ —Vz : ¢(x).

Se observa que si T es consistente-w entonces es también consistente, a secas.
Si AP fuese consistente-w, entonces AP I/ —a.

Con todo esto se tiene el

Teorema 5.4.2 (Primero de Incompletitud de Godel) Si AP fuese consistente-w entonces ha de ser
incompleta.

Vemos muchas semejanzas entre este teorema de incompletitud y el problema de la parada de maquinas de
Turing. En dltima instancia, las imposibilidades aseveradas por ellos se demuestran utilizando mecanismos
autoreferentes. Por otro lado, la capacidad de construir esos mecanismos se debe a sus propios niveles de
expresividad y a sus caracteristicas procedimentales.

Concluimos esta seccién presentando el

Teorema 5.4.3 (Segundo de Incompletitud de Goédel) En AP no puede demostrarse su propia con-
sistencia.

De manera muy resumida, tenemos los hechos siguientes:

1. Si H es un conjunto inconsistente de férmulas bien formadas entonces la teoria de H, Teoria(H ), coin-
cide con el conjunto de todas las férmulas bien formadas. En otras palabras, en una teoria inconsistente
cualquier cosa es demostrable.

2. Un enunciado ¢, con nimero de Godel n = g(¢), es demostrable en AP si y sélo si AP+ Dmble(n) y
es indemostrable en AP siy s6lo si AP F —Dmble(n).

3. En AP se puede mostrar que 0 es distinto a 1 = s(0). La negacién de esta desigualdad es ¢9 = 0 = s(0).
Asf pues, tendremos que AP es consistente si y s6lo si no se puede demostrar ¢g. Sea pues ng = g(do)
y sea Con = - Dmble(ng). El Segundo Teorema de Incompletitud de Godel equivale a mostrar queen
efecto APt/ =Dmble(nc), donde ne = g(Con).

4. De acuerdo con la regla modus ponens, si n12 = g(¢1 — ¢2), n1 = g(¢p1) y na = g(¢2) entonces

AP (Dmble(ni2) A Dmble(ny) — Dmble(ns))

5. Ademés tenemos que todo lo demostrable es demostrablemente demostrable, es decir, si n1 = g(¢1) v
ny = g(Dmble(ny)) entonces
APt (Dmble(n;) — Dmble(ns))

6. Por todo lo anterior, para probar el Segundo Teorema de Incompletitud basta ver que Con es de-
mostrablemente equivalente en AP al enunciado a demostrado indemostrable en el Primer Teorema de
Incompletitud.

Utilicemos la notacién ¢([¢]) para denotar a la férmula ¢(n) donde n = g(§). Esquematicamente
tenemos:
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Veamos primero APF o — Con:

AP (0 = s(0)) — « APFE Dmble([(0 = 5(0)) — al)
APt Dmble([(0 = s(0))]) — Dmble([a])
APt =Dmble([a]) — —Dmble([(0 = s(0))])

APF o — Con

ol

pues AP+ a — =Dmble([a]).

Reciprocamente, veamos AP+ Con — «:

APF Dmble([a]) — Dmble([ Dmble([«])]) APF Dmble(Ja|) — Dmble([—a])

APt Dmble([a]) — Dmble([a A —a])
APt Dmble([a]) — Dmble([0 = s(0)])
AP =Dmble([0 = s(0)]) — ~Dmble([a])

APF Con — «

LR R

5.4.2 El teorema de Goodstein

Los teoremas que hemos visto hasta ahora indemostrables en la aritmética de Peano son enunciados au-
toreferentes. Veremos en esta seccion algunos teoremas de “tipo aritmético” que son independientes en la
aritmética de Peano, es decir, son tales que ni ellos ni sus respectivas negaciones son demostrables en AP.

Representaciéon formal en base m

Sea m > 2. Para cada a € N definimos rp,,(a) como sigue:
i) a<m™—-1 = 3Flag,...,am-1 €[0,m—1]:
o= apm!

= 1p,,(a)= Z;i_ol a; -mt

ii) a>m™ = dlag,.. - Q[log,, (a)]—1 € [0,m —1]:
o= Zz[fgm(aﬂ—l a; - m’

= (@) = ST g m P
Ejemplo. Para m =2 y a = 100 tenemos
a = 1100100, = 26 + 25 4 22,

luego
2 2
rpz(loo) 22 +2 22 +1 22‘

Escribamos rp(a, m) = 1p,,(a). Con esta notacién denotaremos por rp(a, k|m) al resultado de sustituir a
m por k en rp(a,m).

Sucesion de Goodstein

Para a € N y m > 2 dados, definiremos a la sucesion de Goodstein S(a,m) = {sn(a,m)},~, de manera
recursiva. Para ello nos auxiliaremos de la sucesién B(a,m) = {b,(a,m)}, -, definida igualmente de manera
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recursiva. Explicitamente, hacemos
bo=m i So=a

Yn>0: b1 =by+1 ; Sni1=1p(sn,bnt1]bn) —1

Ejemplo. Para m =2 y a = 100 tenemos rp,(100) = 22°+2 4 92°+1 4 92, Luego

50(100,2) = 22742 4 9%+l 4 92
= 100

$1(100,2) = 3334331 438
= 3 134 1 9.32 1 9.3 2
- 0(3%)

$2(100,2) = 44 L0 42 19441
= 0(2?)

Sorpresivamente tenemos que ... jla sucesién de Goodstein converge a cero!

Teorema de Goodstein: YaVm3n : s,(a,m) = 0.

e ¢l teorema se cumple en N: el modelo estandar de los niimeros naturales, sin embargo
e no es demostrable en la aritmética de Peano,

— en términos de (a,m), el minimo n que anula a la sucesién de Goodstein crece vertiginosamente
rapido.

Funciéon de Goodstein: Definimos a la funciéon G como

G : (a,m) — G : (a,m) = Min{n|s,(a,m) = 0}.

Puede probarse que la diagonal de G “domina” a cualquier funcién recursiva, es decir:

Vf € {funciones recursivas}3ng : n>ng = f(n) < G(n,n).
Se tiene:

e (G no puede ser recursiva y
e ¢l Teorema de Goodstein no es demostrable formalmente, pues

— una demostracién formal de él daria un algoritmo para calcular G, y no puede existir tal algoritmo
pues la funcién que calcularia tal algoritmo estaria acotada a la larga por G.
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TIlustracion del Teorema de Goodstein

Supongamos que a es de la forma a = a;-m*, donde ¢ < m, con a; < m. Al calcular la sucesién de Goodstein,
el término que le sigue a a es

ai-(m+1)" =1 = (a;—1)-(m+1)" +
(m+1)" =1
= (a;i—1)-(m+1)"+

m-(m+1)""14+ - dm-(m+1)+m

asi pues

se ha decrementado en uno el digito mas significativo de la expresién formal, aunque

e se han “restablecido” los demaés digitos a sus maximos valores posibles. Sin embargo,

— estos digitos son estrictamente menores que la base actual,

— no se modificardn més al calcular la sucesién: jS6lo pueden decrecer!

Al cabo de un cierto niimero de iteraciones los digitos menos significativos se anularan.

En este momento el término actual es de la forma inicial pero se ha decrementado en una unidad el
digito mas significativo.

Algunos valores explicitos de la funcion

Calcularemos valores para argumentos de la forma (a - m®, m) donde a € [I,m — 1], i € [0,m — 1] y m > 2.

Definamos

p(i,a,m) = Min{k|s,(a-m’,m) =0},

q(i,a,m) = Min{k|sk(a-m',m)=(a—1)-(m+Ek)}.
Entonces ¢(0,a,m) =1 p(0,a,m) =a

Recursivamente, para i > 1, los valores de ¢ y de p se calculan como sigue

s:=1; 5:=0;

for j=0to+—1do for b=0to a—1do
{T’ :p(j7m7m+5)7 {T’ = Q(Z‘aafbam+s);
si=s47r}; si=s4r};

q(i,a,m) :=s p(i,a,m) :=s

Equivalentemente, se tiene las recurrencias siguientes:

q(0,a,m) = 1
{ q(i,a,m) = q(i—1,a,m)+pi—1,m,m+q(i —1,a,m))
y
p(0,a,m) = a
p(i,1,m) = q(i,1,m)
{ p(i,a,m) = q(i,a,m) +p(i,a — 1, m + q(i,a,m))

De aqui se puede ver que ¢ es “constante respecto a m”, Va : ¢(i,a,m) = q(i,1,m).

Resolucion del sistema de recurrencias
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Proposicién 5.4.2 Supongamos que h; : N — N es una funcidn tal que Ya,m : q(i,a,m) = hy(m) —m.

FEntonces

1. p(i,a,m) = h%(m) —m.

2. q(i+1,a,m) = " (m) — m.

Demostracién: Probemos 1) por induccién en a:

Casoa=1:

p(i,1,m) = q(i,1,m)
— m)—m

Caso a + 1:

Sea a > 1. Supongamos que p(i,a,m) = h%(m) — m. De acuerdo a la recurrencia localizada para p
tenemos

p(i,a+1,m) = gqli,a+1,m)+p(i,a,m+q(i,a+1,m))
(ha(m) — m) + (p(i, @, b (m)))
= (ha(m) — m) + (2 (ha(m)) — ha(m)
= KT (m)—m

Probemos ahora 2).
De la recurrencia de g obtenemos
= (hi(m) = m) + (p(i,m, hi(m)))

= (hi(m) —m) + (h" (hi(m)) — hi(m))
= W (m)—m

Asi pues podemos definir
hi+1 :N — N

m = hig(m) =R (m)

Ya que ¢(0,a,m) =1 tenemos ho(m) =m + 1.

En resumen, al definir a la sucesién (h;),~, haciendo

ho(m) = m+1
Vi>1: hi(m) = A" H(m)
las funciones ¢ y p quedan de la forma
q(i,a,m) = hy(m)—

=
e
2
|
TS
B
|
33
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Ejemplos. Tan sélo para ilustrar los crecimientos de las funciones h; observamos:

ho(m) = m+1
hl(m) = 2m+1
ho(m) = 2™ (m+1)—1

Para ilustrar el crecimiento de h3 vemos las primeras iteraciones de ho. Se tiene

14+m
h2(m) = 2iFm+2TTAAm) () 1
2
1+m 1+m421tm (1 4m)
h%(m) — 9l+m+2 (1+m)+2 (14+m) (1 + m) 1
14+m 14+m4+21F™M (14m) Tmt 2l T (1) p2l+m+2 T A tm) (4
h%(m) —  9l+m+2 (14+m)+2 (1+m)+2 (14+m) (1 + m) 1
Pues bien

hs(m) = hg““(m).

Los crecimientos de h; con i > 4 son ciertamente inimaginables.
G(a,m) con a < m™
Hemos visto que si a es de la forma a = a; - m" entonces G(a, m) = p(i,a;, m).
m—1

Ahora, si a < m™ tenemos que Jag, ..., am-1 € [0,m — 1] tales que a =) " a; - m;.

En este caso, G(a, m) es el ndmero de veces que hay que aplicar la construccién de Goodstein para anular
a todos los digitos a*. Teniendo en cuenta que en cada iteracién se incrementa la base, vemos que G(a, m)
se calcula mediante el algoritmo siguiente:

s:=0;

for i=0tom—1do
{r:=pl,am,m+s);
si=s4r};

G(a,m) :=s

5.4.3 La conjetura de Catalan
Motivacién

El Teorema de Goodstein proporciona un ejemplo de una funcién con un muy rapido crecimiento que responde
afirmativamente una pregunta. Con ella, encontramos niimeros muy grandes que “testifican” la veracidad
de algunas proposiciones.

Veremos aqui que algunos nimeros muy grandes son limites para buscar candidatos que “testifiquen”
una proposicién. Sin embargo son tan grandes que practicamente coinciden con “infinito”.

Formulacion

En la primera mitad del siglo XIX Catalan conjeturé que las tinicas potencias sucesivas en los naturales son
8 y 9. En otras palabras:

Ve,n,yym: 2" —y" =1 x=3An=2Ay=2Am=3.

Sea Ny = {z € Njn > 2}.
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Hasta ahora la conjetura de Catalan ha permanecido abierta.

Sin embargo ha habido “algunos avances”.

Proposicién 5.4.3 (Tijdeman, 1970) Si (z,n,y,m) € Ny es una solucién de la ecuacion de Catalan
entonces existe una constante C efectivamente computable, tal que Max(z,n,y,m) < C.

El problema entonces es estimar la constante C.
Proposicién 5.4.4 (Langevin, 1976) La constante C' satisface la desigualdad C < exp (exp (exp (exp (730)))) .

Ya que exp () = 101°8(¢") = 1071°8(¢) y log(e) = 0.4342944819033 . . . se tiene que

exp (730) se escribe (en decimal) con casi 222 digitos,

exp (exp (730)) tiene una longitud (en decimal) que se escribe con
casi % digitos,

exp (exp (exp (730))) tiene una longitud (en decimal) cuya longitud se
escribe con casi % digitos,

exp (exp (exp (exp (730)))) tiene una longitud (en decimal) cuya longitud

tiene una longitud cuya longitud se escribe con

casi % digitos,

El nimero de dtomos en el Universo es “apenas” del orden de 10'°°. Luego, si contamos un “Universo”
por cada dtomo del Universo tendremos 10%°° dtomos. A esta cantidad habria que multiplicarla por 10%°
para obtener sélo la primera cantidad de la lista anterior.

Proposicién 5.4.5 (Baker, 1982) Para soluciones x,n,y,m de la ecuacidn de Catalan, con los cuatro
numeros mayores o iguales que 3, se ha de tener necesariamente que

Max(z,y) < Min {eXp (eXp <(5n)10m10m3)) ,exp (exp ((5m)10n10"3))} .

Fijos n y m, para buscar las posibles soluciones (z,y) utilizando una CRAY se necesitaria una cantidad
de tiempo comparada con la cual toda la edad del Universo equivaldria a un mero parpadeo.

Sin embargo, jjtodo lo involucrado es computable!!

5.5 Clasificacién de problemas irresolubles

5.5.1 Computaciones con oraculos

Sea G : N — N una funcién. Los programas-G-while se construyen como los programas-while considerando
como primitiva a la instruccién

(Variabley := G(( Variable)),
la que se dice ser un ordculo para la funcién G.

Una funcién f : N — N es computable-G si es calculable por un programa-G-while. La clase de funciones
recursivas relativas al ordculo G se define como

Rec(G) = {f : N — N|f es computable-G}.

Proposicién 5.5.1 Las siguientes propiedades se cumplen (evidentemente):
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1. Si f es recursiva entonces f € Rec(1d), donde Id es la funcidn identidad.

2. Si f es recursiva y G es cualquier funcion total entonces f € Rec(G). En otras palabras, las funciones
computables lo son también relativas a cualquier otra funcion total.

3. 51 G es total entonces G € Rec(G).
4. Si F € Rec(G) y G € Rec(H) entonces F € Rec(H).
5. G € Rec < Rec = Rec(G).

Proposicion 5.5.2 Las clases siguientes son efectivamente numerables:

1. La clase de programas-G-while.

2. La clase Rec(G) de funciones computables-G.
De aqui resulta el

Teorema 5.5.1 (de Universalidad Relativizada) Sea {fcn}, -, una enumeracion de las funciones computables-
G. Si G es total entonces la funcion Ug : (n,m) — fan(m) es universal para Rec(G), y estd en la misma

clase Rec(G).

Naturalmente, se tiene el

Problema de la Palabra Relativizado: Sea {fc n},~, una enumeracion de las funciones computables-G.
Definamos B

P::N> - N
(n,m) {(1) si fa.n(m) 1,

en otros casos.

Entonces Pg ¢ Rec(G).

5.5.2 Enumerabilidad recursiva relativa a oraculos

En esta parte introduciremos algunas nociones bdsicas que presentaremos (Cfr 7.1.1) més adelante. Veremos
aqui que los problemas irresolubles mediante funciones computables son heredados por clases de funciones
que extienden a las computables mediante ordculos.

Dados dos conjuntos A, B, B # (3, diremos que

o A es recursivo-B si x4 € Rec(xp). En este caso, escribiremos A <, B.

o A es reducible miltiplemente a B si existe una funcién computable f tal que A = f~1(B), es decir, si
Ve: x€ A & f(x) € B.
En este caso, escribiremos A <,,, B.

e A es reducible monicamente a B si existe una funcién computable e inyectiva f tal que A = f~1(B),
en este caso, escribiremos A <y B.

De manera natural se tiene que las siguientes proposiciones son validas:

Proposicion 5.5.3 La relacion “<,.” es reflexiva y transitiva.
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En efecto, es reflexiva porque la funcién identidad es computable. Es transitiva, porque la clase de funciones
computables es cerrada bajo composicién de funciones.

Proposicion 5.5.4 “<17 es un refinamiento de “X,,” y “X,,7 es un refinamiento de “X,.”, es decir

A=<1B = A=X,B ; A=<,.,B = A<X.B

En efecto, la condicién que define a “<;” es mas fuerte que la de “=,,,”, pues aquella exige que la funcién
f tal que A = f~1(B) sea inyectiva. por otro lado, si A = f~!(B), donde f es computable, entonces
XA = XB o [, es decir x4 es recursiva respecto a xg.

Proposicion 5.5.5 Las relaciones “<X1”7 y “<,,” son reflexivas y transitivas.

En efecto, la funcién identidad es computable y la composicién de computables es computable.

Toda relacién entre conjuntos que sea reflexiva y transitiva se dice ser una reducibilidad.

Sea C una clase de conjuntos y “<” una reducibilidad.

e La clase C es cerrada respecto a la reducibilidad “<” si VA,B: (B€C)&(A=<B) = (A€().
e Un conjunto B es dificil para la clase CsiVA: (AeC) = (A=< B).

e Un conjunto B es completo para la clase C (completo-C) si ademds de ser dificil para la clase C estd
también en la clase C.

e C es cerrada-m o cerrada-1 si es cerrada respecto a la reducibilidad =, o <y respectivamente.

Sea GG una funcion total. B C N es recursivamente enumerable-G, r.e.-G, si es el dominio de una funcién
recursiva-G. Como en el caso sin ordculos se tiene las propiedades siguientes:

Proposicion 5.5.6 Si B es recursivo-G entonces B es r.e.-G.
Proposicién 5.5.7 B es recursivo-G si y sdlo si ambos B y B¢ son r.e.-G.

Proposicién 5.5.8 La clase de conjuntos r.e.-G es cerrada bajo las operaciones conjuntistas de union e
interseccion.

Proposicién 5.5.9 Los conjuntos r.e.-G son las proyecciones de las relaciones recursivas-G.

Proposicién 5.5.10 Sea {ff}n una enumeracion de las funciones recursivas-G. Sean

PPY = {(n,m)|f(m) |},
DPY = {n|(n,n) € PP}.

Entonces ambos conjuntos PPG, DPY son r.e.-G mas no son recursivos-G.
Proposicion 5.5.11 Para cada conjunto A C N, las siguientes condiciones son equivalentes a pares:

1. A esr.e-G.
2. A=y DP“.
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3. A=,, DP°.

Proposicién 5.5.12 Para cada funcion total G, las sucesiones de conjuntos {fo}n y de funciones {Ff}n
definidas simultdneamente de manera recursiva:

F{ = G D§ = DP™
1 sizeDC
G no G _ n41
Fria T { 0 en otro caso. Dii = DP"

definen una jerarquia de “irresolubilidades”.



Capitulo 6

Teoremas de jerarquia

Presentaremos en este capitulo los fundamentos de las jerarquias espacial y temporal de la clase de los
problemas tratables computacionalmente. Inicialmente presentamos los conceptos de drdenes de crecimiento
de funciones reales, pues en términos de ellos nos referiremos a las complejidades de los problemas tratables.
Veremos que en la clase de esos problemas no hay problemas “mas dificiles” en el sentido de que dado
cualquiera, siempre se puede tener un problema mas dificil que ése. Veremos algunas condiciones suficientes
para distinguir niveles de complejidad en las jerarquias deterministas espacial y temporal, compararemos
algunos niveles de ellas y posteriormente veremos propiedades de las jerarquias no-deterministas. Finalmente,
con el teorema de Borodin veremos que se puede tener dos funciones muy diversas que determinan, sin
embargo, un mismo nivel en la jerarquia determinista espacial.

6.1 Ordenes de funciones

6.1.1 Definiciones basicas
Sean f,g: R — R dos funciones reales.

o Acotamiento superior asintdtico: Escribiremos f = O(g) si
n—-+o0o

AC >0,nc € N: n>ne = |f(n)| < Clg(n)l.

n
e Dominacion asintdtica: Escribiremos f = o(g) si lim ’f() = 0, en otras palabras, si

n—-+oo n——+oo g(n)

Ve>036 >0: n>06 = ’f(n)

g(n) < €.

e Acotamiento inferior asintdtico: Escribiremos f = Q(g) si
n

— 400
AC >0,nc € N: n>ne = |f(n)| > Clg(n)|.

Consecuentemente
= Ug) &g = 0O()

n—-+oo n—-+o0o

[43 “ ”

De ahora en adelante, sustituiremos la notacién = 7 por “=".

n—-+oo

)

Escribamos f <o ¢ si f = O(g). Entonces “<o” es una relacion reflexiva y transitiva.

111
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Definamos la relacion de mismos ordenes “<” como sigue:

f=g e (f209)&(g =0 f)
Entonces < es una relacién de equivalencia, es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva.

Abusando de la notacién denotaremos a la clase de equivalencia de una funcién g por O(g):
O(g9) ={f1f = g}.
O(g) es el conjunto de funciones con el mismo orden de crecimiento de g.

Observacion 6.1.1 Las relaciones siguientes son inmediatas:

1. f=olg) = f=0(g).
2. O(g) es cerrado bajo las operaciones de

e suma de funciones, y

e multiplicacion de funciones por un escalar,

en otras palabras O(g) es un espacio vectorial.

Ahora, si E es una funcién creciente y g es cualquier otra funcién, definimos

E©O(9)= |J oE®).

heO(g)

Asi pues,
f€E(0(9) < 3Cp,Cy,no € Nn=ng = [f(n)| < CrlE(Cyg(n))]]-

6.1.2 Algunas clases de funciones
Constantes

O(1) consta de las funciones acotadas.

Funciones polinomiales

Para un polinomio f con coeficientes reales denotaremos a su grado por df. Si f y g son dos polinomios se

tiene:
f=olg) & 0f<0g
f=0(9) & 9f<09g
f=yg & 0f=0g

O(n*) incluye a todos los polinomios con grado a lo sumo k.
Definimos a la clase defunciones con crecimiento polinomial como Poli =], O(n").
Como subclases importantes de Poli estan
Line = O(n) : Funciones con crecimiento lineal.
2

Cuad = O(n®) : Funciones con crecimiento cuadrdtico.
Cubi O(n3) : Funciones con crecimiento cibico.
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Funciones exponenciales

Sean a,b > 0. Tenemos que
o are 0 sia<b
A (g) !l 1 sia=b
T 400 sia>b

O(x)

Y por tanto, a® = o(b*) < a < b. Sin embargo, como b* = a8 (") = g=1og. () e tiene b* € a . En este

sentido, es irrelevante el tamano de la base de exponenciacién, la cual puede ser 2, e o 10.

La clase de funciones con crecimiento exponencial es pues Exp = J,.~, Q")

Por otro lado, la serie de Taylor de la funcién exponencial es e* =} - %x” Luego, Vk € N

er _ 1 .
— = E —z
zk n!

por lo cual

e 1
Ul ¥ I

es decir, ¥ = o(e®). En otras palabras, la funcién exponencial domina asintéticamente a cualquier polino-
mial.

Funciones logaritmicas

Sean a,b > 0. Tenemos que Vz > 0: log,(x) = log, (b) log,(x). Por tanto log, () < log,(x).

As{ pues podemos considerar al logaritmo natural x — lnx = log,(x) como representativa de la clase de
las funciones con crecimiento logaritmico Log = O(logx).

La funcién logaritmo estd dominada asintéticamente por la identidad. En efecto, como

d (Inx 1
R T
dx(x) xz( ne),

es estrictamente decreciente, y positivo, en el intervalo Je, +o00[. En particular
Inx n 3

"= — — 0. Asi pues Inx = o(z).

Tn e z—+oo

tenemos que el cociente 1“7“

para la sucesién de puntos x, = e" tenemos

Funciones polilogaritmicas
Finalmente consideramos la clase de funciones cuyo crecimiento es polinomial sobre el logaritmo:
PoliLog = U O(loglc x) : Funciones con crecimiento polilogaritmico.
k>0
6.1.3 Limites inferiores

Recordemos aqui la definicién de limites inferiores. Sea f : R — R una funcién real. Entonces

liminf f(x) =yo & lim Inf f(z) = yo,

n——+oo n—-+oo x>n
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es decir, si para cualquier € > 0 existe IV, tal que

n>N, = < e.

Yo — %IZH; f(@)

6.2 Clases de problemas

6.2.1 Problemas de decisién

Un problema de decision consta de un subconjunto A C N™ x N™ y consiste en decidir cudndo una instancia
de él pertenece o no a A. Es pues de la forma:

Instancia: Un punto (x,y) € N™ x N™.

si (x,y)€ A

L e . 1
Solucién: Una respuesta { 0 si(x,y)¢A

Un autémata que resuelve el problema de decisién es propiamente un reconocedor del conjunto A, o, en
otras palabras, es un comprobador de parejas (Instancia, Solucion).

6.2.2 Problemas de soluciéon

Un problema de solucion consta de un subconjunto A C N x N™ y consiste en localizar una solucién, dada
una instancia.

Instancia: Un punto x € N™.

y sixy)ed

Solucién: Una solucién { L siVyeN":(x,y) & A

En este caso el dominio de A es el conjunto dom(A) = {x € N™|Jy € N": (x,y) € A}.

Un autémata que resuelve el problema de solucién es propiamente un calculador de soluciones de acuerdo
con la “regla” A, o un resolvedor del problema en el sentido estricto.

6.2.3 Comprobadores y resolvedores

Las diferencias principales en ambos tipos de problemas, de decisién y de solucién, son:

Comprobacion

Resolucion

En un problema de decision se verifica que
una pareja hipotética (x,y) € N™ x N
es, en efecto, una pareja de la forma
(Instancia, Solucion)

En un problema de solucién se construye
una correspondiente Solucion para cada
Instancia dada.

No-determinismo

Determinismo

En un problema de decisién se parte de
una pareja hipotética (x,y) € N™ x N™.
Queda indeterminada la manera en la que
se obtiene y dada x.

En un problema de solucién se cons-
truye algoritmicamente la correspon-
diente Solucion de una Instancia dada.

Un problema de solucién puede ser visto como la proyeccion de un problema de decisién, pues

x € dom(A) & Jye N":

(x,y) € A.
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Observacion 6.2.1 Las siguientes proposiciones son inmediatas:

1. Sea D4 un resolvedor del problema A. Podemos construir un comprobador N4 como sigue:

e Dado (x,y) € N™ x N™, hacemos y, = Da(x).

o Siy =1y, entonces se reconoce positivamente. Se rechaza en otro caso.
2. Sea N4 un comprobador del problema A. Podemos construir un resolvedor D como sigue:

e Enumeramos el espacio de posibles soluciones N™ = (y;), -

e Para cada i verificamos con Ny si acaso (X,y,;) € A, y suspendemos esta iteracion la primera vez
que se tiene una respuesta positiva.

6.3 Complejidades de tiempo y espacio

6.3.1 Dispositivos de computo

Consideraremos una clase C de dispositivos de computo, los cuales pueden ser

e miquinas de Turing,

e programas de alto nivel, digamos “C”,
e funciones recursivas,

e miquinas RAM,

e etc.

Como cada dispositivo de computo es un programa, es decir, es una cadena de longitud finita sobre un
alfabeto finito, tenemos que C es numerable C = (M), -

Por otro lado, las entradas posibles a los dispositivos en C son cadenas de longitud finita sobre un alfabeto
de entrada (usualmente Dos={0,1}). Por tanto las entradas también son numerables.

Para un dispositivo M y una entrada x hacemos

M(x) = y si M se para con x y deja como salida a y.
"~ | L siM no se para con X.

Supondremos ademas que la clase C posee un dispositivo universal, es decir, que hay un My € C tal que
Mo([MT]-x) = M(x), VM,x,

donde M — [M7] es una codificacion de dispositivos en la clase C.
Una funcién f : N™ — N” es computable-C si IM; € CVx € N™: M;(x) = f(x).
6.3.2 Tiempos y espacios

Sea M € C un dispositivo de cémputo. Para una entrada x = (z1,...,2,) € N" definimos

e longitud de x, long(x) =~ >, log x;.

o tiempo de x, tiempr(x) es el nimero de instrucciones ejecutadas hasta arribar a un estado final,
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e espacio de x, espay;(x) es el nimero de localidades de almacenamiento ocupadas hasta arribar a un
estado final.

M determina a su vez dos funciones de tiempo y de espacio':

tMm: N — N y syu:N — N
n — Sup{tiemp(x)|long(x) = n} n — Sup{espay;(x)|long(x) = n}.

Para una clase de dispositivos de computo C y una funcién f : R — R definimos las clases de problemas
siguientes:

DTIME¢(f) = {A|3M €C: (M es resolvedor de A) &tpr(n) = O(f(n))}
DSPACE:(f) = {A|3M €C: (M es resolvedor de A) &spr(n) = O(f(n))}
NTIME¢(f) = {A|3M € C: (M es comprobador de A) &tpr(n) = O(f(n))}
() (

(f
NSPACE¢(f) = {A|3M €C: (M es comprobador de A) &sp(n) = O(f(n))}

Teorema 6.3.1 Para cualquier funcion computable f tenemos que existen sendos problemas A y B tales
que A ¢ DTIME(f), y B € DSPACE(f).

Asi pues no hay limites computables para las clases de problemas.

Demostracién: Dada f, veamos tan solo la construccién de A. Sean (M;), y (x;), sendas enumeraciones
de los dispositivos de computo y de las posibles entradas. Sea

A = {x;|M; deja de reconocer a x; en a lo sumo f(long(x;)) pasos.}.

A puede ser efectivamente reconocido utilizando la méaquina universal en C:

1. Dado x se calcula i tal que x; = x y se calcula M; también.
2. Se calcula t = f(long(x;)).
3. Se realiza el célculo de M;(x;) llevando un recuento de la duracién d de la “corrida”.

4. Si M; reconoce a x y d > t entonces se acepta a x. En otro caso se rechaza.

Supongamos que A € DTIME(f). Entonces Jig : (M;, reconoce a A) & tar,, = O(f).

Tenemos por un lado que

x;, €A = tiempy, (long(xs,)) > f(long(xi,))
= Ag¢DTIME(/)

y esto ultimo contradice la suposicién. Y por otro lado

x;, ¢ A = M, no reconoce a X;,
= x,€A

lo cual también es una contradiccion. q.e.d.

1 S . -
a la que nombraremos s por el inglés space, pues el simbolo e se utiliza en otros contextos
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6.4 Jerarquia en espacio

Una funcién s se dice ser constructible en espacio si AM € C tal que

)ty <s y i) VnIx: n=long(x)&espay,(x) = s(n)
El siguiente teorema determina diferentes niveles de complejidad espacial.

Teorema 6.4.1 Sean s; y sy dos funciones constructibles en espacio, ambas mayores que log. Si

lim inf s1(n)
n—+00 S9 (n)

= 0’
entonces DSPACE(s1) C DSPACE(sz2) y la inclusidn es propia.

Demostracién: Construiremos una maquina M tal que M € DSPACE(s3) — DSPACE(sy).

Para una entrada x con n = long(x), M funciona como sigue:

1. M marca s2(n) casillas. Como ss es constructible en espacio esto se logra haciendo correr “en paralelo”
a M con una maquina que construye a So.

En todo momento, si M fuera a ocupar espacio fuera de lo marcado se la detiene y se suspende su
corrida sin reconocimiento.
2. Calcula i tal que x = x; y la méquina M.

3. M reconoce a x si

e M; ocupa espacio sq,
e M realiza la simulacién de M; sobre x; en espacio sa(n), y
e M; NO acepta a x;.

Claramente M € DSPACE(s3). Veamos que M ¢ DSPACE(s1).

En efecto, si acaso M € DSPACE(s;), entonces In : M = M, € DSPACE(s;1). De hecho, exis-
tirfa una sucesién creciente de indices (¢(n)),, tal que My,) € DSPACE(s;) es equivalente a M. Ya que
lim inf s1(n)
n—-+00 Sy (n)
pues, para n suficientemente grande M podria simular en espacio sy a My, a partir de la entrada inicial
Xg(n)- En estas condiciones se tendria Vn : (M reconoce a Xg(,) < Mgy(,) reconoce a Xq(p)), lo cual estd
en contradiccion con la definicién de M. q.e.d.

= 0, se tiene que para cualquier constante positiva ¢, Im : n > m = c|s1(n)| < [s2(n)|. Asi

6.5 Jerarquia en tiempo

Una funcién t se dice ser constructible en tiempo si AM € C tal que

)ty <t y i) VnIx: n=long(x)&tiemy (x) = t(n)
El siguiente teorema determina diferentes niveles de complejidad temporal.

Teorema 6.5.1 Sean t1 y ta dos funciones constructibles en tiempo. Si

lim inf 7251 (n)logt:(n)

=0
n——+o00 to (n) ’

entonces DTIME(¢1) C DTIME(t2) vy la inclusidn es propia.
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Demostracién: La demostracion es similar al caso espacial. La condiciéon de limite es més fuerte debido al
siguiente

Lema 6.5.1 Si M es una mdquina de Turing de varias cintas y funcion de tiempo t entonces existe una
mdquina de Turing My equivalente a ella con tan sélo dos cintas y funcion de tiempo t; = tlogt.

Construiremos una maquina M tal que M € DTIME(t2) — DTIME(¢,).

Para una entrada x con n = long(x), M funciona como sigue:

1. En todo momento M corre “en paralelo” con una maquina que construye en tiempo a ts.
2. Calcula i tal que x = x; y la maquina M;.
3. M reconoce a x si

e M, corre en tiempo tq,
e M realiza la simulacién de M; sobre x; en tiempo ta(n), y

e M; NO acepta a x;.

Claramente M € DTIME(t2). Veamos que M ¢ DTIME(¢y).

En efecto, si acaso M € DTIME(¢y), entonces 3n : M = M, € DTIME(¢;). De hecho, existirfa
una sucesién creciente de indices (¢(n)), tal que My, € DTIME(t;) serfa equivalente a M. Ya que
lim inf 7“(”) logt1(n)
n—-+o00 tQ (n)
[t2(n)|. Asi pues, para n suficientemente grande M podria simular en tiempo t3 a My, a partir de la entrada
inicial x4(,). En estas condiciones se tendria Vn : (M reconoce a X¢(n) € My(n) Teconoce a X4(y)), lo cual
entra en contradiccion con la definicién de M. q.e.d.

= 0, se tiene que para cualquier constante positiva ¢, Im : n > m = c|t1(n)logti(n)| <

6.6 Algunas relaciones entre clases
Las siguientes proposiciones son inmediatas:
Proposicién 6.6.1 DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)).
En efecto, si se hacen f(n) movimientos no se puede ocupar més de f(n) localidades.
Proposicién 6.6.2 (L € DSPACE(f(n)))&(f(n) > logn) = (L € DTIME(f(n)).

En efecto: Si M € C posee ¢ estados, utiliza un alfabeto de entrada de m simbolos y ocupa espacio f(n)
entonces el niimero de descripciones instantdneas (DI) es q(n +2) f(n)mf(. Como f(n) > logn existe ¢ tal
que ¢/ > q(n + 2)f(n)mf(”). Esta es una cota para el niumero de DI’s a generarse por un simulador de
M.

Proposicién 6.6.3 NTIME(f(n)) C DTIME(c/(™).
En efecto, un 4rbol de altura f tiene del orden de 2°(/) nodos.

Proposicién 6.6.4 (Lema de Savitch) Se tiene la inclusion NSPACE(f(n)) C DSPACE(f%(n)) siempre
que [ sea constructible en espacio.
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Con espacio f(n) se tiene ¢/ (™ = 20(/(") DI’s. Dadas dos DI’s I, .J una computacién legal de longitud
k + 1 es una sucesién de DI’s
=X . Y=

M,2* .
Escribamos I F J para denotar que se arriba de I a J por una computaciéon legal de longitud 2*. Tenemos

M,2¢ M2t 1 M,2¢ 1
I v J& 3dK:I + K&K O

Se puede revisar esto 1ltimo en espacio f2(n).

6.7 Jerarquias en clases no-deterministas

Sea KC cualquiera de los simbolos NSPACE, DSPACE, NTIME, DTIME.

Lema 6.7.1 Si F, Fy, f son constructibles entonces

K(Fi(n)) C K(F2(n)) = K(Fio f(n)) C K(F2o f(n)).
De aqui resulta

Teorema 6.7.1 Para todo r > 0 se cumple: ¢ >0 = NSPACE(n") C NSPACE(n"*¢) propiamente.

Demostracion: Dados r, € sean p, g enteros positivos tales que r < f]l < Bl < p 4 ¢, veamos que la inclusién

q
NSPACE(n) C NSPACE(nPTH) se cumple propiamente.

Si acaso NSPACE(n"7") C NSPACE(n%) al componer con la funcién f;(n) = n(P+)4 obtendriamos
NSPACE(n(P+D#+)) c NSPACE(nP(P+).

Como p(p +i) < (p+1)(p+i — 1) tendriamos NSPACE(n(P+)(P+9)) c NSPACE(n(P+Dp+i=1)),
Reiterando, para i = p,p — 1,..., 1 obtendriamos NSPACE(n(®*+1(2r)) ¢ NSPACE(n(P+1)?).
Por la misma razén NSPACE(n(P+1P) C NSPACE(n??).

Por tanto NSPACE(n(*+1)(r)) ¢ NSPACE(n?").

De acuerdo con la Prop. 6.6.4 anterior tendriamos NSPACE(nPQ) C DSPACE((nPQ)Z).

2
n2p

Ahora bien, como lim inf = 0 se tendrfa DSPACE((n?")2) ¢ DSPACE(n2(®’+P)) propiamente.

n—-+oo n2(P*+p)

Encadenando las inclusiones anteriores concluiriamos
NSPACE(n®+)()) ¢ DSPACE(n2*"+7)) ¢ NSPACE(n(P+1 ()

donde la primera inclusién es propia.
Esta contradiccién prueba el teorema. q.e.d.

También como en el caso determinista, de manera similar al teorema 6.5.1, se tiene el siguiente teorema
de separacién:

Teorema 6.7.2 Sean t1 y to dos funciones constructibles en tiempo. Si
1
lim inf () 108 11 (n)

=0
n—-+00 ta(n) ’

entonces NTIME(¢1) C NTIME(t2) y la inclusion es propia.
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Input: A non-negative integer n € N.
Output: The corresponding value s(n).

{ j:=1;
while3i < n such that j +1 < sp;,(n) < g(j) do
J=sm(n);
s(n) :=j

}

Figura 6.1: Construccién de la funcién s.

6.8 Teorema de Borodin y consecuencias

Teorema 6.8.1 (Borodin) Para cualquier funcidn computable g, con g(n) > n, existe una funcion com-
putable s4 tal que
DSPACE(s4(n)) = DSPACE(g o s4(n)).

En otras palabras DSPACE se colapsa entre s, y g o s4.

Demostracién: Sea (M;), una enumeracién de los dispositivos en C, y saz, la funcién de espacio de M;,
i>0.

Se construird una funcién s tal que

su, < s c.t.p. (casi en todas partes), o
sm;, = gos uwiv. (una infinidad de veces).

Asf pues ninguna funcién sy, puede estar “entre” sy gos.
Construimos s mediante el algoritmo de la Figura 6.1:

Ahora, supongamos que L € DSPACE(g o s(n)) — DSPACE(s(n)). Entonces para M; tal que L = L(M;)
tendremos sy, < go s c.t.p., y por la construccién de s necesariamente se tendrd n > i = sy, (n) < s(n),
consecuentemente L € DSPACE(s(n)), lo cual es una contradiccién, q.e.d.

Corolario 6.8.1 Eziste una funcion computable f tal que

DTIME(f(n)) = NTIME(f(n)) = DSPACE(f(n)) = NSPACE(f(n)).

Demostracion: Para cualquier funcién g se tiene las inclusiones siguientes

DTIME(g(n)) < DSPACE(g(n))
N N
NTIME(g(n)) C NSPACE(g(n))

Veremos que existe f tal que NSPACE(f(n)) = DTIME(f(n)).

Vimos que para cualquier g existe ¢ > 0 tal que NSPACE(g(n)) € DTIME(c?(™), y cuantimés hemos de
tener NSPACE(g(n)) C DTIME(g(n)g(n)).

Ahora, para la funcién G(n) = n"™, por el andlogo del Teorema de Borodin para tiempo tenemos que
3f : DTIME(f(n)) = DTIME(f(n)/(™). f es pues la funcién buscada. q.e.d.



Capitulo 7

Completitud-NP

Comenzamos este capitulo con la presentacién de diversas clases de problemas. Al caracterizar una clase,
una nocién fundamental es la de reducibilidad.

Introduciremos luego a las clases de problemas tratables en tiempo y espacio polinomiales. Bien que el
determinismo y el no-determinismo coinciden en diversos niveles de la Jerarquia de Chomski, tales como el de
los lenguajes regulares y el de los lenguajes recursivos, desde el punto de vista computacional, la equivalencia
de estas dos nociones plantea uno de los problemas clésicos en la actualidad: decidir si la clase de problemas
resolubles en tiempo polinomial coincide con la clase de problemas comprobables en tiempo polinomial, es
decir, decidir si acaso P=NP. Presentamos también las nociones de reducibilidad de problemas y con ello
las de dificultad y completitud de problemas en una clase dada de problemas. Presentaremos el célebre
teorema de Cook que asevera que el problema SAT de decidir si acaso una forma booleana es satisfactible,
es completo en la clase NP. También veremos que restricciones de estos problemas a ciertos tipos de formas
booleanas contintan siendo completos-NP.

7.1 Clases de problemas

7.1.1 Reducibilidades

Recordemos algunas de las nociones introducidas en la seccién 5.5.2. Ahi convinimos en que para dos
conjuntos de nimeros naturales, A, B no vacios, A <, B denota que xa € Rec(xs), A <, B denota que
existe una funcién computable f tal que A = f~1(B) y, finalmente, A <,, B denota que existe una funcién
computable e inyectiva f tal que A = f~(B). Las relaciones “<,”, “<,,” y “<;” son reducibilidades, es
decir, son reflexivas y transitivas, y cada una es un refinamiento de la anterior.

De manera maés general, si F es una familia de funciones, escribiremos A <z B para denotar que existe
una funcién f € F tal que A = f~1(B). Obviamente, “<5” es reducibilidad si, por ejemplo, la familia F
contiene a la identidad y es cerrada bajo composicién.

Si “<” es una reducibilidad, ésta induce a la relaciéon “=" definida como sigue:

A=B & (A= B)&(B=A).

e »

Proposicién 7.1.1 es una relacion de equivalencia.
Sea C una clase de conjuntos y “<” una reducibilidad.

Proposicion 7.1.2 Sea A un conjunto completo en la clase C y sea B € C tal que A < B. Entonces B es
completo en la clase C.

121
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Definamos co-C = {A C N|(N — A) € C}. De manera inmediata, se tiene las siguientes proposiciones:

Proposicién 7.1.3 Si co-C fuera cerrado y hubiera un conjunto A completo para C que estuviera también
en co-C entonces se ha de tener C = co-C.

En efecto, bajo las hipétesis hechas se prueba facilmente que C C co-C. De manera completamente
simétrica se prueba la inclusién opuesta.

Proposicién 7.1.4 Si A <, B entonces (N — A) <,, (N — B). También: Si A <1 B entonces (N — A) =<4
(N — B).

En efecto, si f : N — N es tal que A = f~!(B), evidentemente se tendra también que (N — A) =
f7Y(N - B).

Proposicién 7.1.5 Si C fuera cerrada-m o cerrada-1 entonces también lo es co-C.
Esto es una consecuencia de la proposicién anterior.

Proposicién 7.1.6 Sea {f,}, una enumeracion de las funciones recursivas y sea K = {n|f,(n) |}. En-
tonces, K es completo-1 para la clase de conjuntos recursivamente enumerables.

En efecto, sea A recursivamente enumerable. Hemos de probar que para alguna funcién recursiva e
inyectiva fy se tiene A = f Y(K). Como A es recursivamente enumerable existe una funcién recursiva fa
cuyo dominio es precisamente A. Consideremos la funcién recursiva,

g:N?> — N
(z,y) = g(z,9) = fa(x)

Por el Teorema de Parametrizacién, existe una funcién recursiva fo tal que Yy : g(z,y) = fr, @) (¥)-
Observemos que las funciones de la forma fy ),z € N, son todas constantes. Por tanto el predicado

D(z1,x0) = (ffo(xl) = ffo(I2)) es recursivo. Asi pues, se puede modificar facilmente a f; de manera que sea
inyectiva si acaso no lo fuera ya.

Se cumplen ademés las equivalencias siguientes:

r€EA & fa(x) | & Vy: glx,y)l
< g, fol@) | & fr@(fol(z)) ]
& folz)e K

Proposicién 7.1.7 Si A es un conjunto completo-m para la clase de conjuntos recursivamente enumerables
entonces su complemento A° no puede ser recursivamente enumerable.

Se tiene que la clase de los conjuntos recursivamente enumerables es cerrada-m. Luego, si A¢ fuera
recursivamente enumerable entonces el complemento de todo recursivamente enumerable también seria re-
cursivamente enumerable. Evidentemente, esta tltima propiedad no puede ser cierta.

Proposicién 7.1.8 Dados, A,B C N sea A® B = {2z|z € A} U{2x + 1|z € B}. Entonces,

1. A\B=<,, A® B.
2.VCCN: AB=,,C = A& B=<,,C.

A & B es el conjunto que contiene la informacion de ambos A y B y nada mds.
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7.2 Problemas dificiles y completos en clases polinomiales

La clase de problemas resolubles en tiempo polinomial es P = U DTIME(ni) y la clase de problemas com-
i>0
probables en tiempo polinomial es NP = U NTIME(n®). Simﬂa;mente, las clases de problemas resolubles en
i>0
espacio polinomial es PSPACE = U DSP_ACE(ni’), en tanto que la de comprobables en espacio polinomial es
i>0
NSPACE = |_J NSPACE(n"). )
i>0

De acuerdo con el lema de Savitch (prop. 6.6.4) se tiene dos jerarquias en PSPACE:
| DSPACE(log’ n) = PSPACE = |_J NSPACE(log’ n).
i>1 i>1
Puede verse ademés que se tiene las contenciones siguientes

DSPACE(logn) C P C NP C PSPACE

y aunque alguna de ellas es propia no se sabe cuél lo es.

En lo sucesivo, consideraremos méquinas de Turing que calculan funciones N — N. Cada una de tales
maquinas actia a partir de descripciones instantaneas iniciales de la forma ggx donde x es la representacién
en base 2 de un nimero = € N y, en el caso de converger, finaliza con una descripcién final de la forma yqp,
donde y es la representacién en base 2 de la imagen de x bajo la funcién calculada por M.

Sean pues A y B dos conjuntos en N. Diremos que
e B se reduce en tiempo polinomial a A, B =<4, A, si existe una maquina de Turing M de tiempo
polinomial tal que Vx e N: z € B < M(z) € A.

e B se reduce en espacio-logaritmico a A, B =¢ A, si existe un traductor logaritmico, es decir una
méquina de Turing M tal que M converge en todas sus entradas, tiene una cinta de entrada, otra
de salida y otras de trabajo, en la de entrada sélo se mueve en una direccién y ocupa un espacio
logaritmico en las cintas que no son de entrada ni de salida, tal que Vx e N: € B & M(x) € A.

Naturalmente, se tiene que <y, y =¢; son reducibilidades, en el sentido definido en la seccién 7.1.1. Se tiene
las proposiciones siguientes:

Proposicién 7.2.1 Si B se reduce a A en espacio-logaritmico entonces también B se reduce a A en tiempo
polinomial. Es decir,

B=<gA = BjtpA

En efecto, por un lado, todo traductor logaritmico ha de converger en todas sus entradas, y por otro lado,
la inica manera de evitar que “se ciclen” las descripciones instantdneas de cualquier maquina de Turing con
espacio-logaritmico es teniendo un niimero polinomial de ellas en cada computacién.

Proposicion 7.2.2 Si B se reduce a A en tiempo polinomial entonces

e Ac NP = B < NP.
e AcP = BeP.

Esto se debe solamente a que la composiciéon de dos polinomios sigue siendo un polinomio.
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Proposicién 7.2.3 Si B se reduce a A en espacio-logaritmico entonces

e AcP = BeP.
e A c DSPACE(log'n) = B € DSPACE(log’ n).

e A€ NSPACE(log'n) = B € NSPACE(log' n).

Aunque la salida de un traductor logaritmico puede ser de longitud polinomial, si se tiene un tal traductor
M y un reconocedor en espacio logaritmico la composicion de ellos se realiza en espacio logaritmico haciendo
que la salida de M; se vaya aplicando simbolo a simbolo a la entrada de Ms.

Proposicion 7.2.4 La composicion de reducciones en espacio logaritmico es de espacio logaritmico. Lo
mismo vale para reducciones de tiempo polinomial.

Sea C una clase de problemas, es decir, una clase de conjuntos en N, y “<” una reducibilidad. Sea A C N
un problema.

o A es dificil-C, respecto a la reducibilidad “<X”,siVB:(B€C = B =< A).

e A es completo-C, respecto a la reducibilidad “<7, si es dificil-C y ademads estd en la misma clase C.

Asi pues para ver que un problema dado es completo en una clase hay que probar que estéd en la clase y
que todo otro problema en esa clase se reduce a él, respecto a la reducibilidad considerada.

Un problema es completo-NP o dificil-NP si es completo o dificil en la clase NP, con respecto a la reduccién
en espacio logaritmico.

Un problema es completo-PSPACE o dificil-PSPACE si es completo o dificil en la clase PSPACE, con
respecto a la reduccién en tiempo polinomial.

Proposicién 7.2.5 Si un problema completo-NP estuviera también en la clase P entonces necesariamente
P =NP.

7.3 Formas proposicionales y el teorema de Cook

Veremos que el problema de decidir si acaso una forma booleana es satisfactible es un problema completo-NP.

7.3.1 Formas booleanas

Utilizaremos los siguientes simbolos constantes

e 1: Valor verdadero. Es la unidad de “A”: FA1=1AF =F.

e 0: Valor falso. Es la unidad de “v”: Cv0=0Vv(C =C.

Sea X = [X}].

j=1,...n, na lista de variables. Consideremos las siguientes estructuras sintacticas:

Literales Variables o negaciones de variables: L es literalsi 3X € X : (L=X)V (L = -X).
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Cl4usulas Disyunciones de literales: Para cada € € {—1,0,1}"™ hacemos Claus(€) = \/ X jl “ donde

1<j<n
Xj Siejil
Vi=1,...n: X9 = 0 sie;=0
ﬁXj SiEj:—l

En una cldusula Claus(€) tenemos
1 si X; aparece en Claus(e),

€j =13 —1 si—X; aparece en Claus(e),
si ni X; ni =X, aparecen en Claus(e).

Frases Conjunciones de literales: Para cada € € {—1,0,1}" hacemos Frase(e) = /\ X JT “ donde

1<j<n
X; sigg=1
Vi=1,...,n: X9 = 1 sie; =0
_|Xj SiEjifl

Como en el caso de las clausulas € indica cudles variables aparecen en la frase, y en este caso indica a
su signo de aparicion.

Formas conjuntivas Conjunciones de clausulas. Si FC = /\ C; = /\ \/ L;; entonces represen-
1<i<m 1<i<m 1<5<n
C

tamos a F'C por la matriz FC = [Lij]zlj‘

Formas disyuntivas Disyunciones de frases. Si F'D = \/ F; = \/ /\ L;; entonces representamos
1<i<m 1<i<m 1<j<n
D

a FD por la matriz FD = [L;;]; ;.

Formas proposicionales Puesto recursivamente,

e 0,1 son formas proposicionales.
e Las variables son formas proposicionales.
e Las negaciones de formas proposicionales son también formas proposicionales.

e Las conjunciones y las disyunciones de formas proposicionales son también formas proposicionales.

Sea Dos = {0,1} el conjunto de los dos valores de verdad booleanos. Toda forma proposicional F'
determina una funcién F : Dos™ — Dos. Para cada x € Dos™® F'(x) es el valor de verdad que asume F' bajo
la asignacién x. Dos formas son equivalentes si definen a una misma funcién.

Confundiremos voluntariamente a una forma proposicional con la funcién Dos™ — Dos que define.
Una forma proposicional F' es

e satisfactible si hay una asignacién que la satisface, es decir, si F' # 0,

e tautologia si es satisfecha por todas las posibles asignaciones, es decir, si F' =1,

e refutable si hay una asignacién que la refuta, es decir, si F' # 1,

e insatisfactible si es refutada por todas las posibles asignaciones, es decir, si F' = 0.
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Simbolo | Cédigo || Simbolo | Cédigo
( 1 0 110
) 10 1 111
- 11 T 1000
A 100 0 1001
v 101 1 1010

Tabla 7.1: Codificacién de simbolos.

7.3.2 El primer problema completo-NP

Problema SAT Consiste en decidir si acaso una forma proposicional dada es satisfactible.

Formalmente el problema se especifica como sigue:

Instancia: Una forma proposicional F'.

1 si F es satisfactible.

Solucién: { 0 si F es insatisfactible.

Toda instancia F(Xq,...,X,,) de SAT puede verse como una palabra sobre el alfabeto
AlfPropno = {(’ )7 YA 07 1} U Xv
de ng + 7 simbolos. Si la longitud de esta palabra es n tenemos que

1. hay a lo sumo [%1 apariciones de variables,

2. la cadena se codifica como una palabra de longitud O(nlogn) sobre el alfabeto {0,1}.
En efecto,
(a) a cada variable X la codificamos por la palabra formada por un simbolo x seguido de la repre-
sentacion de j en base 2. Digamos, X5 < 2101.
(b) codifiquemos a cada uno de los simbolos en uso actual como se indica en la Tabla 7.1.

(c) cada cadena en el lenguaje proposicional se transcribe como una cadena de cadenas de 0’s y 1’s.
V.gr,:
-(X1 A X5) < [11,1,1000,1010, 100, 1000, 1010, 1001, 1010].

(d) A una cadena de cadenas de 0’s y 1’s. la representamos, mediante una sola cadena de 0’s y 1’s,

w9

cambiando cada 1 por 10, cada 0 por 0 mismo y cada “,” por 11. V.gr,:

11,1, 1000, 1010, 100, 1000, 1010, 1001, 1010]

!

1010 11 10 11 10000 11 100100 11 100011 10000 11 100100 11 100010 11 100100

3. Consecuentemente, respecto a reducciones en espacio logaritmico es irrelevante utilizar el alfabeto
AlfProp,, o el alfabeto {0, 1} pues
log(nlogn) < 2logn.

Lo mismo vale respecto a reducciones polinomiales.

Teorema 7.3.1 (Cook, 1971) SAT es completo-NP.
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Demostracién: Veamos primeramente que SAT € NP.

Dada una instancia F' = F(X1,...,X,,), se genera una asignacion € € Dos™ de manera no determinista.
La evaluacion de F' sobre € requiere un tiempo proporcional al niimero de conectivos que aparecen en F el
cual estd limitado por la propia longitud de F'.

Veamos ahora que SAT es dificil-NP.

Para esto, hay que ver que cualquier problema en NP se reduce a SAT, para lo cual veremos que para
cualquier maquina de Turing no-determinista M, acotada en tiempo por un polinomio p(n), podemos con-
struir un traductor logaritmico

Ty : {Entradas de M} — {Formas proposicionales}

X = ¢x

de manera que Vx : M(x) | & SAT(¢x) = St

Consideremos una computacién terminal en M, correspondiente a una entrada x de longitud n. Esta
es una sucesién finita de descripciones instantdneas cuya longitud es O(p(n)). Escribdmosla Comp(x) =
Od’LO L] dil R dip(n).

Cada di; = [x;q;a;y;] involucra del orden de p(n) simbolos. De hecho, podemos confundir a la pareja ¢;a;
como un solo simbolo (nuevo) g;a;m;, donde m; indica al movimiento que hace M estando en el estado g;
y encontrando el sfmbolo a,. Asi, se puede escribir la computacién Comp(x) como una palabra de longitud
(p(n) + 1)? sobre un cierto alfabeto A’.

Consideremos el conjunto de variables proposicionales VP = {X;,[0 <i < (p(n) +1)*> —1,a € A’} . La
intencion de cada una de estas variables es

X, es verdadero : si el simbolo a aparece en la
posicién i de Comp(x).

La construccién de ¢x € FormProp(VP) se hard teniendo en mente lo siguiente:

1. Para cada i existe un unico a tal que X;, es verdadero.
2. La descripcién inicial dig es de la forma ggx.
3. La tltima descripcion diy(,,) es terminal.

4. Cada descripcién di;41 se sigue de su anterior di; segin las transiciones de la méquina M.

De acuerdo con el punto 1 anterior definamos

orx=/N\|V|Xiar \ X || (7.1)

% a b#a

De acuerdo con el punto 2 anterior consideremos lo siguiente:

[P

e La descripcion inicial dig, como cualquier otra, va entre dos “e” ’s. Sea
$2,1.x = Xoe A X(p(n)41),e- (7.2)

e El primer simbolo de diy corresponde al simbolo compuesto formado por el estado inicial gy de M y el
simbolo inicial 7 de x. Sea

¢2,2,X = \/ Xl[qowlm]~ (73)

[qoz1m]eTransiciones en M
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e Los siguientes n — 1 simbolos de diy corresponden a los simbolos x; que conforman a x. Sea

n
$23x = [\ Xia,- (7.4)
i=2
e El resto de dip se llena con blancos. Sea
p(n)
P2ax = /\ Xi0- (7.5)
1=n+1

Tomemos pues a la conjuncién de las férmulas en las ecuaciones 7.2-7.5:

Pax = P2,1,x N P22x N P23 x N d24x. (7.6)

De acuerdo con el punto 3 anterior definamos

(p(n)+1)* -1

P3x = V V Xilgram] | - (7.7)
=p(n)(p(n)+1)+1 gr € EdosFinales
[gram] € Transiciones

Finalmente, para expresar la necesidad de que dos descripciones contiguas di; y di;4; se ajustan a las
transiciones de M, observamos que tales dos descripciones han de coincidir en todas partes salvo en las
posiciones vecinas a los simbolos compuestos correspondientes a estados. Definamos entonces un predicado
q)(ala az, as, a4;j) tal que
en la posicién j el simbolo ay aparece en di;4; y la cadena ajasas
» aparece en di; desde la posicién j — 1, es decir
®(ay,az,a3,a4;5) < ' I

(di; = uaragaszv) & (diz41 = uciagcav)

V ((az = &) A (ag = o))

Con ® podemos simular efectivamente las transiciones de M.

Sea entonces

p(n)(p(n)+1)
dax= N\ V [X(i-1).01 A X3z N X(G41),05 A X(p(n)+5),aa] - (7.8)
j=1 ®(a1,a2,a3,a4;7)

La forma proposicional a construir es entonces la conjuncién de las férmulas 7.1, 7.6, 7.7 y 7.8:

ox = P1x N P2x N P3x N Pax. (7.9)

De su misma construccién tenemos que toda computacién terminal, con inicio en x, determina una
asignacion que satisface a la formula ¢x y, viceversa, toda asignacién que satisfaga a esta formula determina
también a una computacién terminal a partir de x.

7.4 Otros problemas completos-NP en formas proposicionales

Problema SAT-FNC Consiste en decidir si acaso una forma proposicional dada como una forma conjun-
tiva es satisfactible.
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Formalmente el problema se especifica como sigue:

Instancia: Una forma conjuntiva F'.

1 si I es satisfactible.

Solucién: { 0 si F es insatisfactible.

Proposicién 7.4.1 SAT-FNC es completo-NP.
Para esto veamos que SAT se reduce a SAT-FNC.

Lema 7.4.1 Eziste un traductor logaritmico

FC': {Formas proposicionales} — {Formas conjuntivas}

¢ — FU9)

de manera que Yo: ¢ es satisfactible cuando y sélo cuando FC(¢) también lo sea.

De hecho, tendremos que una asignacion € satisface a ¢ si y s6lo si una extension de e satisface a FC(¢).

Demostracién: Presentamos a grandes rasgos reglas de transformacién para calcular FC(¢) a partir de ¢.

1. Aplicar negaciones al nivel mds bajo:

(eAY) > =(d)V(Y)
(eVY) () A()

Reiterando las dos primeras reglas y luego aplicando la tercera en cada variable, toda férmula proposi-
cional se transforma en una expresion formada a partir de literales utilizando conjunciones y disyun-
ciones. Llamemos a éstas formas y/o.

Las primeras dos reglas se realizan mediante un procedimiento similar al reconocimiento de cadenas
equilibradas de paréntesis. Utilizando contadores para referirse a las posiciones de los paréntesis se las
puede realizar en espacio logaritmico.

W_""
-

La tercera regla se aplica directamente mediante un revisor de paridades de cadenas de
utivos.

S consec-

2. Cdleulo de formas conjuntivas: Definimos el operador ® : {Formas y/o} — {Formas conjuntivas} de
manera inductiva como sigue:

¢ literal = ®(p) =¢
gb = ¢1 A ¢27

q)(¢1) = /\’il Fl7i15 = ¢<¢) = /\171)2‘1 A /\1“7’2,7;2
(I)(¢2) = /\1'2 FQ,iz i1 io

O =01V ¢o,
(p1) = N\, Froivs = ®(¢)= A\ VFLLANY VPl
D(p2) = N\, F2iis i i

donde Y, en la ultima relacién, es una nueva variable.

Estas transformaciones son también susceptibles de realizarse en espacio logaritmico.

Una forma conjuntiva-3, FC-3, es una forma conjuntiva tal que toda clausula en ella consta de exacta-
mente 3 literales.
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Problema 3-SAT Consiste en decidir si acaso una FC-3 dada es satisfactible.

Formalmente el problema se especifica como sigue:

Instancia: Una FC-3 F.

1 si I es satisfactible.

Solucién: { 0 si F es insatisfactible.

Proposicién 7.4.2 3-SAT es completo-NP.
Para esto veamos que SAT-FNC se reduce a 3-SAT.

Lema 7.4.2 Eziste un traductor logaritmico

FC': {Formas conjuntivas} — {FC-3’s}
¢ = FU(9)

de manera que Vo: ¢ es satisfactible cuando y sélo cuando FC(¢) también lo sea.

De hecho, tendremos que una asignacién e satisface a ¢ si y sélo si una extensién de e satisface a FC(9).
Demostracién: Si Fr= Ly V Ly V L3 es una frase 3 literales hagamos FC(Fr) = Fr.

Si Fr=L1VLyV---V L es una frase con k > 3 literales consideremos k — 3 nuevas variables Y7, ..., Yy _3

y hagamos

( Ly V Ly vV YT )
( Y vV Lg vV Y, )
( Y Vo Ly vV Y )

> > >

FC(Fr) = :
( °Yi1 V Lipn V Yy ) A

( Yoz V Ly V L )
Es claro que una asignacién satisface Frsi y s6lo si una extensién de ella satisface FC(Fr).

Sea ahora ¢ = /\, Fr; una FC. Podemos suponer que toda clausula en ¢ consta de al menos tres literales
(si no fuera asi podemos repetir una literal pues la disyuncién es una operacién equipotente). Hagamos
FC(¢) = N\, FC(Fr;). Entonces FC(¢) es del tipo 3-FNC y serd satisfactible si y sélo si ¢ lo es.



Capitulo 8

Algunos problemas principales
completos-NP

8.1 Programacién lineal

Un funcional lineal en R™ esta dado por un vector ¢ € R™, mediante la aplicacién x — c¢’x. El problema

de la programacion lineal entera consiste en decidir si existe un vector con coordenadas enteras en un
poliedro determinado por un conjunto de desigualdades lineales, con coeficientes enteros, que hace tomar a
un funcional lineal un valor suficientemente grande. Formalmente:

Instancia: Una matriz A € Z™*", un vector de coeficientes “independientes” d € Z™, los coeficientes
de un funcional ¢ € Z" y un valor “grande” v € Z.

1 sidxeZ":(Ax <d)A (cIx >w),

Solucion:
0 en otro caso.

8.2 Combinatoria

8.2.1 Atercetamientos

Si consideramos un conjunto M de parejas matrimoniales, entonces las buenas costumbres dictan que

e M C Hombres x Mugjeres,
e cada una de las proyecciones

h:M — Hombres , (z,y)
m: M —  Mujeres , (x,y)

—
=y
es inyectiva.

Es decir, vale el sano principio: “cada quién con su cada cual”.

Esta idea de apareamientos matrimoniales se generaliza a tercetas.

Sean X,Y, Z tres conjuntos, ajenos a pares. Un atercetamiento (matching) es un conjunto M C X XY xZ
tal que cada una de las funciones proyecciones, restringida a M, es inyectiva.

131
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En otras palabras, en todo atercetamiento M, rige la implicacién:

(1,91,21), (22,Y2,22) € M } . (z1 # 22)A

(T1,91,21) # (22,92, 22) zi 772 zj))/\

— o~

Atercetamientos (3DM):
Este problema, llamado en inglés 3-dimensional matching, se formaliza como sigue,
Instancia: Un subconjunto

McCXXxYxZ,

donde X,Y, Z son tres conjuntos, ajenos a pares, de una misma cardinalidad, digamos n.

1 si hay un atercetamiento M’ C M con n tercetas,

Solucion:
0 en otro caso.

Naturalmente, mas que planteado como un problema de decisién 3DM se plantea como uno de solucién.
Asi que en caso de que hubiera un tal atercetamiento, habria que localizarlo explicitamente.

Proposicién: 3DM es completo-NP.

Demostracién: Que este problema esté en NP es facil de ver:

1. Se conjetura un posible atercetamiento M’ incluido en M, con n tercetas.

2. Se revisa que cada una de las proyecciones cubra a los conjuntos “coordenadas”.

Para probar que es dificil-NP, veamos que 3SAT se reduce a 3DM.

Dados
e X ={Xi,...,X,}: conjunto de n variables proposicionales,
e C={cy,...,cn}: conjunto de m cldusulas de 3 literales sobre X,

construiremos una instancia de 3DM de manera que ésta dé una instancia con respuesta positiva en 3DM si
y sélo si la forma conjuntiva C es satisfactible. En tal caso, un atercetamiento en la instancia construida ha
de determinar una asignacién de valores de verdad a las variables en X que satisfaga a C.

Definamos

e X = {:Eij,ifiﬂl <i<m,1 <j<n}: Tiene 2nm elementos.
e Y =A, US| UG donde
— Ay ={a1;5]1 <1 <m,1 <j <n}: Tiene nm elementos.
— 51 = {5141 <i <m}: Tiene m elementos.
— Gy ={g1x]1 <k <m(n—1)}: Tiene m(n — 1) elementos.
o /=AU Sy UG, donde
— Ay ={a9;|1 <i<m,1<j<n}: Tiene nm elementos.
— S5 = {s2i]1 <i < m}: Tiene m elementos.

— Gy ={g2k|1 <k <m(n—1)}: Tiene m(n — 1) elementos.
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Consecuentemente, tanto Y como Z poseen 2nm elementos cada uno.
o Tercetas de asignacion: Para cada variable X; construimos los conjuntos de tercetas

V]_verda = {[Zj, a1ij, a2;5]|]1 <7 <m}

l .
ija 50— {[®ij, a1,i41,5, 02i5]|11 <@ <m}PU{[Tmj,a1,1,5,02m;]}
_ verda falso
v, = vrerdayy:

El propdsito de esta definicién es que todo atercetamiento M’ con 2nm tercetas debe satisfacer las
condiciones siguientes:

1 =) M'NnV;#0
M N Vjverda 40 = M'N Vjverda _ ‘/}verda
M A ijalso 40 = M'nN ijalso _ ijalso
asi pues, un tal atercetamiento fuerza de manera natural un valor de verdad en la variable X;.

o Tercetas de satisfaccion: Para cada clausula ¢; construimos el conjunto
Ci = {[zij, 5145, 5245]| X € i} U {[Z45, 5145, 5245) | X € ¢} -
e Tercetas de relleno: Construimos el conjunto

G = {[zij, 9145, 9245 [Tigs 510 5251} | < < m(n — 1)
1<:<m
1<j<n

e Instancia para 3DM:

M=V u( Ci>uG.
j=1 i=1

Consecuentemente, card(M) = 2mn + 3m + 2m?n(n — 1).

Soluciones de 3SAT corresponden a soluciones de SDM: Supongamos que la asignacion € : X; — ¢;
satisface a la forma conjuntiva C. Consideremos las siguientes tercetas:

U ijalsoz Esto da ny - m tercetas, donde ny es el nimero de 0’s en la asignacién e.

Ej:()

e Mo

o My = U Vjverda: Esto da n, - m tercetas, donde n, es el nimero de 1’s en la asignacién €. Eviden-
;=1

temente (ny +n,) -m=mn-m.

e Para cada cldusula ¢; elijamos una literal z; € X U X que haga que ¢; sea verdadera, es decir tal que
zi(€z,) = 1. Tal literal existe porque la asignacion satisface a todas las cldusulas. Sea entonces

My = | J{[zi, 514, 52}
i=1

Este conjunto consta de m tercetas.
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e M;5 es un subconjunto de tercetas de la forma [y, g1k, gor] donde y varia sobre todas las literales que
no hayan aparecido en los conjuntos de arriba, de las cuales hay precisamente

2nm — (nm+m) =(n—1)m
y los ¢g’s varfan sobre todas sus posibilidades (la formacién de apareamientos buenos entre parejas de
g’s es trivial).
Se tiene que
M’ = Mo U My, U My U Ms
es un atercetamiento de 2nm tercetas incluido en la instancia M.
Soluciones de 3DM corresponden a soluciones de 3SAT: Sea M’ un atercetamiento en M con 2nm
elementos. Por la construccion de las tercetas, necesariamente
e A lomés (n— 1)m tercetas de M’ son del tipo M3,
e a lo mas m tercetas de M’ son del tipo Ms, y

e a lo mas nm tercetas de M’ son del tipo M;.

Puesto que M’ contiene 2nm tercetas las anteriores cotas se alcanzan efectivamente.

Las del tipo M; son de la forma
falso verda
Uvimru U v
Jj€Jo Jje 1
donde Jy U J; = [1,n].

Pues bien la asignacion

_ 1 sijeJy,
XJH{ 0 sijeJdo

satisface a la instancia de 3SAT. En cada cldusula la literal que se satisface es la que aparece en la corres-
pondiente terceta del tipo My en M.

8.2.2 Particion

Consideremos el problema siguiente

Instancia: Una sucesién s = [sq,...,s,] € N™.
1 siexiste I C[1,n] tal que Zsz = Zsi,
Solucion: icl gl

0 en otro caso.

Es claro que este problema PARTITION estd en NP. Para ver que es dificil-NP veamos que 3DM se reduce
a él.

Sea M = [my,...,mg] C X xY x Z una instancia de 3DM, con
X = [z1,...,24
Y = [y17" ayq]
Z = [Z17 7zq]
k> q
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X1 o Tq Y1 Y2 Yq z1 z2 Zq

ler bloque 20 bloque 3er bloque

[--+ = p bits)]
—~—
El niimero s; tiene 1’s en las posiciones més a la derecha de los segmentos de

p bits etiquetados con xf(;), Yg(i) ¥ 2n(i), ¥ tiene 0’s en las demds posiciones.

Figura 8.1: Construccién de los sumandos en s.

Construiremos una instancia s = [s1, ..., $,] € N® de PARTITION tal que

rci,n]: Zsz = Zsi & IM' C M : M’ es un atercetamiento de ¢
i€l igl tercetas.

Consideremos pues los siguientes conceptos:

n=k+2 : namero de sumandos en la instancia s,

p = [logy(k+1)] : tamafio bésico de bloques de “bits” para especificar
cada sumando en s,

fig,h:[1,k] = [1,q] : funciones que dan las proyecciones de las tercetas en
M, i.e.

Vi <k :mg = [Tri), Yg(i)s Zh(s))-

Para cadai=1,...,k sea

5; = (2p)(3q—f(i)) + (2p)(2q—g(i)) + (zp)(q—h(i)) )

Cada s; estd determinado por la terceta m;, asi, escribiremos también s(m;) = s;.

Tenemos entonces que cada sumando de la sucesién s se escribe con exactamente 3pg bits.

En la Figura 8.1 presentamos diagramaticamente esta construccion.
Sea B el ntiimero con 1 en las posicién mas a la derecha de cada segmento de p bits,

3q—1

B=>Y (2"
1=0

Entonces, para todo subconjunto de tercetas M’ C M se cumple que

Z s(m) =B < M’ es un atercetamiento.
meM’

Finalmente definamos

Sk+1 = 2 (Z;C:l SZ‘> —B |, Sgp2= (Zle 8i> + B

n

Tenemos que Zsi =4 (Zle sl)

i=1

135
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Por tanto, si I C [1,n] es tal que >, ;s; = > ;57 5; entonces ambas sumas deben igualar el valor
2 (Zle sz) Entonces, los sumandos sx11 ¥ Sk42 deben estar en sumas distintas. Sus diferencias determinan

pues un atercetamiento M’ en M.

Resumiendo: PARTITION es un problema completo-NP.

8.3 Problemas en graficas

Una grdfica es un sistema G = (V, A) donde

e V={vy,...,v,} es un conjunto de vértices o nodos, y

e ACV® ={ac Vl|card(a) = 2} es un conjunto de aristas (sin direccién).

Una grafica se dice ser

e un clan o completa si contiene todas las (g) = n("2_1) aristas posibles, y en tal caso se le denota como

Ky,

e vacia o independiente si su conjunto de aristas es vacio, y en tal caso la denotaremos por I,,.

El complemento, o grafica complementaria, de una gréafica G = (V, A) es G¢ = (V, V(2 — A), es decir
Yoy # vg @ {vg,va} arista en G¢ & {v1,v2} NO es arista en G.
Asi, por ejemplo, K, e I,, son graficas complementarias una de otra.
Recordamos también los conceptos siguientes:

e un recubrimiento por vértices es un subconjunto U C V' de vértices tal que toda arista tiene al menos

un extremo en él, es decir, tal que
Vae A: anlU # 0.

e un recubrimiento por aristas es un subconjunto B C A de aristas tal que todo vértice esta en al menos
una de tales aristas, es decir, tal que

YoeVdae B:ve€a.

Consideremos los siguientes problemas:

Recubrimiento por vértices (VC): Este problema (vertez cover) se describe como sigue:

Instancia: Una gréfica G = (V, A) y un ntmero n < card(V).

1 si existe un recubrimiento por vértices con n vértices,

Solucion:
0 en otro caso.

Clan (CLIQUE):
Instancia: Una gréfica G = (V, A) y un ntimero n < card(V).

1 si K, es una subgrafica de G,

Solucion:
0 en otro caso.

Conjunto independiente:
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Instancia: Una gréfica G = (V, A) y un ntimero n < card(V).

1 i I, es una subgréfica de G,

Solucion:
0 en otro caso.

Los tres problemas anteriores se reducen entre si debido al evidente

Lema: Para una grifica G = (V,A) y un subconjunto U C V las siguientes tres condiciones son
equivalentes a pares:

1. U es un recibrimiento por vértices de G.

2. V — U es un conjunto independiente en G.

3. V — U es un clan en la grafica complementaria G¢.
Proposiciéon: VC es completo-NP.

Demostracién: VC es naturalmente un problema en la clase NP.

Para ver que es dificil-NP reduciremos 3SAT a VC.

Dados
e X ={Xy,...,X,}: conjunto de n variables proposicionales,
e C={c1,...,cn}: conjunto de m cldusulas de 3 literales sobre X,

construiremos una instancia de VC de manera que ésta dé una instancia con respuesta positiva en VC si
y sélo si la forma conjuntiva C es satisfactible. En tal caso, un recubrimiento por vértices de la instancia
construida ha de determinar una asignacién de valores de verdad a las variables en X que satisfaga a C.

Definamos

e para cada variable X; € X, una grafica consistente de una sola arista,
G = ({z;, 23} {a; = {x;,7;}}),
e para cada cldusula ¢; € C, una grafica consistente de un tridngulo,

Gi = ({us, vi, wi, {{ui, vi}, {vi, wi}, {wi, ui}}),

y
e para cada cldusula, que consta de tres literales,

€5 €. €.
Ji1 Ji2 i3

i ={z;" x; :
v Ji1r iz Vs

tendemos las aristas de los vértices de GG; a los correspondientes vértices “literales” de las gréaficas de
la forma GY siguientes
o G o Wiz o .Cdis
{u“xjil } ’ {U“xjiz } ’ {w”xjis }
Asi pues, la gréfica construida G = (V, A) consta de 2n + 3m vértices y n + 6m aristas.

e Finalmente, hagamos N = n + 2m.

Una solucion de 3SAT da una solucion de VC: Supongamos que € es una asignaciéon que satisface a C.
Construyamos el recubrimiento U siguiente:



138

CAPITULO 8. ALGUNOS PROBLEMAS PRINCIPALES COMPLETOS-NP

Para cada j <mn,
¢;j=0 = poner z; de G/ en U,

€¢;=1 = poner z; de GV enU.

Como la asignacién e satisface a cada una de las cldusulas ¢; tenemos que para toda G; uno de los
vértices “queda cubierto”, es decir, es el extremo de una arista cuyo otro extremo ha quedado en U.
Fijamos pues en cada triangulo G; un vértice cubierto y los otros dos los incluimos en U.

Tenemos asi un recubrimiento por vértices con K vértices.

Una solucion de VC da una solucion de 8SAT: Si U es un recubrimiento por vértices con n+ 2m vértices
entonces en cada arista G’ exactamente uno de sus extremos pertenece a U. Hagamos verdadera a la literal
correspondiente al extremo en U, en cada G7. Esta asignacion evidentemente satisface a cada clausula.

8.4

Problemas de asignaciéon de tareas

8.4.1 Problemas con varios procesadores

Nociones basicas

En un proceso de asignacion de tareas con varios procesadores, utilizaremos los conceptos y la notacién
siguientes:

Un conjunto finito de tareas: A = {a1,...,an}.
Duracién (de ejecucién) de cada tarea, VYa € A : d(a) € Z7.
Un conjunto finito de procesadores: P = {p1,...,pm}-

Un punto de saturacién (deadline): S € Z. Usualmente S es una cota para la “carga” que puede
recibir cada procesador.

Una asignacion factible es una particion A = {A;},,-,, del conjunto de tareas A tal que

Max { > d(a)} <8S.

a€A;

Sea “<” una relacién de orden en A. Una asignacion con restriccion en las precedencias es una funcion
o:A—10,5] tal que

— o0 es monétona, i.e.: a 2 b= o(a) < o(b),

— en ningin momento se excede la capacidad de proceso:

Vi <S: card{a € Alo(a) <i<o(a)+d(a)} <m.

Problemas

Asignacidn a varios procesadores (Multiprocessor scheduling):

Instancia: Un conjunto A finito de tareas, un vector de duraciones de tareas d € N4, un ntmero m de

procesadores y un punto de saturacién S.
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1 i existe una asignacion factible A de A,

Solucion:
0 en otro caso.

Es completo-NP pues PARTITION se reduce a él. En efecto, una instancia de PARTITION corresponde a
. . 1
una de “Multiprocessor scheduling” con m =2y D = 5% ., d(a).

Otro problema completos-NP es el siguiente:

Asignacién con restriccién en las precedencias (Precedence constrained scheduling):

Instancia: Un conjunto A finito de tareas, cada una con una duracién unitaria, un numero m de
procesadores, un punto de saturacién S y una relacién de orden “=<” en A.

1 si hay asignacién con restriccion en las precedencias,

Solucion:
0 en otro caso.

8.4.2 Problemas con un solo procesador
Nociones basicas

En un proceso de asignacién de tareas con un solo procesador, utilizaremos los conceptos y la notacién
siguientes:

e Un conjunto finito de tareas: A = {a1,...,an}.

Duracion (de ejecucién) de cada tarea, Ya € A : d(a) € Z™.

Momento de “lanzamiento” de cada tarea, Va € A : r(a) € Z7.

Un instante de saturacion (deadline) en la realizacién de cada tarea, Va € A : s(a) € ZT.

e Una asignacion factible para A es una funcién o : A — N tal que, para toda tarea a € A:

1. r(a) < o(a): el inicio de cada tarea no puede ser anterior a su momento de lanzamiento,
2. o(a) +d(a) < s(a): el inicio més la duracién no debe exceder el instante de saturacién,

o(b) +d(b)

A

o(a)

3.YVbe A:b#a= Dos tareas distintas no pueden traslapar sus

I\ O~

o(a) + d(a) o(b)

ejecuciones.

e Sea “=<” una relacién de orden en el conjunto de tareas y K > 0. Una asignacion con retraso acotado
es una asignacion

o:A—[0,card(A) — 1]
tal que

1. o es inyectiva y monétona, i.e.: a <b = o(a) < o(b),

2. el conjunto de tareas que “no se ajustan a sus tiempos” no excede de K elementos, i.e.

card{a € Alo(a) +d(a) > s(a)} < K.
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Problemas

Secuenciacién en intervalos (Sequencing within intervals):

Instancia: Un conjunto A finito de tareas, un vector de instantes de lanzamiento de tareas r € N4, un
vector de saturaciones de tareas s € N4 y un vector de duraciones de tareas d € N4,

1 i existe una asignacion factible o : A — N,

Solucion:
0 en otro caso.

Proposicion: “Sequencing within intervals” es completo-NP.

Demostracion: Es evidentemente un problema en NP. Para ver que es dificil-NP, reduzcamos PARTITION
a él.

Sea T' = {t1,...,ts} una instancia de PARTITION. Se trata de encontrar J C [1,7n] tal que >°,;;t; =
djeetj- Sea B=31" ;.

Construyamos la siguiente instancia de “Sequencing within intervals”:

e Por cada sumando ¢;, definimos,

— una tarea aj, con

— lanzamiento planeado r(a;) = 0,

instante de saturacién s(a;) = B+1,y

duracién d(a;) = t;.
e Ponemos una tarea “extra” ag con parametros

r(ag) =[5] , s(ao)=[EF] , d(ag) =1

Observamos que
1 si B es par,

s(ap) —r(ap) = . X

(a0) (a0) { 0 si B esimpar.

Vemos pues que si B es impar entonces ni PARTITION ni “Sequencing within intervals” tienen solucion.
Ahora, si B es par, toda asignacién factible o necesariamente hard o(ag) = %, y consecuentemente las

tareas restantes se dividen en dos conjuntos:

e las que se realizan antes de ag, las cuales disponen, en total, de g unidades de tiempo para ejecutarse,
y

e las que se realizan después de ag, las cuales disponen, en total, también, de g unidades de tiempo para
ejecutarse.
Tenemos asi una solucién de PARTITION.

Reciprocamente, de acuerdo con lo anterior, una solucién de PARTITION da una asignacion factible.
Minimos retrasos (Minimum tardiness sequencing):

Instancia: Un conjunto A finito de tareas, cada una con una duracién de 1 (es decir, el vector de
duraciones esd =1 € NA), un vector de saturaciones de tareas s € N4, un orden “<” en
Ay un entero K < card(A).

1 si existe una asignacién con retrasos acotados por K,

Solucion:
0 en otro caso.
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Proposicion: “Minimum tardiness sequencing” es completo-NP.
Demostraciéon: Para verlo como un problema dificil-NP reduciremos CLIQUE a él.

Sea pues [G = (V, E), J < card(V)] una instancia de CLIQUE. Construiremos una instancia de “Minimum
tardiness sequencing” tal que ésta tendra una asignacién con retrasos acotados por una cota construida si y
solo si la grafica G contiene a K; como una subgrafica.

Definamos:

e Tarcas: A=V UE.

e Cota: K = card(E) — 3J(J — 1).

e Orden de A: Va,be A :
a=b & (aeV)AN(beE)A(a€d),

es decir, a = b si a es un vértice, b es una arista y a es un vértice extremo de b.

Con esto tendremos que en toda asignacion mondétona, cada arista ha de “ejecutarse” después que
cualquiera de sus vértices.

e Saturaciones:

s 1J(J+1) sia€E,
card(A) siaeV.

Asi pues las tinicas tareas que pueden incurrir en retrasos son las correspondientes a las aristas.
Para una asignacion o, dividamos al conjunto de aristas en dos clases

e las que se realizan a tiempo:

Ei, = {a€FE|o(a)+1<s(a)}
1
el = card(Fi,) < iJ(JJr 1),
e las que no se realizan a tiempo:
Eyy = {a€FE|o(a)+1>s(a)}
ess = card(E) — e,

Pues bien, si o fuese una solucién de “Minimum tardiness sequencing” entonces ey, < K y consecuente-
mente 1, > %J(J —1).

Asf pues, el entero ey, debe estar en el intervalo [3.J(J — 1), 2J(J + 1)[, el cual contiene precisamente J
enteros.

Si ey = %J(J — 1) entonces el conjunto de vértices de la gréfica que son extremos de aristas en Fj,,
llamémoslo V7, por lo menos tiene J vértices. Esta cota minima se alcanza cuando F,, es una grafica

completa K.

Por otro lado, como o ha de ser monétona, si toda “tarea” de E, se realiza “antes” de %J (J+1) entonces
toda “tarea” en V; también ha de realizarse antes de ese tiempo.

Asi, se tiene que ambos nimeros €1, y €1, + card(V;) estdn en el intervalo [3J(J — 1), $.J(J + 1)]. Esto
obliga a que card(V7) = J y por tanto los vértices en V; forman un clan en G con J elementos.

Reciprocamente, si V; es un conjunto de J vértices que forman un clan en G entonces a ellos y a sus
aristas les podemos asociar un “tiempo” de ejecucién anterior a %J (J +1). La asignacién asi construida
provee una solucién de “Minimum tardiness sequencing”.
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8.5 Problemas en teoria de nimeros

8.5.1 Congruencias cuadraticas (CC)

Instancia: Tres enteros positivos a,b,c € N.

2

Solucién: Un entero z < ¢ tal que z° = a mod b.

Referencia:

Manders, Adleman: “NP-complete decision problems for binary quadratics”, J. Comput. System Sci. 16,
168-184, 1978.

Comentario: 3SAT se reduce polinomialmente a este problema.

Residuos cuadraticos en general

Para un primo impar p y un entero a primo relativo con p definamos

a\ [ +1 sidz: 2?=amodp,
p) | —1 enotro caso.

Se tiene las propiedades siguientes:

b
) = (a) : Operacién multiplicativa.

Ejemplo: Caracterizar a los primos p tales que 3 es residuo cuadratico médulo p.

Se tiene

Por un lado
(2) | 41 sip=1mod 3,
“ 1 -1 sip=2mod 3.

y por otro lado
(_1)%—1 | 41 sip=1mod 4,
1] -1 sip=3mod4.

Por tanto (%) = 1 cuando y sdlo cuando
[(p=1mod 3)&(p=1mod 4)] o [(p=2mod 3)&(p =3 mod 4)],

lo cual equivale a que p sea congruente con 1 o con 11 médulo 12.



8.5. PROBLEMAS EN TEORIA DE NUMEROS 143

p
= i) T
11 mod 12
251 76 | 175
263 23 | 240
311 25 | 286
347 95 | 252
359 || 163 | 196
383 || 159 | 224
419 29 | 390

Tabla 8.1: Raices cuadradas de 3 para primos congruentes con 11 médulo 12.

En la Tabla 1 presentamos las raices cuadradas de 3 para algunos primos congruentes con 11 médulo 12.

Ahora, si a,b son primos relativos, b es impar y

b=po-- i
es la descomposicion en primos de b, definimos

(&) -11(2).

=0

En este caso tenemos que la congruencia

22 =a mod b

tiene solucién si y sélo si Vi la congruencia
2

r“ = a mod p;

posee una solucién.

Asi pues
a

Jz: 2 =amod b = (7):1,

aunque el reciproco no se cumple.

Las propiedades anteriores permiten decidir efectivamente cuando un nimero es un residuo cuadratico
moédulo alguno otro. Sin embargo estas demostraciones NO SON CONSTRUCTIVAS!

Procedimiento de reduccién de 3SAT
Sea ®(X) = A{c|c € C} una instancia de 3SAT:
e X ={Xy,...,X,} : variables,
e C : clausulas con 3 literales
Vee C3X;, X;, Xy, € X, €,€¢5,e, € {—1,1} :c= X'V X;’ vV Xk

Decimos que X;, X;, Xy aparecen en c y escribimos X;, X, X}, € c.
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Supondremos que ® no posee clausulas repetidas ni tautologias.
Enumeremos al conjunto de clasusulas como
Cq> = {Cl,. .. ,Cm}.
Hagamos
N8
PC=— 8'=_-(8"—-1),
Sy
1=1
y para cada variable X; definamos
p;r = Y {8'|X; €¢;} suma de pesos de cldusulas donde X; aparece afirmada.

p; = > {8|-X; €¢} suma de pesos de cliusulas donde X; aparece negada.

Sea ¢ = 2m + n. Para k € [0, g] definimos un coeficiente c:
k=0
co=1
1<k<2m

Cr =

C 1 . .
—%8 2 si k es impar,
k .
—82 i k es par,

2m+ 1<k <gq
1 _
Ck = §(p2_2m — Di—2m)
Hagamos

q n
P:PC+ch+ij_.
k=0 j=1

Puede verse que existen 1 + ¢ coeficientes

g, 0, ..., 04 € {—1,+1}

tales que
q
P= Z CLOk.
k=0
Tomemos los ¢ primos consecutivos Py, Pi, ..., P, a partir de Py = 13.

Para cada k € [0, ] elegimos t;, € N como el minimo entero que satisface el sistema de congruencias

tk = Ck mod 8m+1
tx = 0 mod H qu+1
1€[0,q]\k

tk 7_é 0 mod Pk

Por dltimo definimos los coeficientes

F = Ztk

k=0
q

D = HPIIPH
k=0

B = 2.8"tl. D

|
If

(2-8™" 4 D)"! mod B
A = E-(DP?>+2-8™"'. F%) mod B
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Consideramos entonces la instancia del problema (CC) siguiente:

T(®): Encontrar x tal que 2 = Amod B con 0 <z < F.

Veamos que
® posee una solucién < T(P) posee una solucion.

1. Si se tiene n variables Xy, ..., X, entonces se puede tener

N3C = (Z) 2% = gn(n “1)(n—2)

clausulas de tres literales.

Para cada tal clausula
€i,€5€k €4 €5 €k
Ci'lth = X; \/Xj vV X,

y cada asignacién A : {Xi,...,X,} — {0,1} definimos

ralei3) = AXE) + AXG) + AXE)
suma de literales con valor verdadero en c:f,ie’“
Naturalmente
€\ A(Xl) si €;, = 1
A(X; )_{ 1-A(X;) sig=0
y

ra(c;i?) €4{0,1,2,3}.

.3,k

2. Dada una instancia ® = A Cg de 3SAT, se tiene que una asignacién A : {X1,..., X, } — {0, 1} satisface
a ® si y sélo si para toda clausula c de tres literales se tiene

ceCop = r4lc)

1
c€Cs = 14(c)>0

v v

equivalentemente

ceCs = Ty.€{0,1,2,3}(0=y.—7ra(c)+1)
C¢C<I> = Elyc S {0a17273}(0:y6_7114(c))

Si {ci}izly_wm = Cg es una enumeracion de las clasusulas en ® definimos
Rai(y) =y —ralc) + 1.

Por lo anterior,
A((I)) =1 Vi<m3dy € {O, 172a3}(RA,i(yi> = 0)
3. Como VA € {0,1}2™) i <m,y € [0,3]: =3 < Ra,(y) < 4 tenemos

(Vi<m: Rai(y) =0) & > Raily)-8=0
=1

m
& ZRAJ-(y) -8 =0 mod 8™,
i=1
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4. Ahora bien, la funcién

{-1,+1} x{-1,+1} — {0,1,2,3}
(a1,a0) — %(3 —ay — 2a3)
es una biyeccion.
A cada variable y; la “parametrizamos” por dos variables (ag;—1, 2;) haciendo

1
Yi = 5(3 — Qg1 — 200;).

De igual manera, la funcién

{-1,41} — {0,1}

es una biyeccion.

A cada valor de verdad A(X;) lo “parametrizamos” por una variable asg,,+; haciendo

A(X) = 31— o).

Vi < m sea S;(&) el resultado de sustituir en R4 ;(y;) las parametrizaciones anteriores
Entonces tenemos

m

O es satisfactible < 3 : Z S;(d@) -8 =0 mod 8™

i=1
5. Introduzcamos la ecuacién

Sl(&) = p —+ ].
Igualmente se tiene

m
O es satisfactible < 3a: Z S;(@) - 8" =0 mod 8™,
=0

6. De acuerdo con los pardmetros introducidos en la construccién de T'(®P) se tiene

m

q
ZS}(O’Z) -8 =0 mod 8™ o chak =P mod 8!
i=0 k=0

q
& Ztkak =P mod 8!
k=0

7. Ahora, se tiene el siguiente

Lema: Sean

F:zq:tk y D= ﬁPﬁ“
k=0 k=0

como en el algoritmo. La solucién del problema

(F4+2)(F—z)=0mod D con
0<|z|<F re”Z
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es de la forma

q
T = Ztkak , para algin @ € {—1,+1}1+9,
k=0

8. Asi pues, la condicién
q
3@ € {~1,+1}"%9: >ty =P mod 8"
k=0
equivale a que exista una solucién z del problema
z =P mod 8™ +t!

Proby : ¢ (F+z)(F—z)=0mod D con
0<|z|<F re”Z

9. Por otro lado, se tiene el siguiente
Lema: Si p es par y k > 3 entonces

(p+ ) = 0 mod 2F
(p+z)(p—x) =0 mod 2" < 0
(p — x) = 0 mod 2F

Con esto resulta que el problema Prob; es equivalente al problema
(P+2)(P—2)=0mod 2-8m*!

Proby : { (F+2)(F—2)=0mod D con
0<|z|<F re”Z

10. Conjuntando las dos primeras congruencias del problema Prob, en una sola, vemos que éste equivale al

Ay - 2-8MH(F2 — 22)4

+)\ D(P2 1'2) } =0 mod 2- 8m+1D con
3 4

Probs : 0<z1<F x1 €2y
med(Ag, D) =1
mcd()\372.8m+1):1 29,23 € Z

11. Finalmente, tomamos Ao = A3 = 1 en Probs y obtenemos
(2-8™*1 4 D)2? = (DP? +2- 8™ F?) mod 2- 8™ D,
lo cual da propiamente T'(®).

12.  Conversion de soluciones:

[Solucion de ® = Solucion de T(®)]: Dada una asignacién que satisfaga a ® calculamos & segin las
ecuaciones en la observacion 4. anterior. La solucién de T'(®) es

q
r = E tray.
k=0

[Solucion de T'(®) = Solucidon de ®]: Dada una solucién = de T'(P) localizamos & tal que

q
T = E tkak,
k=0

y calculamos la asignacion que satisface a ® segin las ecuaciones en la observacion 4. anterior.

(CC) es pues completo-NP.



148 CAPITULO 8. ALGUNOS PROBLEMAS PRINCIPALES COMPLETOS-NP

8.5.2 Ecuaciones diofantinas cuadraticas (EDC)

Instancia: Tres enteros positivos a,b,c € N.

Solucién: Decidir si acaso existen dos enteros x1,x2 € N soluciones de la ecuacién
2 _
axr] +bry —c=0.

Referencia:

Manders, Adleman: “NP-complete decision problems for binary quadratics”, J. Comput. System Sci. 16,
168-184, 1978.

Comentario: 3SAT se reduce polinomialmente a este problema y el procedimiento de reduccién coincide
en su mayor parte con la reduccién al problema CC anterior.

Ecuaciones diofantinas en general
Recordamos que

o A C N™ es recursivamente enumerable (1.e.) si existe una funcién recursiva f : N™*" — N tal que

Vae N":ac A & Ixe N": f(a,x) =0.

e AC N™ es diofantino si existe un polinomio p(Z,X) € Z[Z,X] tal que

Vae N": ae A & Ixe N":pla,x)=0.

Se tiene el célebre
Teorema de Matijacewicz: Un conjunto A es r.e. siy sélo si A es diofantino.

Dado que existen conjuntos r.e. que no son recursivos tenemos que no se puede tener procedimiento
computable para decidir cudndo una ecuacién diofantina posee solucién en los enteros, es decir, el Décimo
Problema de Hilbert es irresoluble.

Refinamientos del Teorema de Matijacewicz muestran que NO se peuede decidir efectivamnete la exis-
tencia de soluciones enteras para polinomios de al menos 9 variables.

Entre 3 y 8 variables no se tiene decidida la cuestién de solubilidad efectiva de ecuaciones diofantinas.
Con 2 variables, se tiene para el caso lineal que

aX1 4+ bXs — ¢ = 0 posee solucién entera < m.c.d.(a,b)|c,

y, para el caso cubico que si f(X7, X5) es un polinomio homogéneo de grado 3 entonces la solubilidad en los

enteros de la ecuacion
f(X17 XQ) - 0

es decidible mediante un algoritmo exponencial.

Para grado 2, veremos que el decidir la solubilidad en los enteros de la ecuacién
aXi+bXs—c=0

es un problema completo-NP.
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Procedimiento de reduccion de 3SAT

El siguiente procedimiento es similar al anterior.

149

Sea ®(X) = A{c|c € C} una instancia de 3SAT de m cldusula y n variables. Supondremos que ® no

posee clausulas repetidas ni tautologias. Enumeremos al conjunto de clasusulas como
C‘p = {Cl, cee ,Cm}.
Hagamos
PC=- 8'=_-(8"—-1),
; =( )

y para cada variable X A _
py = A8X; €} py = A8 X € o}

Sea ¢ = 2m + n. Para cada k € [0, g] definimos:

k=0 : C():l

(SIS

1<k<2m : ¢

[NE

si k es par,

2m+1<k<q : ¢ =

— 8% si k es impar,
_8%
1 _
i(pz—Qm _pk—2m)

Hagamos
q n
P=PC+)> i+ pj-
k=0 j=1

Existen 1 4+ ¢ coeficientes
ag,aq,. .., 04 € {—1,+1}

tales que
q
P= Z CrO.
k=0
Tomemos los ¢ primos consecutivos Py, Pi, ..., P, a partir de Py = 13.

Para cada k € [0, ¢ elegimos ¢ € N como el minimo entero que satisface el sistema de congruencias

ty = ¢ mod 8"F!
tx = 0 mod H qu+1
1€[0,q]\ Kk

tk 5_'5 Omode

Definimos los coeficientes

k=0
q
+1
D = [P
k=0
C = D-P*’—(D+1)32.8mF. 2
B = —2.8""l.pD

A = (D+1)%2.-8""1 4D
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Consideramos entonces la instancia del problema (EC) siguiente:

T(®) : Encontrar x,,z, tales que Az? + Bag — C = 0.

Veamos que
® posee una solucién < T(®) posee una solucion.

1. Dada una instancia ® = A Cg de 3SAT, se tiene que una asignacion A : {Xy,..., X, } — {0,1} satisface
a ® si y sélo si, de acuerdo con la Observacién 10. de CC el problema Probs posee una solucién.

2. Tomamos
A = (D+1)°
A3 = -—1

en Probs. Estos valores cumplen con la tercera condiciéon del Probs. La primera ecuacién es equivalente a
que para algin zs se tenga

(D+1)32-8™ (F? —22) + D(2? —P?) =281 . F. g,

En cuanto a la segunda condicion tenemos la equivalencia

(D+1)32-8™" (F?2 — 2 + D(2? - P?) >0 & 0< 2 < F.

Asi pues la satisfactibilidad de ®, equivalente a la solubildad del Probs, es equivalente a la solubildad en

N de la ecuacién
(D +1)%2-8™ . (F? — 22) 4 D(2? — P?) — 2,2 - 8™ . F =0,

la cual equivale a T'(®).

3. Conversion de soluciones:

La conversién de soluciones se hace exactamente igual que en CC.
8.5.3 Divisibilidad simultanea de polinomios lineales (DSP)

Instancia: Dos subconjuntos de vectores enteros

P = {a;= (a1, an+1)}tiz1,..m C N™T1,
Q = {bi=(bi,bint1)}i=1,..m C N"T.

Solucién: Un vector x € N" tal que

VZ S m . (a,;l . X) =+ ai7n+1|(bﬂ . X) —+ bi,n+1-

Referencia:

Lipshitz: “The Diophantine problem of addition and divisibility”, Trans. Amer. Math. Soc. 235, 271-283,
1978.

Comentario: Para cada m > 5 el problema resulta ser completo-NP y esto se prueba reduciendo a él el
problema EDC anterior. Se desconoce actualmente si acaso la unién de estos problemas, es decir el que se
obtiene al dejar “abierta” a m, pertenece a NP. El problema es irresoluble en el anillo de enteros algebraicos
de extensiones cuadraticas reales.
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8.5.4 DSP

Para cada ¢ < m consideremos los polinomios lineales

n
a1 X+ a1 = E ai; X + Qi py1

fi(X) =
=1

9i(X) = bi - X+bint1 = Zbinj + bi nt1
=

El problema DSP coincide con el de decidir la validez de la férmula

m

Ser e Fee AL
i=1
dzq ... Tz, Vi <m s [fi(x)]gi(x)]

Paran=1y a;; =0,b;1 =1 Vi <m, el problema queda de la forma

E'ZL’ /\ [(17;2|(E + blg]
i=1

El Teorema Chino del Residuo estipula que el anterior problema tiene solucién si y sélo si

vil,iQ <m:n 75 i2 = m.c.d.(ailg,ai22)|(bi12 — bizg).

DSP es pues una generalizacién del Teorema Chino del Residuo. Pero resulta ser completo-NP.

8.5.5 Enteros algebraicos

1. Sea K un campo. Un polinomio P(X) € K[X] es
e irreducible si rige la implicacion
P(X) = Q1(X)Q2(X) = 9Q:1(X) =0V 0Q2(X) =0,
e mdnico si su coeficiente principal es 1.

Un elemento « en una extensién de K es algebraico sobre K si existe un polinomio P(X) € K[X] tal que
P(a) =0.

Si a es algebraico existe un polinomio minimo irreducible P(X) tal que P(a) = 0, y es tnico salvo
multiplicacién por constantes. P(X), hecho moénico, es el irreducible de c.

« es entero algebraico si es algebraico y su polinomio irreducible es ménico con coeficientes enteros.
2. El conjunto de niimeros algebraicos forma un campo.
3. El conjunto de enteros algebraicos forma un anillo.
4. Para todo algebraico a existe un entero racional m tal que ma es un entero algebraico.

5. Si a es algebraico y su irreducible es de orden n el conjunto

K(a) = {Ti a;a’la; € K,¥i € [0,n — 1]}

=0
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es una extensiéon de K de orden n.

Las extensiones de orden 2 se dicen ser cuadraticas.

6. Dados dos enteros algebraicos . y 3 decimos que « divide a 3, «|f, si existe un entero algebraico ~ tal
que B =a-7.

Los divisores de 1 se dicen ser unidades.

Las unidades forman un grupo multiplicativo.

7. Sim es un entero racional que no es un cuadrado, entonces @Q(y/m) es un campo cuadritico. El conjunto
de enteros algebraicos Zg(, /) se caracteriza de la siguiente forma:

m#1lmod4 = ZQ(m):{a+b\/ﬁ\a,b€Z}

b

8. Un campo cuadrdtico real es de la forma R(y/m) donde m € N no es un cuadrado. Sus enteros son las
raices en €l de polinomios moénicos con coeficientes enteros.

8.5.6 Solubilidad de DSP

Consideremos la versién de DSP consistente en decidir a validez de la férmula

m

Ix e N™: /\[fl(x)|gl(x)}

i=1
donde para cada i < m f;(X), g;(X) son polinomios lineales con coeficientes enteros (racionales).

1. En esta seccién ¢ siempre denotard una férmula de la forma

m

¢(x) = A\Lfi(x)]g:(x)]-

i=1

¢(x) se dice ser positiva si puede expresarse de manera que todos los coeficientes que aparezcan en los
polinomios son niimeros naturales.

2. En lo sucesivo

A €Q@Q™"™ : esuna transformacién lineal N* — N
be Q" : es un vector que determina una traslacion N — N™

u+— X = A u+ b es una transformacién afin.

Para una férmula ¢(x) definimos
P(u) = ¢(A u+b) A h(u)
donde h(u) es una férmula tal que se tenga
P(u) & ¢(A u+b)&[x =A u+ b es un entero algebraico].
Escribiremos ¢ = SA,b((Z)), y diremos que 1 se obtiene de ¢ mediante el cambio de variable x = A u+b.

3. Un cono en R™ es un conjunto C' C R™ tal que
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e Contiene al cero: 0 € C.

Es cerrado bajo la suma:

x,ye(C = x+yeC.

Contiene al semisegmento positivo de cada uno de sus elementos:

xeC,t>0 = txeC.

No contiene parejas simétricas:
Vx: —x,xe€(C = x=0.
Por ejemplo, el primer “2™-ante” es un cono.
Si C es un cono la relacion “<g” definida como
x<cy & y—-x€C,
es una relacién de orden.

Si C esté definido por un predicado
C={xIx()}
diremos que x(x) define un orden.
4. Lema: Sea
w(x) = x(x) A (Bx < ¢),
donde x(x) define un orden, B € Q™*™ y c € Q™.
Entonces existe un conjunto de transformaciones afines
{u = X = Aiu —+ bi}lgig[

tal que
I

Ix € N™((x) Aw(x)) & \/ Fue N (Sp, b, (¢)(u))
=1

Vi€ [1,I]: SpA p.(¢)(u) es positivo.
5. Lema: Dada una férmula ¢(x) con coeficientes en Z se puede encontrar algoritmicamente un conjunto
{Xi(x)},<;<; de predicados que definen 6rdenes y un conjunto de transformaciones afines
{ll =X = Aill + bi}lgig[

tales que
I

Ix € N"p(x) = \/ Ix € N" (S A, b, (®)(w) A Xi(x))

Vi€ [1,1]: Sp, 1, (¢)(u) es positivo.

6. Utilizaremos la notacién siguiente

m

o) = AUfiG0)lgi(x)
i=1
M = Max{|c||c es un coeficiente que aparece en ¢}
ap = |log,(Mn)] +2
k(¢ap) = (p —+ 1)4(n+2)(¥pm

alb mod p* < Je¢:ac=bmod p*
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Lema: Si para algin exponente k y algin primo p tenemos que

¢(x) posee una solucién mod p*

Vi: fi(x)# 0 mod p*

entonces
¢(x) posee una solucién mod pkep),

7. Lema: Una férmula de la forma
p(u) A xi(x)

donde ¢ es positiva y x define un orden, tiene una soluciéon en N siy sélo si

Vp € PrimosN {i|i < Max(m,nimero de atomos en ¢)} :

¢(x) posee una solucién mod pkep),

8. Teorema: Existe un algoritmo para decidir la veracidad de una férmula

dx € N": ¢(x).

9. Corolario: DSP esta en la clase NP.

10. Proposicion: DSP es completo-NP
Veamos que el problema EDC de Ecuacién Diofantina Cuadratica se reduce a DSP.

Dada una instancia
®(a,b,c) =3z, y € Z:ax® +by —c=0,

tenemos las siguientes relaciones

®(a,b,c) < 3IreZ:b|(—ax’®+c)
= 3Jze N:bl(—az+c¢)

Consideremos entonces la instancia de DSP
T(®) =3z € N :b|(—az+ ).
Si T'(®) se resuelve, se prueba cada una de las posibles soluciones z, las cudles forman un conjunto finito

en la region determinada por el Teorema en la observacion anterior y se ve si alguna es un cuadrado, en cuyo
caso ® posee efectivamente una solucién.

8.5.7 Algunos otros problemas

Incongruencias simultaneas

Instancia: Un subconjunto de parejas P = {(a;, b;)}i=1,...n C N2
Solucién: Un entero x tal que

Vi <mn: x#a; mod b;.
Referencia:

Stockmeyer, Meyer: “Word problems requiring exponential time”, Proc. 5th Ann. ACM Symp. on Theory
of Computing, ACM New York, 1-9, 1973.
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Comentario: 3SAT se transforma en este problema.

Comparacion de factores de divisibilidad

Instancia: Dos vectores a = (a1,...,a,) € N" y b = (by,...,b,) € N™.
Solucién: Un entero c tal que

Min ¢ > Minz.

cla; c|b;

Referencia:

Plaisted: “Some polynomial and integer divisibility problems are NP-hard”, Proc. 17th Ann. Symp. on
Foundations of Computer Science IEEE Computer Society, 264-267, 1976.

Comentario: 3SAT se transforma en este problema. Se mantiene en la clase NP ain cuando los niimeros
a; o b; son distintos a pares.

Divisibilidad de expresiones exponenciales

Instancia: Dos vectores a = (a1,...,a,) € N* y b= (by,...,b,) € N™ y un entero ¢ € N.

Solucién: Decidir si acaso
n

[T = I[[> -1).
i=1 j=1
Referencia:

Plaisted: “Some polynomial and integer divisibility problems are NP-hard”, Proc. 17th Ann. Symp. on
Foundations of Computer Science IEEE Computer Society, 264-267, 1976.

Comentario: 3SAT se transforma en este problema. Se desconoce si acaso este problema estd en NP o en
co-NP. Sin embargo es seudo-polinomial en tiempo, es decir, de complejidad polinomial si sus entradas se
escriben en unario. Aun para cada ¢, con |¢| > 1, y suponiendo que los coeficientes a; o b; son productos de
primos distintos, se tiene un problema dificil-NP.

Ecuaciones algebraicas en el campo de Galois GF[2]

Instancia: m polinomios P;(X1,...,X,) € GF[2][X],i=1,...,m.

Solucién: Decidir si acaso existe x € GF[2]" que sea una raiz comiin de los polinomios dados, es decir,
tal que

Referencia:

Fraenkel, Yesha: “Complexity of problems in games, graphs and algebraic equations”, manuscrito inédito,
1977.
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Comentario: El problema X3C! se transforma a este problema. Se mantiene completo-NP atin cuando
se exige que cada término en los polinomios involucre a lo sumo dos variables. Sin embargo, si todos los
polinomios son lineales, o si tan sélo se tiene un polinomio, el problema es polinomial.

Los restantes problemas en esta seccion tienen como fuente a la siguiente
Referencia:

Plaisted: “Sparce complex polynomials and polynomial reducibility”, J. Comput. System Sci. 14, 210-221,
1977.

No-divisibilidad de un producto de polinomios

Instancia: m sucesiones de parejas A; = {(aij,bij)}j=1,..n C Z*, con b;; > 0, y un entero ng € N.

Solucion: Decidir si acaso
m n

(xm = DI [ D ey x?s
1

i=1 \ j=

Comentario: 3SAT se transforma en este problema. Aqui, el demostrar la pertenencia a NP es la parte
mas complicada.

El siguiente problema similar es también completo-NP:

Instancia: m parejas A = {(a;, b;)}iz1,..m C Z2 tales que bi; > 0.

Solucién: Decidir si acaso
m m

[Texe = o Lo .

i=1

MCD no trivial

Instancia: m sucesiones de parejas A; = {(aij,b;j)}j=1,..n C Z2 tales que b;; > 0.

Solucién: Decidir si acaso

n
MCD Z ainb“ li=1,...,m p posee grado positivo.
j=1

lRecubrimiento exacto por tripletas
Dado un conjunto A una tripleta es un subconjunto de A con exactamente 3 elementos.

Instancia: Un conjunto A, cuya cardinalidad es un multiplo de 3, y una coleccién C de tripletas en A.
Solucidén: Decidir si acaso existe un subconjunto de C que sea una particién de A.
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Comentario: 3SAT se transforma en este problema. Se ignora si acaso pertenece a NP o a co-NP. Se
mantiene como un problema dificil-NP atn cuando Vi,j : a;; € {—1,4+1}, o m = 2. El problema es, sin
embargo, seudo-polinomial en tiempo. En la misma situacién esta el siguiente problema:

Instancia: m sucesiones de parejas A; = {(aij, bij)}j=1,...n C Z* tales que bj; >0,y K > 0.

Solucion: Decidir si acaso

MCD Y " a; X"
j=1

i=1,...,m ) posee grado a lo sumo K.

Raices de mdédulo 1

Instancia: Una sucesién de parejas A = {(a;,b;)}iz1,...m C Z2, con b;; > 0.

Solucion: Decidir si acaso
m
E aiXbi
i=1

posee una raiz en la circunferencia unitaria del plano complejo.

Comentario: 3SAT se transforma a este problema. Se ignora si acaso estd en NP o en co-NP.

Numero de raices para un producto de polinomios

Instancia: m sucesiones de parejas A; = {(aij,bij)}j=1,..n» C Z* tales que b;; > 0 y un entero positivo
ng € N.

Solucion: Decidir si acaso
n n

11 a;; X"
1

i=1 \j=

tiene a lo sumo ng raices complejas.

Comentario: 3SAT se transforma en este problema. Se ignora si acaso pertenece a NP o a co-NP.

Soluciones periddicas de relaciones recurrentes

Instancia: Una sucesion (¢;,b;)i=1,...m C Z x N*.
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Solucién: Decidir si acaso existe una sucesiéon de n > Max;<,, b; enteros

ag, @1, ... ,0p—-1

tal que al definir Vi > n
4 =) ¢jag-y,)
j=1

se tiene que los a;’s se repiten cada n indices:

Vi,j>n:i=jmodn = a; = aj.

Comentario: 3SAT se transforma en este problema. Se ignora si acaso pertenece a NP o a co-NP.



Capitulo 9

Complejidad en redes de Petri
generalizadas

9.1 Nociones basicas

Una red de Petri generalizada, (r.P.g.), es un sistema R = (L, T, A, p, M) tal que

o ({L,T}, A,p) es una gréfica dirigida, bipartita y ponderada, i. e.:

— L UT es el conjunto de vértices,

* L es un conjunto de lugares, digamos L = {l,...,1,},
* T es un conjunto de transiciones, digamos T = {t1,...,tm},

— A es el conjunto de aristas,
AC(LxT)U(T x L),

—p: A — N7 es una funcién de pesos o de incidencia. Un valor nulo de p en una arista es
equivalente a la inexistencia de esa arista.

e M : L — N es una funcién de marcado.
Utilizaremos la terminologia siguiente:

e m=[M(ly),...,M(l,)] es el vector de marcado de la r.P.g.
e Para cada transiciéon ¢t € T' definimos

— Nociones de entrada de t:

Eni(t)

€

{le L|(I,t) € A} : lugares de entrada,
[p(l1,%),...,p(ln,t)] : vector de entrada.

— Nociones de salida de t:

Sal(t) {l e L|(t,1) € A} : lugares de salida,
st = [ptl),...,p(t1,)] : vector de salida.

e Una transicién ¢t € T es disparable si
Vi e Ent(t) : M(l) > p(l,t),

0, equivalentemente, si m > e;.

159
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e Si t es disparable, al dispararse modifica las marcas de sus lugares aledanos:

le Ent(t)y = M()=M()—p(,1)
leSalt)y = M'(1)=M()+p(tl)

en otras palabras, cuando t se dispara origina la modificacién de marcado en la r.P.g.

®;(m) =m’' =m — e; +s;.

e Sea My = mg un marcado inicial. Una sucesion de disparo es una sucesion de transiciones t =
. .. . *
tj, - -tj, € T™ tal que

— t;, es disparable con el marcado inicial My = mg y origina un marcado m; = q)tn (my).

— Para cada k < k, la transicién ¢, _, , es disparable con el marcado m,, y ha de originar al dispararse

Jr+1
al marcado meiq1 = ®t7 1 (nln)
Jr+

En este caso el marcado my se dice ser el derivado po t a partir de mgy. Escribamos

(bt(mo) = my.

e Denotamos al conjunto de sucesiones de disparo como

Sr(mg) = {t|t es una sucesién de disparo a partir de mq}.

e El conjunto de vectores de marcado que se obtienen por sucesiones de disparo es el conjunto de acce-
stbilidad,
ACR(mo) = {@t(mo)‘t € SR(mo)} .

e Dado m € Acg(myg) el conjunto de sucesiones de disparo que conducen de my a m es

Tr(mo, m) = {t € Sg(mg)|Pt(mo) = m}.

e Seca t € T una sucesién de transiciones. La vara de t es

V(t) = Min{myg|t € Sr(my).

e Site Srp(mp) y m= Pt(myg), el cambio de marcado es
A(t) = m — my.
Denotemos por nil a la palabra vaciia, y por 0 € R™ al vector cero.

Es facil ver que la vara de toda sucesion de disparo se ajusta a las recurrencias

Vi) = 0
VteT*teT: V(t-t) = Max{V(t),e, —A(t)}

y, correspondientemente, el cambio de marcado satisface

A(nil) =
VeeT*teT: At-t) =

> <

(t) — e + st
Una r.P.g. R se dice ser

ordinaria si su funcién de pesos asigna, en cada arista, el valor 1 si existe la arista y 0 en otro caso,
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sin ciclos unitarios si para todos [ € L y t € T rigen las implicaciones

(t)eAd = (tL)gA
thed = (LH)gA

restringida si es ordinaria sin ciclos unitarios.
Para una r.P.g. R definiremos los conceptos siguientes:

marcados accesibles: m es accesible desde el marcado inicial my si m € Acg(my).

marcados recubribles: m es recubrible desde el marcado inicial mg si

Jm; € Acr(mg) : m < m;.

lugares acotados: [ =1[; € L es un lugar acotado si
3C > 0[Vm € Acgr(my) : |m;| < CJ.
R es acotada para un marcado inicial mg si todos sus lugares se mantienen acotados desde ese marcado.

transiciones potencialmente disparables: ¢t € T es una transiciéon potencialmente disparable con el mar-
cado m si existe t € Tr(mg, m) que contiene a t.

marcados muertos-t: para una transicién t el marcado m estd muerto-t si t no es potencialmente disparable
con el marcado m,

transiciones vivas: ¢t € T es una transicién viva en la r.P.g. R, para el marcado inicial mg, si es poten-
cialmente disparable con todo marcado que sea accesible.

La red misma R estd viva con el marcado inicial mg si toda transicién esta viva para ese marcado
inicial.

transiciones persistentes: t € T' es una transicién persistente en la r.P.g. R, para el marcado inicial my,
si la tinica manera de inhabilitarla es mediante su propio disparo. En otras palabras, si se cumple que

vty e T — {t}, m e ACR(mo)t

m>e)A(m>ey) = m>e+ey.

La red misma R es persistente con el marcado inicial mg si toda transicidon es persistente para ese
marcado inicial.

9.2 Ejemplo
Consideremos la r.P.g. R descrita como sigue:

o Lugares: L ={ly,ls,13}.
o Transiciones: T = {t1,ta,t3,14}.
e Pesos de las aristas en L x T
1 3 0 0
pexr= |0 3 0 0
0 0 1 5

Asi pues, los vectores de entrada son las columnas de la matriz anterior.
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Posee propiedad | No posee
Accesible desde | [0 99 3] [[0 98 2]
mg
Recubrible [0 98 2] [0 0 5]
desde mg
Acotado con mg l1 Iy
Disparable con to t3
mg
Potencialmente t3 (7
disparable con
my
Vivo con mg t1 t3
Persistente con t3 to
my
Muerto-t4 [5 1 0] [8 0 0]

Figura 9.1: Resumen de propiedades

e Pesos de las aristas en T x L:

1 2 0

10 1 2
PrxL = 10 0
0 0 O

Asi pues, los vectores de salida son los renglones de la matriz anterior.

e Marcado inicial: mg =[5 3 0 ].

Observamos que la red posee ciclos unitarios, no es ordinaria y, consecuentemente, no es restringida.

En la Figura 9.1 se ejemplifica algunos otros conceptos.

9.3 Problemas de acotacion

Sea R una r.P.g. y sea my un marcado inicial. Un drbol de recubrimiento A(R,mq) describe las “com-
putaciones” derivables por la red a partir del marcado inicial. Formalmente este arbol se define de manera
inductiva:

1. La raiz se etiqueta con el marcado inicial mg.
2. Si n es un nodo ya construido con etiqueta my pueden ocurrir cuatro casos:

(a) Ninguna transicién es disparable con mn: En este caso, n es una hoja de terminacion muerta.

(b) El marcado actual se ha repetido previamente: Si existe un ancestro n; de n con la misma etiqueta,
es decir, tal que mp, = mpn, entonces n es una hoja de terminacion ciclada-\, y se coloca un
apuntador-\ de n a n;y.

(¢) El marcado actual cubre propiamente a uno aparecido previamente: Si existe un ancestro n; de n
tal que mp, < mp, entonces n es una hoja de terminacion ciclada-w, y se coloca un apuntador-w
den an;j.

(d) En cualquier otro caso, para cada transicién t disparable se le asocia a n un nodo hijo etiquetado
por el marcado mp — e; + s;. El arco hacia el hijo se etiqueta con la transicién t.

Las siguientes observaciones son inmediatas
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1. Dados Ry my, A(R, mg) es efectivamente constructible.

2. Cada nodo en A(R,my) tiene a lo sumo un ndmero finito de hijos. Luego, si el drbol fuera infinito,
necesariamente ha de tener ramas infinitas.

3. Por lo anterior, se tiene que todo arbol A(R, myg) es finito.

4. Si m aparece como etiqueta de un nodo entonces cae en Acg(myg).

Proposicion: Se puede decidir efectivamente si acaso la red R es acotada.

Demostracion: La red R es acotada si y sélo si A(R, mg) no posee hojas de terminacién ciclada-w.

Consecuencias: Con técnicas similares a la anterior resulta que los conceptos siguientes son todos
efectivamente decidibles:

Disparabilidad potencial de transiciones.
Para cada transicion t, la mortalidad-t de marcados.

Disparabilidad infinita de una transicién.

Ll O

Para cada lugar [, el acceso a marcados que lo hagan asumir marcas positivas (llegadas de estafetas).

9.4 Problemas de acceso

Para una r.P.g. R= (L,T, A, p)y un marcado inicial my, consideremos los problemas siguientes:

Problema de acceso (PA):

Instancia: Un vector de marcado m € (N U {w}).

1 sim e Acr(my),

Solucion:
0 en otro caso.

Problema de acceso a submarcados (PAS):

Instancia: Un subconjunto L; C L de lugares y un vector de (sub)-marcado m; € Rt restringido a
L.

1 sidm € Acgr(mg): m|, =my,
0 en otro caso.

Solucion: {

Problema de acceso a cero (PAO): PA con la instancia 0.

Problema de acceso a cero en un lugar dado (PAOL):

Instancia: Un lugar ! € L.

1 sidm € Acg(mg) : [m], =0,
0 en otro caso.

Solucion: {

Se ve directamente que valen las reducibilidades siguientes:

mstancia
PAO — PA
| instancia
mstancia

PAOL — PAS
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Para completar el diagrama de reducibilidades veamos lo siguiente:

PAS se reduce a PAO: Dada una instancia de PAS consistente de una red R = (L, T, A, p), un marcado
inicial mg, un subconjunto L; C L de lugares y un vector de (sub)-marcado m; € R la transfor-
maremos en una instancia equivalente de PAO.

Introducimos como elementos nuevos

lo : un nuevo lugar tal
que
-se conecta con todas
las transiciones de R
mediante ciclos uni-
tarios, y
-se le asocia la marca
1’
Vie L:t; : una transicién propia
de [ con la arista de
peso 1, (I,t;),
Ao : un nuevo lugar con
las aristas de peso 1,
()‘Oa tl)’ (tlv >‘0)a VZv
to : una nueva transicién
tal que
-(lo,to) y (to, o) son
aristas de peso 1.

t, : una nueva transicién
tal que
-(Xo, t() es una arista
de peso 1.
Vie Li:A; : un nuevo lugar, pro-

pio de I, con marca
[m;], y con la arista
de peso 1, (A, t)).

Se ve que la instancia transformada tiene una solucién positiva en PAO si y sélo si la instancia dada
tiene también una solucién positiva en PAS.

PAO se reduce a PAOL: Dada una instancia de PAO consistente de unared R = (L, T, A, p) y un marcado
inicial mg, anadimos un lugar nuevo A tal que en todo marcado accesible m’ se tenga

1#o

Asi tendremos que la instancia dada da respuesta positiva con PAO si y sélo si la instancia modificada
la da con PAOL para Aq.
Para esto, inicialmente se le asigna a Ao una marca de ), [mg];.
Luego, para cada transicién ¢ € T' calculamos el cambio de marcas cuando se dispara ¢:
Ay = Z ([se], — [ed]) -
leL

Dependiendo de este valor se hacen conexiones a Ag:

A; >0 = seincorpora la arista (¢, \g) con peso Ay,

A; <0 = seincorpora la arista (Ag,t) con peso —Ay,



9.4. PROBLEMAS DE ACCESO 165

Asi pues, los cuatro problemas anteriores de acceso son reducibles unos a otros.

9.4.1 Problema de acceso generalizado

Sea A C R*. Consideremos el siguiente

Problema de acceso a A (PA4):

Instancia: Unar.P.g. R= (L,T,A,p)y un marcado inicial my

1 si AN Acg(mg) # 0,

Solucion:
0 en otro caso.

A es resoluble por acceso si PA 4 se reduce a PA.

Se tiene,

1. Todo conjunto accesible es por si mismo resoluble por acceso.

2. Problema del marcado comun: La interseccion de dos conjuntos resolubles por acceso es también
resoluble por acceso.

3. La unién finita de conjuntos resolubles por acceso es también resoluble por acceso.

4. Todo conjunto lineal, es decir, toda imagen de una transformacion afin,
{mg + Auju € R™}, my € R*, A € RL*™,
es resoluble por acceso.

5. Todo conjunto semilineal, es decir, expresable como la unién finita de conjuntos lineales, es resoluble
por acceso.

6. Soluciones de ecuaciones diofantinas lineales y poliedros son resolubles por acceso.
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Capitulo 10

Algoritmos probabilisticos y su
jerarquia

10.1 Algoritmos probabilisticos

Los algoritmos probabilisticos proceden en algunos momentos segtin los valores que tome una variable aleato-
ria.
10.1.1 Expresiones polinomiales nulas

Sea X = {Xy,...,X,,} un conjunto de m variables. Definimos la clase de ezpresiones polinomiales enteras
EPE(X), y el grado de cada uno de sus elementos, de manera inductiva como sigue:

1. ceZ = ¢ € EPE(X), 9(c)=0
2. XeX = X € EPEX), 9(X)=1
3. F,G e EPE(X) = F + G € EPE(X),

A(F + G) = Max{9(F), (G}

4. F,G € EPEX) = FG € EPE(X),
A(FG) = (F) + (G)

Sea
Cero = {F € FPE(X)|E = 0}.

Consideremos el problema siguiente:

Instancia: E € EPE(X)

1 si E € Cero

Solucion: { 0 si E ¢ Cero

Observaciones: 1. Desarrollando el polinomio dado como una suma de monomios, ordenados lexi-
cograficamente, se resuelve el problema en tiempo exponencial.

2. Si F(X1,...,Xm) € Ceroy N > ¢-9(F) entonces F posee a lo sumo ¢~ !N™ raices enteras en el
rectdngulo [1, N|™.

167
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El problema se resuelve probabilisticamente por el algoritmo siguiente:

N:=2-0F ;
Choose m integer vectors {x1,...,X;,}t C [1, N]™;
if A", (E(x;) = 0) then “Yes” else “No”

Si la entrada E' es efectivamente nula el algoritmo responde correctamente.

Si E no es nula el algoritmo responde equivocadamente, con una probabilidad pequena, la de elegir
precisamente m raices de E en un conjunto con 2™ - (OF)™ puntos, la cual probabilidad es, en todo caso,

1
menor que bR

La probabilidad de error puede disminuirse arbitrariamente reiterando la selecciéon de puntos de prueba:

N :=2.-0F;

Flag := True ; ntimes :=1 ;

whileFlag A (ntimes < t) do {
Choose m integer vectors {x1,...,Xm} C [1, N]™ ;
Flag := Flag A AI*, (E(x;) = 0) ;
ntimes := ntimes + 1 } ;

if Flag then “Yes” else “No”

En este caso la probabilidad de error es 2%

10.1.2 Método de Monte-Carlo para probar primicidad

El siguiente algoritmo, debido a Solovay y Strassen, decide probabilisticamente si acaso n es un nimero
primo.

Input: An odd integer

n € N.
. J Yes if nis (presumably) prime
Output: { No Otherwise

Even more 1
Prob(Yes|n ¢ Primes) < 7

Choose a € [1,n —1] ;

x = ged(a,n) ;

if x > 1 then “No”

else {

(n=1)
2 mod n ;

6 then “Yes” else “No”

Observaciones: 1. Igual que antes, al reiterar m veces la seleccion de ntimeros de prueba a la proba-
bilidad de error se minimiza, a lo sumo es 27™.

2. La complejidad del algoritmo, en cuanto a operaciones aritméticas y calculos de residuos entre nimeros
menores que n2, es

O(mlogn).
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10.2 MaAquinas probabilisticas

10.2.1 MaAquinas del tipo 1

Una mdquina de Turing probabilistica del tipo 1, (mTpl), es una mTnd M modificada de manera que en su
arbol de computaciones:

e cada arista tiene un peso numérico p € [0, 1],

e en cada nodo la suma de los pesos de las aristas que emanan de él es 1,

e ¢l conjunto de nodos terminales es la unién disjunta de nodos de aceptacion y de nodos de rechazo,
Terminales = Aceptantes U Rechazantes,

y

e toda computacion es terminal.

Las transiciones en una mTpl se suponen independientes de sus precedentes, por lo que la probabilidad
de una computacién es el producto de las probabilidades de las transiciones que la componen.

Alternativamente, en una mTpl podemos considerar a su funcién de transicién como una de la forma
t:QxXx[l,n] — @QxXx{Derlzq}
(p,o,r) — (q,7,m)
donde r : @ x ¥ x R — [1,n] es una variable aleatoria tal que

Prob{r(p,o,x) = i} = Prob{pasar al estado i al estar en p y leer o}.

Sea M una mTpl. Para cada cadena de entrada x sea

pa(x) = Prob{M acepta a x}.

El lenguaje reconocido por M es L si 'y sélo si
. Vx : x¢€L = pyx)=0,
e Je>0vx : xe€L = pyx)>e
Escribiremos L = L(M).
Se tiene evidentemente que
e toda méquina de Turing deterministica es una mTpl, en la que en todo instante sélo una transicién
asume una probabilidad 1, y

e toda mTpl es una méquina de Turing no-deterministica, de hecho las nociones de reconocimiento coin-
ciden, sélo que en una mTpl se sabe que una cadena reconocida posee al menos 100- €% computaciones
aceptantes.

Consideraremos tnicamente mTpl’s tales que sus arboles de computacion poseen alturas polinomiales en
la longitud de sus entradas. Hacemos

R={L|I3M € mTpl : L = L(M)}.

Entonces
P C RC NP.
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10.2.2 Maquinas-p

Sea p € [0,1]. Una p-mdquina de Turing probabilistica, (p-mTp), es una mTnd M modificada de manera que
en su arbol de computaciones:
e cada nodo no terminal posee exactamente dos hijos,

e cada arista tiene uno de dos pesos numéricos p, 1 —p € [0, 1], y la suma de los pesos de las aristas que
emanan de cada nodo es 1,

e ¢l conjunto de nodos terminales es la unién disjunta de nodos de aceptacion y de nodos de rechazo,

Terminales = Aceptantes U Rechazantes,

y

e toda computacion es terminal.

El lenguaje reconocido por M es L si y sélo si

e Vx : x€eL = pyx)>
e Vx : x¢L = pyx) <

Escribiremos L = L(M).

Observaciones: 1. Con esta nociéon de reconocimiento, ninguna palabra deja el valor “quién_sabe” en
una p-mTp.

2. Si p < 1—p entonces L(M) es vacio para cada p-mTp M.

3. Para p,q > % se tiene que las clases de

e p-mTp’sy
e ¢-mTp’s

son equivalentes.

4. Un valor % a la probabilidad de reconocimiento de una palabra no da informacién alguna sobre el

reconocimiento de esa palabra.

Sea

PP={L|3M € 3-mTp’s: L = L(M)}.

Se tiene entonces la inclusién
NPU co-NP C PP C PSPACE.

Introduzcamos una nocién de reconocimiento més estricta.
El lenguaje reconocido por una p-mTp M, con 0 <p < 1, es L siy sélo si
o Je,Vx : xe€L = pyx)>p+te
. Vx : x€L = ppy(x)<1-—p,
Escribiremos L = Lg(M).

Observaciones: 1. Con esta nocién de reconocimiento, todo lenguaje reconocido por una mTpl lo es
‘. 1
también por una 5-mTp.
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Sea
BPP={L|3M € %-mTp’s :L=Lg(M)}.

Se tiene entonces las inclusiones

P CRC BPPCX¥{NIL.

Observaciones: 1. Probar que un problema estd en R o en BPP es tan bueno como probarlo en P pues
iterando el procedimiento de decisién se puede minimizar tanto cuanto se quiera la probabilidad de error sin
aumentar por esto el tiempo polinomial de solucién.

2. A la fecha no se conocen problemas completos en las clases Ry BPP.

Computabilidad con mTp’s

Dada una %—mTp M para una entrada x € £* a M (z) la podemos considerar como una variable aleatoria

M(x): [1,n]* — 2.

La funcion calculada por M es la funcién

_ y si Prob{M(z) =y} > 3
AR { 1 si no existiera tal y.

Reciprocamente, f es computable probabilisticamente si existe una %—mTp M tal que f = f.

Proposicion: Una funcién es computable probabilisticamente si y sdlo si es computable Turing.

Dem: “si”: Las mT’s son casos particulares de mTp’s. Luego toda funciéon computable Turing es
computable probabilisticamente.

“solo si: Si f es computable probabilisticamente entonces para cada x puede encontrarase algoritmicamente
a la y correspondiente tal que y = f(x). Este procedimiento atestigua a f como computable Turing.

Asi pues, formalmente, la nocién de probabilidad no aumenta la capacidad de cémputo. Las ventajas de
considerar probabilidades las dan los tiempos y los espacios de computo.

La funcién de error en una %—mTp M es

ENf T

{ Prob{M(z) # fm(x)} si fu(x) |,
1

en otro caso.

Se tiene que para todo x:

DN =

x € Dom(epr) = em(x) <
Si existe € €]0, 5[ tal que
z € Dom(ear) = em(z) <,

decimos que M calcula a fj; con una probabilidad de error acotada.

Resulta claro que una mTdeterministica es una mTp cuya funcién de error es nula.
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10.2.3 Algunas inclusiones entre clases

Definamos
ZPP = RN co-R.

Recordamos que un algoritmo en R es de Monte-Carlo: Ante respuestas afirmativas contesta afirmativa-
mente, pero ante respuestas negativas puede contestar afirmativamente, aunque con probabilidades minimas.

Un algoritmo de tipo Las Vegas es tal que nunca miente: Ante respuestas afirmativas contesta afirmati-
vamente, pero ante respuestas negativas contesta que no puede probar valores afirmativos.

Los algoritmos de la clase ZPP son del tipo Las Vegas.

Se tiene entonces las inclusiones siguientes:

P c ZPP C R C NP
n N
BPP C PP C PSPACE



Capitulo 11

Complejidad de Kolmogorov

11.1 Introduccion

La informacidn contenida en una cadena de caracteres la podemos representar como la longitud del programa
minimo para construirla.

e 1™ se construye con un programa de longitud O(logn).

e m=3.14159... se construye con un programa de longitud O(1).

Conforme la cadena dada sea méas “regular”, tanto més “comprimible” ha de ser: Un programa que la
construya sera muy compacto.

Asi pues la nocién de “aleatoriedad” puede identificarse como “no-compresibilidad”.

Definicion: Una sucesion
(an)neN € {07 1}<w

es un colectivo si

1. La probabilidad de aparicién de 1 en la sucesion estd bien definida:

1
dpe0,1]: lim 1card{m < nlam =1} = p.

n—oo M
2. Dada una funcién ¢ : {0,1}* — {0,1} definamos la sucesién

S¢ = (Sn)neN
haciendo

so = Min{m|¢(ag...am-1)=1}
Snty1 = Min{m|d(ag...am-1)=1 A m > s,}

Pues bien, para la nociéon de “colectivo” hemos de tener también que para todo ¢, en una clase de
funciones dada, por ejemplo, la clase de funciones recursivas totales
) ) b

lim
n—oo n

1
1caurd{m < nlas,, =1} =p.
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nil

0

0 1

1 2

0 01 10 1

3 4 5 6

000 001 010 011 100 10l 110 111

7 8 9 10 11 12 13 14

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Figura 11.1: Correspondencia N — {0,1}<%.

Ejemplo: Sea A = (ay),cy € {0,1}< una sucesién tal que satisface la primera condicién anterior:

1
dp e 0,1]: nh_)n;o — 1card{m < nla, =1} = p.

Consideremos la funcién

1 sia,=1,
1:-@y...Qp—-1) —
¢1: (ao n—1) { 1 en otro caso.

Si se cumpliera la segunda condicién, hemos de tener p = 1.

Sin embargo para la funcién
¢2 : (a'O cee an—l) = TG,

hemos de tener que p = 0.

Asf pues en clases grandes de funciones la definicién anterior no se puede satisfacer.

11.2 Presentacion de la teoria

Identificaremos a N con {0,1}<“ mediante la correspondencia

z:N — {0,1}=¥

donde

x(n):{ nil sin =0,

(n—2%+1)3, sin>0,conk=|logy(n+1).

((n)2,x es la representacién en base 2 de n utilizando exactamente k bits).

0

En la Figura 1 presentamos esta correspondencia. Cada entrada es de la forma =

x(n) es pues una cadena de longitud O(log(n)).

La funcién inversa es

n:{0,1}<¥ — N
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Denotemos por |z| a la longitud de la cadena x. Resulta claro que

n(z) =21 =1 4 (2)s.

Esta tltima funcién es un programa universal S que dado el c6digo p, como una cadena en {0,1}<%, da
el nimero n.

La complejidad de Kolmogorov de una cadena x es la longitud del minimo programa p que reconstruye a

Ks(x) = Min{|p| : S(p) = n(x)}.

Definiciones basicas

D :  Un conjunto.
n:D — N } .,
Una enumeracion.
x — n(x)
. <w
540,13 - N } Procedimiento generador de objetos.
p — n==5(@p)

Complejidad de Kolmogorov: Yz € D:

Ks(z) :{

Min{|p| : S(p) = n(x)} si existe tal p,
0 en otro caso.

Observacion

Si (S;) ie[1,r] € una coleccién de métodos para generar a D entonces se puede construir un método S tal que

Jde(< log(r)) Ve € D: Kg(x) < IYISIP{KS ()} +c.

En efecto, para obtener S lo que hay que hacer es, a cada programa p que genere a x, adjuntarle una
cadena de log(r) bits que indique el procedimiento S; a elegir entre los r diponibles.
Dados dos procedimientos S, T se dice que S absorbe a T' si
Jde: Kg(x) < Kp(z) + ¢ V.
Los dos métodos son c-equivalentes si uno absorbe al otro con precisién ¢, es decir,

|Ks(r) — Kr(x)| <c.

Observaciones

1. En la clase de funciones computables-Turing existe una funciéon S que absorbe a todas:
VT € {Recursivas} Jegr : Kg(z) < Kp(z) + csr Va.
Tal S corresponde a una funcién universal. Asi pues, las funciones universales son dptimas.
2. Cualesquiera dos funciones 6ptimas son equivalentes, es decir, si S,7T son dos funciones éptimas

desr: |Ks(x) — Kp(x)| < cesr.
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11.2.1 Complejidades condicionales

Un intérprete en D es una funcién
f:{0,1}~*xD — D
y) = fpy) ==

Para cada x € D su complejidad condicional, dada y segun f, es

_J Min{|p|: f(p,y) =z} si existe tal p,
Ky(ely) = { o) en otro caso.

Teorema de Invarianza

Existe una funcién recursiva fy tal que para cualquier otra funcién recursiva f existe una constante c; de
manera que para cualesquiera dos objetos x,y se tiene

Ky (zly) < Kj(zly) +c5.

e fy es un intérprete minimo que se construye mediante una maquina universal.

e Dos funciones 6ptimas son equivalentes.
Asi pues al fijar una maquina universal Uy como maquina de referencia definimos:

e Complejidad condicional de x dado y: K(z|y) = Ky, (x|y).
o Complejidad incondicional de x: K(x) = K (x|nil).

Ejemplos
1. K(zz) < K(x)+ O(1).

2. Sea < - >: D x D — D una funcién de apareamiento. Para una pareja (x,y) € D? definamos

K(z,y) = K(< 2,y >).

Como es necesario mantener un registro de las longitudes de z y de y tendremos

K(z,y) < K(x) + K(y) + O(log(Min{K (z), K(y)}))-

11.2.2 Incomprimibilidad

Como una consecuencia del Teorema de Invarianza se tiene que para alguna constante c:
K(x) <n(z)+ec.
Ahora bien,puesto que hay 2™ cadenas de longitud n y hay a lo sumo 2" — 1 descripciones de longitud

menor que n necesariamente alguna cadena de longitud n ha de tener una descripcién de longitud al menos
de n. Tal cadena es incomprimible. Formalmente:

x es incomprimible si
Similarmente podemos ver que para todos n,y existe un objeto x tal que

K(zly) = n(z).
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Ejemplos y observaciones

1. Sea x de la forma = = wvw, donde v es una particula comprimible,

K(v) < Jv|.

Entonces v no puede comprimirse demasiado.

En efecto, a = lo podemos recosntruir mediante

e una descripcién de |ul,
e una descripcién de uw,

e separadores de las dos descripciones anteriores.
Luego
K(z) < K(v) + O(log [x]) + |uwl.
Como |z| < K(z) se tiene
K(v) = |v] = O(log |z]).
Una cadena incomprimible puede tener cadenas comprimibles (pero no tanto). Esto es similar al hecho

de que una cadena aleatoria de 0’s y 1’s contiene cadenas constantes de longitud arbitraria.

2. Para cada objeto x sea p(z) un programa minimo que genera a x. Entonces p(x) es en si incomprimible.
De hecho existe ¢ tal que

K(p(z)) > |p(x)| — ¢ forallzx.
En efecto, supongamos lo contrario. Entonces

Vo Je, : K(p(x)) < |p(z)| — s

Sea U una maquina universal de referencia y sea V = U?2. Entonces

vz : V(p(p())) = z.
Luego

K(z)

IA A
= =
NN
GIN
:\ii
|\_/
=
&

lo cual es absurdo pues necesariamente K (z) = |p(x)].

Sea g : N — N. Diremos que una cadena z es g-incomprimaible si
K(z) 2 n(z) — g(n(z)).

Para cada n, la razén entre los objetos comprimibles respecto a todos los de longitud n es
20790 — 1 o)
27l

lo que converge a cero si g es creciente.
Los objetos log-comprimibles se dicen ser aleatorios.

Si x es una sucesién de longitud infinita, x es g-incomprimible si para cada n es segmento inicial de
longitud n lo es:

Vn: K(z[0,n —1]) > n — g(n).
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11.2.3 Descripciones auto-delimitadoras

Consideremos la funcién
20,135 — {0, 1}

definida inductivamente como sigue:

T =ay
a € {0,1}
y € {0,1}<¥

T se obtiene de intercalar un 0 entre cualesquiera dos simbolos de z y finalizar con un 1.

La cadena m(x) = |z - = se dice ser la versién autodelimitadora de z. Si la longitud de z es n la longitud
de w(x) es n + 2log(n).

Una cadena de cadenas x = x7 - - -z, se codifica yuxtaponiendo a los cédifos:

m(x) =7w(x1) - w(zp).

11.3 Estimaciones de la complejidad

11.3.1 Kolmogorov
Sea A € N x N recursivamente enumerable. Para cada y € N sea

My = {z|(z,y) € A} = A7 (y).

Entonces, salvo una constante que depende de A se tiene Va, y:

K(zly) < |card(My)|.

Conjuntos ralos

Sea A un conjunto. Definamos
AS" = {z € Al|lz] < n}.

A es ralo si )
lim —card(AS™) = 0.

n—oo N

Lema 1: Si A es un conjunto recursivo y ralo entonces para cada constante ¢ se tiene que s6lo para un
numero finito de elementos x se cumple
K(x) > |z| —c.

Lema 2: Sea A es un conjunto recursivo enumerable y € > 0. Si

lim écard(AS") =0

n—oo n—(1+€)2"
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entonces para cada constante ¢ se tiene que sélo para un nimero finito de elementos x se cumple

K(z) > |z| —c.

Lema 3: Sea A es un conjunto recursivo enumerable. Si
card(A=") < p(n)

donde p(X) es un polinomio, entonces para cada constante ¢ se tiene que sélo para un nimero finito de

elementos x se cumple

11.3.2 Propiedades
Para las cadenas x se cumple:
1. K(x) < |z|, salvo una constante independiente de z.

2. La relacién anterior se cumple para la mayoria de las palabras:

fraccard{z : K(x) < |z| —m}2™ <27™,

4. M3és atn:

Si m(x) = Min{K (y)|y > x} entonces lim|,|_, m(x) = oo.
5. La funcién m(z) queda a la larga dominada por una funcién recursiva mondtona creciente.

6. K es “uniformemente continua”:

|K(x +h) — K(x)| < 2hl.
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Capitulo 12

Trabajos a Desarrollar

12.1 Primera lista de ejercicios

2
1. Pruebe que no existen dos enteros p, g tales que (7) =3.

2. Demuestre que si z € {a,b}* es tal que abr = zab entonces existe n tal que = (ab)".

3. Encuentre la falacia de la siguiente “prueba’ de que cualesquiera dos nimeros z,y € N son iguales.
DEM. Sea
P(n) = (Vz)(Vy)[Max(z,y) =n = = =y].
Evidentemente P(0) es verdadera.

Ahora, suponga que se cumple P(n). Veamos que se ha de cumplir P(n 4+ 1). Si Max(z,y) = n+ 1
entonces Max(x1,y1) = n, donde ;1 = x — 1y y; = y — 1. Por la hip6tesis de induccién se ha de tener
21 = y1. Luego x =y, por lo que P(n + 1) es cierto. O

4. Encuentre la falacia de la siguiente “prueba” de que

De noche todos los gatos son de un mismo color, digamos pardo.

DEM. Sea GN = {gatos que andan de noche}.
Probemos por induccién en n = card( GN) que cualesquiera dos elementos en GN son de un mismo color.
Si n =1 la aseveracién es correcta.

Supongamos que hay n + 1 gatos. Quitemos uno, que llamamos Yago. Los restantes son n y por la
hipétesis de induccién son todos del mismo color. Devolvemos a Yago y quitamos otro, digamos Prudence.
Quedan n y por tanto todos ellos son del mismo color. Yago y Prudence han de ser del mismo color y
consecuentemente todos los gatos son del mismo color. O

5. Estime el nimero de bits necesarios para almacenar el cédigo de Cantor de una sucesion de m numeros
enteros, cada uno de los cuales se escribe con a lo sumo n bits.

6. Decida cuéles de los siguientes conjuntos son numerables. Justifique su respuesta:

a) El conjunto de méquinas de Turing.

181
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b) El conjunto de niimeros complejos.

c¢) El conjunto de nimeros racionales.

d) El conjunto de intervalos en los reales, abiertos o cerrados, con extremos racionales.
e) El conjunto de funciones INYECTIVAS de N en N.

f) El conjunto de polinomios con coeficientes racionales.

h) El conjunto de programas en C.

7. Un programa-while sin instrucciones while se dice ser un programa rectilineo.

a) Muestre que todo programa-while que posee exactamente una variable es equivalente a un programa
rectilineo, en el sentido de que ambos calculan a la misma funcién.

b) Muestre que toda funcién calculada por un programa rectilineo es total.

c¢) Construya un programa-while con exactamente dos variables que no sea equivalente a programa
rectilineo alguno.

Sugerencia: Utilice lo mostrado en el inciso b).

8. Escriba programas-while para calcular cada una de las siguientes funciones:

z:=xTxy
z: =1z mod y
z:=x*x*y , considere 0x* x0 =0,
z:=2"
9. Escriba un programa-while que calcule a la funcién z := x — — en términos de las funciones z := 0 y

z: =+ +.

10. Muestre que se obtiene exactamente a la misma clase de programas-while si sustituimos las pruebas
de la forma x # 0 por las de la forma x # y.

11. Muestre que ningun programa-while de una sola variable puede calcular a la funcién x — 2 * x.

12. Clasifique a las funciones N — N que se calculan por
a) los programas rectilineos de una sola variable.

b) los programas rectilineos con cualquier nimero de variables.
13. a) Muestre que la funcién RaizEnt: N — N tal que Vz : RaizEnt(x) = |\/z| es computable.
b) Muestre que el exceso de cuadrado ExCua : x — x - [RaizEnt(x)])” es computable.

14. Muestre que las siguientes funciones son computables:

1 sixespar
a) f1:x— pat,
0 en otro caso,

1 six es par,
b) friam { 1 en otro caso,
15. a) Muestre que las funciones computables son computables, también, por méquinas de Turing.

b) Muestre que las funciones computables por maquinas de Turing son, también, computables por
programas-while.
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16. Muestre que las siguientes funciones son computables

. 1 siz divide a g,
Div(w,y) = { 0 en otro caso,
pr(z) = x-ésimo ntmero primo, primo(0) = 2
. - 1 iz es primo,
primo(z) = { 0 en otro caso,
exp(xz,y) = exponente del z-ésimo niimero primo en la descomposicién en primos de y,
por ejemplo, para
y = 16765056000 = 2'93°537%11,
se tiene
x| exp(x,y)
0 10
1 5
2 3
3 2
4 1
>5 0
17. Muestre quesi g, f1,. .., fx, f son funciones computables por maquinas de Turing, entonces las funciones

Comp(g; f1,-- -, fr), Mini(f) y MiAc(f) son computables también por miquinas de Turing.

18.  Muestre que si g, h, ¢ son computables por méquinas de Turing, entonces las funciones Recu(g;h) y
ReAc(g; h; ¢) son computables también por maquinas de Turing.

19. Muestre que si en el esquema de minizacién se omite la exigencia de que la funcién f sobre la que se
aplica sea total entonces habria funciones computables cuya minimizacién no lo serfa.

20. Para una funciéon f: N — N definamos las funciones siguientes:

Min{z|f(z) =y} si existe tal z,
vy Af(y) { 1 en otro caso.
0 sif(z)=0,
P Bi@) = 1 sif) LAS@) > 1,

1 en otro caso.

v Cf(n) = {Uog2f(w)J si f(2) |,

1 en otro caso.

a) Muestre que la clase de funciones computables de un solo argumento son cerradas bajo los operadores
ByC.

b) Muestre que la clase de funciones computables de un solo argumento que ademds son crecientes y
tienen una imagen infinita son cerradas bajo A pero no bajo By C.

12.2 Primera lista de programas

En esta seccidn, al construir un programa-while hay que utilizar variables de la forma Xw, donde w € {0,1}*
es una palabra que senala el orden de aparicién de la variable.

1. Ezpansor de macros condicionales: Escriba un programa que traduzca macros “programaéticos”.
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Entrada: Un programa con instucciones if -then , if -then -else , repeat -until .

Salida: El programa-while equivalente.

2. FEzpansor de macros de pruebas complejas: Escriba un programa que traduzca pruebas compuestas.

Entrada: Una prueba compuesta, es decir, una prueba escrita como una composicién booleana
de pruebas basicas, involucrando un ntimero cualquiera de variables:

(X1, Xm).

Salida:  Una prueba bésica, es decir, de la forma X # 0, equivalente a la dada:

O(Xy,..., Xm) < X £0.

3. Ezxpansor de macros de expresiones aritméticas: Escriba un programa que reescriba expresiones aritmé-
ticas como programas-while.

Las expresiones aritméticas se forman con constantes y variables e involucran a las cuatro operaciones
aritméticas, a la exponenciaciéon, div, mod, sqrt, parte entera, entero mas préximo por arriba, etc.

Entrada: Una asignacion cuyo miembro a la derecha es una expresién aritmética:

X =T(X1,...,Xm).

Salida: Un programa-while equivalente al anterior.

4. FEsquema de recursion: Escriba un programa que aplique el esquema de recursion.

Entrada: Dos programas-while G y H, vistos como programas que calculan a las funciones
g: X = X,
h:(X,X0) — X,,,
donde X, y X, son las tltimas variables de G y H respectivamente.
Salida:  Un programa-while que calcula a la funcién f tal que

f0,2) = g(z)
fin+1,2) = h(f(n,z),x).

5. Compresion sintdctica de programas: Considerando la codificaciéon de simbolos mostrada en la tabla 12.1,
escriba a cualquier programa-while como una sucesién de bytes.

6. Decompresion sintactica de programas: Para la misma codificacién de simbolos en el programa anterior,
decida cudndo una sucesion de bytes es el codigo de un programa-while. Cuando lo sea, reescriba el programa
como una cadena de caracteres ASCIIL.

7. Simulador de programas-while: Dado un programa-while y una configuracién inicial a su lista de
variables, aplicar el programa a esa configuracion y visualizar el cémputo paso a paso.

Entrada: Un programa-while P y una instancia inicial x a su lista de variables.

Salida:  Una visualizacién del cémputo de P(x).



12.2. PRIMERA LISTA DE PROGRAMAS 185

Simbolo | Cédigo hexadecimal
while
do

{
}
_|_

_|_

’_‘ON\H\‘

B0 00 1O Ul WO

Tabla 12.1: Codificacién de simbolos de los programas-while.

8. Traductor de mdquinas de Turing a programas-while: Dada una maquina de Turing escriba el programa-
while que calcula a la misma funcién calculada por la maquina de Turing.

Aqui hay que suponer que la miquina de Turing estd definida sobre el alfabeto {0,1}, que el 0 hace el
papel de “blanco” y que se representa a los niimeros en unario.

9. Convertidor de mdquinas de Turing a mdquinas de Turing con una cinta semi-infinita: Dada una
maquina de Turing M € MT escriba una méquina de Turing M’ € MTST que sea equivalente a M pero
sélo ocupe una cinta semi-infinita, es decir, a partir de una casilla fija, se puede extender todo cuanto sea
necesario a la derecha de esa casilla. Describa la funcién de transformacién de instancias.

10. Convertidor de mdquinas de Turing de n-pistas a mdquinas de Turing: Dada una maquina de Turing
M € MTVP con n pistas, escriba una méquina de Turing M’ € M7 que sea equivalente a M. Describa la
funcién de transformacién de instancias.

Toda M € MTVP con n pistas puede ser dada mediante un arreglo
Ty array Q x A" of Q x A™ x {Izq", Der"}
donde A es el alfabeto de la maquina y @ es el conjunto de estados.

Toda M’ € MT (a secas) puede ser dada mediante un arreglo
Ty array Q x A of Q x A x {Izq, Der}

Entrada: El arreglo T); que determina a la méquina M € MTVP.

Salida: El arreglo T,/ que determina a la miquina M’ € M7 equivalente a M y
la funcién ¢ que transforma palabras en el alfabeto de M en palabras en el alfabeto de
M.

11.  Convertidor de mdquinas de Turing de n-cintas a mdquinas de Turing: Dada una maquina de Turing
M € MTVC con n cintas, escriba una mdquina de Turing M’ € MT que sea equivalente a M. Describa la
funcién de transformacion de instancias.

Toda M € MTVC con n cintas puede ser dada mediante un arreglo
Ty : array Q x A" of Q x A™ x {Izq, Der}™

donde A es el alfabeto de la maquina y @ es el conjunto de estados.
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Entrada: El arreglo Ty, que determina a la maquina M € MTVC.

Salida: El arreglo Ty que determina a la maquina M’ € MT equivalente a M y
la funcién ¢ que transforma palabras en el alfabeto de M en palabras en el alfabeto de
M.

12.  Convertidor de mdquinas de Turing de n-cintas a mdquinas de Turing: Dada una maquina de Turing
M € MTVC con n cintas, escriba una méaquina de Turing M’ € MT que sea equivalente a M. Describa la
funcién de transformacién de instancias.

Toda M € MTVC con n cintas puede ser dada mediante un arreglo
Ty array Q x A" of Q x A™ x {Izq, Der}"

donde A es el alfabeto de la maquina y @ es el conjunto de estados.

Entrada: El arreglo Ty que determina a la mdquina M € MTVC.

Salida:  El arreglo Ty que determina a la maquina M’ € M7 equivalente a M y
la funcién ¢ que transforma palabras en el alfabeto de M en palabras en el alfabeto de
M.

13.  Convertidor de mdquinas de Turing a mdquinas de Turing sobre el alfabeto (0+ 1): Dada una méquina
de Turing M € MT sobre un alfabeto A arbitrario, escriba una méquina de Turing M’ € MT01 que sea
equivalente a M. Describa la funcién de transformacién de instancias.

12.3 Segunda lista de ejercicios

1. Describa una funcién F' : programas-while’s — N que sea efectivamente una biyeccion.

2. (Cddigos basados en primos: Consideremos a los primeros 7 nuimeros primos: 2, 3,5, 7,11, 13y 17,y ala
codificacién de los elementos sintécticos de los programas-while’s [-] : programas-while’s — N construida
como sigue:

Representacion de variables: A la variable Xw, donde w € {0,1} es una lista de 0’s y 1’s, la representamos
por el nimero entero
r(Xw) = 210M9) 4 (1),

Codificacion de instrucciones:

Xw++] — 177w
[Xw——] — 137w
[whileXw # 0 do P] +— 117X®) . 7[P]

Codificacion de programas:
[Inst; Ruti]] +— snsty . griuti

[{Ruti)] — offtuti

a) Muestre que [-] es una funcién inyectiva.
b) Describa a un procedimiento para calcular su inversa.

c¢) Decida si acaso es una biyeccién.
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3. Considerando a la codificacion con primos del ejercicio anterior, describa un procedimiento para calcular
los cédigos de los numerales.

4. Los cbdigos basados en primos crecen (excesivamente) rapido. Considerando a la biyeccién de Cantor
describa una codificacién similar a la basada en primos con un (mucho) menor crecimiento.

5. Muestre que la funcién

f:0 — 0
1 — 1
2 — 22
3 — 3%
PR

n +— pila de n n’s apiladas en exponenciacién consecutiva,

es recursiva primitiva.
6. Muestre que la funcién

fooe 2z si x es un cuadrado perfecto,
’ 2x + 1 en otro caso,

es recursiva primitiva.
7. Muestre que la funcién
¢z — card{y < z : y|z} = (ntumero de divisores de z),
es recursiva primitiva.
Tenemos, por ejemplo, que para z =1995=3-5-7-19,

7(1995) = 16 = 2*.

8. Muestre que la funcién

0 siz=0
X
2yl Y en otro caso,

es recursiva primitiva.

o(x) es la suma de divisores de x. Tenemos, por ejemplo, que para

z=1995=3-5-7-19,
o(1995) 14+3+5+T7+19415421 457+ 35+ 95+ 133 +
105 + 285 + 399 + 665 + 1995
3840.

9. Muestre que la funcién
|vV-] : 2+ n, donde n* < x < (n+1)2

es recursiva primitiva.
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10. Muestre que la funciéon f: N — N tal que

f0) = 1,
f1) = 4,
f(2) = 6,
fl@+3) = fl@)+ fl@a+1)?+ f(z+2)°

es recursiva primitiva.

11. Sea
u : m +— el n-ésimo entero que es suma de dos cuadrados,
w:0 — 0=0%2+02
1 — 1=02+12
2 = 2=12+12
3 — 4=0%+22
4 — 5=12+22
5 — 8=2%2422

Muestre que u es recursiva primitiva.

12. Muestre por doble induccién las propiedades siguientes:
a) Vn>0: fn(x,y) < fn(may + 1)
b)Vn > 0: fu(z,y) < far1(z,y+1).

13. Muestre que Vn : £2 C ™.

" six#0on#0,

14. a) Describa un procedimiento para calcular la funcién ezponenciacion: (n,z) —
0 en otro caso.

b) Describa un procedimiento mds eficiente que el anterior para calcular a la exponenciacién, o pruebe
que el anterior no se puede mejorar.
Sugerencia: Para calcular 23! calcule la sucesién

z, 1‘2,.138,.1?16, 1324,1'28,.1330, 33‘31.

15. Un ntmero real x € [0, 1] es computable si la funcién

fo: N — ]0,9]

n +— n-ésimo digito en la expansién decimal de x,
es computable.

Muestre que todo nimero racional es computable.
16. Muestre que la raiz cuadrada de un niimero computable es computable.

17.  Muestre mediante un argumento “diagonal” que existen nimeros en el intervalo [0,1] que no son
computables.

18. Muestre que 7 es computable.

Sugerencia: Puede utilizar cualquiera de las siguientes identidades:

4 _m:02m—|—1 6 _m:1m2'
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19. Sea a:N? — N una funcién de apareamiento y sean
car®, cdr® : N — N
sus correspondientes funciones proyecciones.
Sea a* : N* — N la correspondiente enumeracién de las sucesiones de naturales de longitud finita.
Muestre que las siguientes funciones N* x N* — N son computables:

| 1 sixesprefijodey,
pre(x,y) = { 0 en otro caso.

[ 1 sixessufijodey,
Suf(xa Y) - { 0 en otro caso.

20. Muestre que las siguientes funciones N x N* — N* son computables:
prefijo de x de longitud n  si n < long(x),

bor(n,x) = { nil en otro caso.

rot(n,x) = rotacién en n posiciones de los caracteres en x

12.4 Segunda lista de programas

1. Aritmética de grandes miumeros: Construir un médulo para el manejo de nimeros enteros grandes
(nimero de digitos > 100). Represente nimeros grandes como listas de enteros sin signos. Construya la
suma de enteros grandes procediendo segun la intuicion més elemental, llevando acarreos.

Construya el producto de enteros grandes procediendo segin el algoritmo “divide y venceras” del libro
de Ullman: “Design and analysis of algorithms”.

2. Funcidn de Ackerman: Implementar el cdlculo, mediante “pilas” de la funcién de Ackerman A. Contar
el nimero de accesos a la pila hechos durante el cdlculo de A(m,n).

3. Funcion B de Gidel: Tmplementar el calculo de la funcién 5 de Godel. Graficarla en diferentes intervalos.
Calcular su inversa mediante el Teorema Chino del residuo.

4. Minivirus en “C”: Implementar los programas que se autorreproducen que aparecen en los paneles 5y 7
del articulo de Witten: “Computer (In)security: Infiltrating Open Systems”, ABACUS, Summer 1987, pp:
6-25.

5. Funcion de Ackerman: Implementar el calculo, mediante el algoritmo cuyo seudocddigo se dié en la Nota
3 de la Parte I de las notas del curso, de la funcién de Ackerman A. Justificar su funcionamiento.

6. Cddigos de Mdquinas de Turing: Implementar la codificacién de maquinas de Turing vistaen clase. Dada
una maquina de Turing por su lista de quintuplas generar su cédigo.

7. Madaquina Universal de Turing: Generar una maquina universal de Turing segun el método visto en clase.

8. Recopilacion de un intérprete de programas-while’s: Recolectar los programas elaborados en los puntos
1.1-1.4,1.7 de esta lista y recopilarlos en un solo sistema que sea un intérprete de programas-while’s.

12.5 Tercera lista de ejercicios

En esta lista usaremos las notaciones siguientes

{fiti>o : enumeracién efectiva de las funciones recursivas.
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n .z . . . o .
{ fi( )} : enumeracion efectiva de las funciones recursivas cuyo dominio es N™.
i>0

Dada una clase F(™ de funciones N* — N, una funcién universal para F™) es una funcién U™ : N1+7 —
N tal que

e Toda seccién de U estd en la clase F(™, i.e.

VmeN: (x— U(m,x)) = Ax(U(m,x)) € F™.
e Toda funcién en la clase se “realiza” como una seccién de U:

Vfe F™3i; e N:v¥x € N* Ulif,x)

f).

En tal caso iy es un indice de f correspondiente a U.

Sea a : N> — N una funcién de apareamiento, sea F1) una clase de funciones N — Ny sea UV : N2 — N
una funcién universal para F(1). Diremos que F) contiene a su propia funcion universal si UM oa € F1,

1. Resuelva la ecuacion

3z =2 mod 78.
2. Resuelva el sistema de ecuaciones
= 7mod9
= 13 mod 23
1 mod 2
3. Resuelva el sistema de ecuaciones
2r = 3 modH
4r = 3mod7

4. Construya una funcién universal para los polinomios de una sola variable con coeficientes en Z, i.e. para
la clase Z]x].

5. Muestre que toda familia finita de funciones posee una funcién universal.

6. Diremos que una funcién G : N — N es general si para cualquier ¢ > 0 existe una funcién computable
total g; : N — N tal que

Vo Glgi(x) = £V (@).
a) Muestre que existen funciones generales.

Sugerencia: Considere una funcién universal U, la enumeracién de Cantor ¢ y sus respectivas proyec-
ciones cary cdr. Considere G = U o (car, cdr).

b) Muestre que existen funciones que no son generales.

¢) Muestre que existe una infinidad de funciones generales.

7. Sea ¢:N? — N la enumeracién de Cantor y sea c¢* : N¥ — N su k-ésima iteracién:

&z, xF V) = ¢(a, 7 (xFDY).
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a) Bosqueje la construccién de un programa-while que calcule ¢. Sea m el nimero de variables en este
programa.

b) Bosqueje la construccién de un programa-while que calcule ¢* utilizando a lo sumo m + k variables.
8. Muestre que la clase de funciones recursivas N — N contiene a su propia funcién universal.

9. Sea F la minima clase de funciones N — N que contiene a la funcién cero y a la diagonal x — a(z, x),
donde a es una funcién (computable) de apareamiento, y que es cerrada bajo el esquema de composicién de
funciones.

Muestre que F no puede contener a ninguna funcién universal suya.

Sugerencia: Revise el Lema de la Diagonal.
10. Muestre que Z[z] no puede contener a ninguna funcién universal suya.

11. Sea F : N — N la funcién

s g0 |,
zHF(I){ 0 i ;1)(0)?

Muestre que F' no puede ser recursiva.
12. Sea © : N — N la funcién

S0 sivi<a: P L,
€T +— @(Z‘) = i<z
i en otro caso.

Muestre que © si es recursiva.

13. Decida si acaso la funcién F' : N — N tal que

ro Py ={ 1 sA@=1
0 en otro caso.

es recursiva. Justifique su respuesta.

14. Muestre que la funcién

Py < {1 i3k <j: M%) |,
’ 1 en otro caso.

es computable.

Sugerencia: Dado (4, j) “simule” la corrida en paralelo de los cdlculos de los valores fi(l) 0),..., fi(l) (j-1),
parandose con el valor requerido cuando se pare el primero, en pararse, de esos calculos.

15. Muestre que la funcién

Py < {1 i3k > %) |,
’ 1 en otro caso.

es computable.

Sugerencia: Proceda como en el ejercicio anterior recorriendo, digamos que mediante la enumeracién de
Cantor, a los elementos

517 = I-6simo estado al que llega el célculo de fi(l)(k‘),

conk>j,l>0.
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16. Sean g,h : N — N dos funciones computables. Construya una funcién computable f : N — N que
satisfaga las siguientes dos condiciones

i) dom(f) = dom(g) U dom(h)
i) Vo edom(f) : f(x) = g(x) V f(x) = h(z)

17. Muestre que la funcién

1 en otro caso.

F(i) = { 1 si fi(l) £ cero,

es computable.
18. Definiremos una nueva enumeracion
7 : N — {funciones recursivas}

de las funciones recursivas N — N como sigue:
Sea a : N> — N una funcién computable de apareamiento con proyecciones respectivas car?, cdr®.

Dado m € N, escribamos my = car®(m) y ma = cdr”(m). Entonces g,, = n(m) es la funcién definida por
las siguientes dos relaciones:

mp—1 simg #0,
9m (0) { 1 en otro caso.
Ve #0: gn(z) = fi)()

Muestre que la enumeracién anterior es biyectiva, es decir

Ym,n : n(m)=n(n) = m=n
Vidm fi(l)

n(m)

19. Considere la enumeracién 7 del ejercicio anterior. Muestre que existe una funcién recursiva H tal que

Vm: n(m) = fum)-

20. Decida si acaso existe una funcién recursiva G “inversa” de la anterior, es decir, tal que

Vi: fi =n(G()).

12.6 Tercera lista de programas

1. Teorema de Cook: Implemente la demostracién del teorema de Cook. Dada una maquina de Turing y
una descripcion inicial construya la instancia de SAT que es equivalente a la convergencia de la maquina con
la descripcién dada.

Ver: Hopcroft, Ullman: “Int. to automata theory, languages and computation”. pp. 325-327.

2. Convierta instancias de SAT a instancias equivalentes de CNF-SAT. Convierta soluciones.

Ver: Hopcroft, Ullman: “Int. to automata theory, languages and computation”. pp. 328-330.

3. Convierta instancias de SAT a instancias equivalentes del problema de la programacién entera. Convierta
soluciones.
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Ver: Hopcroft, Ullman: “Int. to automata theory, languages and computation”. pp. 338.

4. Convierta instancias de 3CNF a instancias equivalentes de “Vertex_Cover”. Convierta soluciones.

Ver: Hopcroft, Ullman: “Int. to automata theory, languages and computation”. pp. 331-332.

5. Convierta instancias de 3CNF a instancias equivalentes de “circuito hamiltoniano dirigido”. Convierta
soluciones.

Ver: Hopcroft, Ullman: “Int. to automata theory, languages and computation”. pp. 333-335.

6. Convierta instancias de “circuito hamiltoniano dirigido” a instancias equivalentes de “circuito hamilto-
niano no-dirigido”. Convierta soluciones.

Ver: Hopcroft, Ullman: “Int. to automata theory, languages and computation”. pp. 335.

7. Convierta instancias de 3CNF a instancias equivalentes de 3DM. Convierta soluciones.

Ver: Even: “Graph algorithms”, Computer Science Press, Maryland. pp. 205-207.

8. Convierta instancias de 3DM a instancias equivalentes de 3XC. Convierta soluciones.

Ver: Even: “Graph algorithms”, Computer Science Press, Maryland. pp. 207.

9. Convierta instancias de 3CNF a instancias equivalentes de 3C. Convierta soluciones.

Ver: Even: “Graph algorithms”, Computer Science Press, Maryland. pp. 218-219.

10. Convierta instancias de 3C a instancias equivalentes de 3CP. Convierta soluciones.

Ver: Even: “Graph algorithms”, Computer Science Press, Maryland. pp. 221-223.

11. Convierta instancias de 3CNF a instancias equivalentes de CC. Convierta soluciones.

Ver notas del curso.

12. Convierta instancias de 3CNF a instancias equivalentes de DSP. Convierta soluciones.

Ver notas del curso.

13. Convierta instancias de 3CNF a instancias equivalentes del problema de asignamiento de recursos a
tareas. Convierta soluciones.

Ver notas del curso.
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