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Resumen

Tlustramos diversas formas de las desigualdades de Bell.

1 Introduccion

En su célebre articulo de 1935, Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) presentaron un resultado que contradecia
la naturaleza realista y local de la fisica clasica. Los fenémenos fisicos son reales en tanto que ellos quedan
caracterizados por las mediciones que se tengan de todas sus propiedades. Puesto de manera burda en
seudotérminos computacionales, los fenémenos son registros cuyas entradas son los valores medidos de sus
propiedades. Los fendmenos son locales en cuanto a que dos de ellos estando suficientemente separados son
independeintes entre si. Las mediciones que se hagan de las propiedades de uno no han de influir en las
del otro. Estas supuestas paradojas originaron la controversia entre Bohr y Einstein acerca del caracter
determinista de la Fisica. La paradoja EPR consistia en que la Mecanica Cuantica perdia caracteristicas
de realidad y de localidad. Podria haber un par de particulas que o bien tendrian propiedades sin valores
determinados o bien los valores que asumiria una particula determinarian univocamente los correspondientes
de la otra, independientemente de cudn alejadas estén una de la otra. Tales sistemas estarian entrelazados.
En 1964 John Bell publicé un articulo donde mostraba que el anélisis matematico de la Mecanica Cuéntica
era consistente con el entrelazamiento y posteriormente diversos experimentos mostraron que en realidad el
andlisis de Bell era compatible con la realidad fisica.

Presentamos aqui varias versiones de las desigualdades de Bell y las contrastamos con sus similares de
tipo “clasico”.

2 Casos clasicos

2.1 Conjuntos

Sea U un conjunto no-vacio, universo, finito. Sean A, B,C C U tres conjuntos en el universo. Entonces se
cumple la, digamos, desigualdad conjuntista de Bell:

card (A — C) < card (A — B) 4 card (B — C). (1)
En efecto:
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2.2 Légica booleana

Supongamos, por otro lado, que se tiene tres preguntas p;, i € [0,2] y cada una con una posible respuesta
r; € @ = {0,1} = {No, Si}. Cada r; puede verse como una variable aleatoria Q — @, donde 2 es un espacio
de probabilidad conformado por las posibles configuraciones de respuestas y respondentes a las preguntas.
Asi, se tiene una variable aleatoria vectorial r = (rg,71,72) : @ = Q3. Evidentemente, card (Q%) = 23 = 8.
Consideremos los eventos siguientes:

A = Ey ={ro=r1}: coinciden las respuestas primera y segunda,
B

C = Ej2={r1 =r2}: coinciden las respuestas segunda y tercera.

Epy = {ro = r2} : coinciden las respuestas primera y tercera,

Supondremos que cada respuesta tiene una distribucién uniforme, Pr(r; =¢) = % para cada i € [0,2],
€ € @, e independiente de las demds. Entonces, ya que los eventos A, B y C han de ocurrir, cada uno, en
exactamente 4 posibles configuraciones de respuestas, se tiene:

Pr(A) = Pr(B) = Pr (C) = % 2)

Pero también, ya que en cualquier configuracion de respuestas al menos dos han de coincidir, los tres eventos
A, B, C forman un recubrimiento del espacio de probabilidad, por lo tanto:

1:Pr(AUBUC)§Pr(A)—|—Pr(B)+Pr(C):; (3)
De hecho, se ha de tener ANB=ANC=BNC=ANBNC, por lo cual se ve también que
1 = Pr(A) + Pr(B) + Pr(C) — 2Pr (AN BN C) = Pr (A) + Pr (B) + Pr (C) — %
Observamos trivialmente que no se podria tener, en vez de (2), que

Pr(A4) = Pr(B) = Pr (C) = i (4)

pues el andlogo a (3) darfa 1 < 2 lo cual es absurdo.



3 Desigualdades fisicas de Bell

Hay materiales radiactivos tales que cuando uno de sus dtomos decae, éste emite una pareja de electrones,
en direcciones opuestas. Una caracteristica de un electrén es su espin. La pareja de electrones emitidas por
el decaimiento de un dtomo esta entrelazada es decir, el espin de cada electréon es opuesto al del otro, de
manera que el espin global de la pareja es nulo.

Supongamos elegidas tres direcciones para tomar mediciones de espines, digamos d;, i € {0,1,2}. En cada
direccién, un espin puede apuntar hacia arriba k = 1, o hacia abajo k = 0. Cada pareja de electrones consta,
obviamente, de dos electrones e;, con j € {0,1}. Asi pues, para cada electrén e; se tiene un correspondiente
espacio de Hilbert H; complejo de dimensién 2. Consideremos en cada uno de esos dos espacios bases
ortogonales correspondientes a cada direccién d;, digamos {eijm eijl} es la base de H; correspondiente a la
direccion d;. La pareja de electrones emitidos queda en el estado cudntico x € Hy ® H; que, expresado en
cada base, es

(€000 ® €011 — €001 ® €010)

r—\%‘r—\
[\

= — (elp0®e111 —e101 ®er1p) (5)

-5

= —= (e200 ® €211 — €201 ® €210)

>

(los primeros {ndices en los vectores bésicos senialan direcciones, los segundos electrones y los terceros espines).

En cada una de las expresiones en (5) al tomar una medicién en la primera particula (j = 0), la segunda
(j = 1) asumiré el estado complementario, y viceversa. Es en este sentido que el par de particulas estd
entrelazado.

Por hacer una analogia con el caso discutido al final de la seccién 2.2, las direcciones vienen a ser las
preguntas y los estados medidos en cada particula son las respuestas {No, Si} que da cada particula a ellas.
Aunque, debido a la complementariedad de los espines de los electrones en cada pareja emitida, las respuestas
(No, Si) las consideraremos como (0,1) en un electrén pero en el otro los invertiremos, es decir, como (1,0).

Consideremos tres bases ortonormales del espacio de Hilbert H complejo de dimensién 2:

1 1

E:{ e = (1,0) | fy = 5(\/5,—1) | gozﬁ(l,_\/g)

e =(01) £ = %(1,\/3) | g1 = %(\/5’ 1)

Las tres estan orientadas positivamente, F es la base candnica, F es la base cuyo “vector horizontal” esta a
—30° del canonico y G es la base cuyo “vector horizontal” estd a —60° del canénico. Se sigue entonces que

1 1
e = 5(\/§f0+f1) = §(go+\/§gl)
1 1
e = 5(—f0+\/§f1) = 5(—\/§go+g1)
y también
1 1
fo = 5(\/§g0+81) g = 5(\/§f0—f1)
1 1
fi = 5(*g0+\/§g1) g1 = §(f0+\/§f1)

Ahora, supéngase por un momento que uno de los electrones se mide respecto a la base E y su comple-
mentario respecto a la base F, es decir {egoo, €001} = E y {€110,€111} = F. Entonces, el estado cudntico del
par es, de acuerdo con las relaciones (5)

1
X = (€000 ® €011 — €001 @ €010)
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(eo ®el —e ® e(l)) (el superindice se refiere al segundo espacio)

r—xg‘r—l
[\

= ﬁ <e0®;(f0+\/§f1) el®;<\/§f0+fl))

_ 2\% (e0® (_f0+\/§f1) —e1® (\/§f0+f1>)

1
= —(-e@fy+V3er@f; —V3e;0f, —e ®f)
2\/5( 0 0 0 1 1 0 1 1

por tanto, la probabilidad del evento A de que haya una misma respuesta para las dos primeras preguntas es
2 2
. 1 1 — 2 _1
la suma de los cuadrados de los coeficientes de e ®f, con k € {0,1}. Esta es (_ﬁ> + (_ﬁ> =15 =1
Similarmente, para las otras dos coincidencias. Tenemos pues la situacién contradictoria dada por (4).
Esto marca una diferencia esencial entre la Mecanica Cuédntica y la concepcion clasica, digamos determi-
nista, de la realidad fisica. Se tiene, en ultima instancia, que se viola alguno de los siguientes dos principios:

Realidad: Los espines de los electrones, vale decir, propiedades fisicas de fenémenos, estan determinados
de antemano por la naturaleza de esos fenémenos.

Localidad: Las mediciones de una particula son independientes de las mediciones de la otra.

4 Forma cuadrada de Clauser, Horne, Shimony y Holt

4.1 Enfoque determinista

Codifiquemos ahora los valores booleanos como @ = {—1,1}, con el fin de que representen aplicaciones
unitarias en R, y definamos la forma, llamada CHSH [Clauser, Horne, Shimony, Holt], f : Q% x Q? — Z,

1 -1 b
[(a0,a1), (bo,b1)] = f(ao,a1,bo,b1) = agbo + arby + ai1by — agby = [ag a4] [ 11 } { b(lJ } ; (6)

cada pareja (7, 1) € Q2 puede verse como la de posibles valores de espin de una pareja de electrones.
Un célculo directo muestra que en Q2 x Q2, |f| = 2. De hecho, para la mitad de valores se asume el valor
—2 y para la otra mitad 2. Especificamente:

Qo aiy bo b1 ap aq bo bl
-1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 -1 1
-1 1 -1 -1 -1 1 -1 1
-1 1 1 -1 -1 1 1 1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1
1 -1 1 1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 1 1 1 -1
1 1 -1 1 1 1 1 1
f=-2 f=2

Ahora bien, fijo el valor de f, s6lo para dos valores, de entre los ocho posibles, hay coincidencia de los valores
de parejas (ax,bg), con k € {0,1}. Asf pues, fijo el valor de f la probabilidad de que haya coincidencia en
tales parejas es %, lo que nos lleva también a una situacién contradictoria dada por (4).

Ahora bien, al considerar ag, a1, bg, by como variables aleatorias, dado que |f(aq,a1,bo,b1)| = 2 necesa-
riamente se ha de tener

‘E(aobo) — E(aobl) + E(albo) + E(albl)\ S 2 (7)

por tanto, bajo la condicién de que a; y by han de coincidir, E(a1b1) =1, (7) dard

E(aobo) — E((lobl) § 1-— E(albo)



lo que bajo la condicién impuesta daria
E(aobo) — E(aoal) S 1-— E(albo) (8)

y ésta es una expresién que parece contradecir la desigualdad conjuntista (1).

4.2 Enfoque cuantico entrelazado

Un operador observable es uno H; — H; que es autoadjunto. Recordamos las transformaciones de Pauli:

o ] R I IR o

Supongamos que, en funcién de sendos bits cldsicos, Alicia puede aplicar a un fotén los operadores observables

siguientes:
. |1 0 o 101
Qo 0z 0 1 ) a1 = 0g = 1 0

y que Beto, igualmente, en funcién de sendos bits clasicos, puede aplicar a un fotén los operadores observables
siguientes:
1 1 [ 11

fo=gslota) =25y 4| m=gema=2 T

De acuerdo con los bits elegidos, la pareja de fotones de Alicia y Beto se transformaria mediante las aplica-
ciones siguientes:

1 0 1 0 01 0 1
m=weh=g5| ) g o o m=esh=flo ) o
0 -1 0 1| |10 -1 0
-1 0 1 0] [0 -1 0 1]
m=weh=g| | o o m=msh=%| 5 | g1
0 -1 0 -1 | |1 01 0

Considérese la base del espacio Hy = H; ® H; dada por los vectores de Bell:

by =5 (1 0 0 1) bpr=J5(1 00 —1)"
big=25(0 110" bu=201 —10"

vistos como vectores columnas.
Recordamos también, que dado un operador observable, digamos 7, la esperanza de su medicién respecto
a una direccién b es

Ep(v) = (b|yb).

De manera similar a la expresion a la izquierda de (7), para una direccién b € Hj se define los operadores

CHSHy(b) =  Ep(ao® Bo) — Ep(ao ® f1) + Ep(a1 ® fo) + Ep(a1 ® f1) (10)
CHSHi(b) = —FEp(a® o)+ Ep(ao ® B1) + Ep(a1 @ Bo) + Ep(ar @ py) (11)

Entonces, se ve que
CHSHg(bgo) = 2v/2 CHSHg(bg;) =0 CHSHg(b1o) =0 CHSHg(b1o) = —2v2
CHSH; (bgg) =0 CHSH; (bp;) = —2v2 CHSH;(b1o) =2v2 CHSH;(b1o) =0

es decir, para algunas direcciones entrelazadas, las formas cuadradas CHSH exceden la cota establecida
por (7).



5 Un juego

Consideremos el juego siguiente. Alicia y Beto conforman un equipo de dos personas, es decir, conforman
un sistema de dos particulas. En cada tirada:

e Alicia recibe un bit x € {0,1} y emite un bit a € {0,1}, y
e Beto recibe un bit y € {0,1} y emite un bit b € {0,1}.

e Si se cumple (a + b) mod 2 = zy entonces el equipo conformado por Alicia y Beto gana. En otro caso,
pierde.

Por supuesto que si hubiera un medio de comunicacién entre Alicia y Beto la estrategia trivial simple:
Alicia envia a Beto sus bits x,a, y Beto emite el bit b = (xy + a) mod 2
haria ganar siempre al equipo Alicia—Beto, sin falla alguna, es decir Pr (gana) = 1.
Supongamos pues que no haya comunicaciéon entre Alicia y Beto.

Una primera estrategia “Alicia y Beto tiran a la buena de dios”: Independientemente de los bits
recibidos, x,y, Alicia selecciona aleatoriamente a € {0,1} y Beto igualmente selecciona aleatoriamente
be {0,1}.

En este caso, descompongamos los casos posibles segiin se hayan elegido los bits x,y, a. Se tiene:

Pr(gana) = Z Pr (b= (zy +a) mod 2& (z,y,a) = ¢)

e€Q?

= ZPr(bz(xy—!—a)modZ\(m,y,a):e) Pr((z,y,a) = ¢)
e€Q?

B 11

= 2w
€@’

1

T2

Asi pues esta estrategia, la mas elemental de todas, es equivalente a “echarse un volado”.

Una segunda estrategia “Alicia complementa y Beto repite”: Los jugadores acuerdan de antemano que
Alicia emite el complemento del bit que reciba, a = (1 + x) mod 2 y Beto repite el que reciba b=y € {0,1}.
En este caso, descompongamos los casos posibles segiin los bits recibidos x,y. Se tiene:

e Casox=0ey=0: Setienexzy=0y
a+b=14+24+y=1#0==zy
por tanto el equipo pierde.
e Casox=0ey=1: Setienexzy=0y
a+b=14z4+y=14+1=0mod 2 =zy
por tanto el equipo gana.
e Casox=1ey=0: Setienexy=0y
a+b=14z2z4+y=14+1=0mod 2 =uzy
por tanto el equipo gana.
e Casox=1ey=1: Setienexy=1y
a+b=14+z+y=1+14+1=1mod2 =2y

por tanto el equipo gana.



Se tiene:

Pr(gana) = ZPr(y:(my+1+a:)m0d2&(x,y):5)
c€Q?
= Pr(y=(xy+1+2z)mod?2](z,y)=(0,0)) Pr((z,y) =(0,0)) +
Pr(y = (zy +1+2) mod 2| (z,y) = (0,1)) Pr((z,y) = (0,1)) +
Pr(y = (zy+142) mod 2| (z,y) = (1,0)) Pr((z,y) = (1,0)) +
Pr(y=(zy+1+2) mod 2| (x,y) = (1,0)) Pr((z,y) = (1,0))
1 1 1 1
3
T4

Por mera simetria, se ve que pasaria lo mismo si es Beto quien complementa y Alicia quien repite.

El lector podria reflexionar acerca de si existe alguna otra estrategia, ya sea determinista o probabilista,
que mejore esa probabilidad de gane. Sin embargo, % es una cota superior a la probabilidad de gane con
cualquier enfoque “clasico”.

Ahora consideremos:

Una estrategia cudantica “Alicia y Beto explotan entrelazamiento”: Los jugadores preparan un par de
particulas entrelazadas. El estado cuantico del par es

1
b=—(eyp+ei).
\/5(00 11)

Para un dngulo 6 €] — 7, 7] se considera el operador unitario, consistente de una rotacién en sentido levégiro
un angulo 6, asi como la identidad:

- [ o @] 0]

Es evidente que Ué{Ug = I. La estrategia es la siguiente: Si Alicia recibe el bit x = 1, entonces aplica la
rotacion Uy a su qubit, y en otro caso no hace nada. Si Beto recibe el bit y = 1, entonces aplica la rotacion
inversa U(,H a su qubit, y en otro caso no hace nada. Alicia toma una medicion a su qubit, respecto a la base
canonica, y emite el bit correspondiente. Beto emite el bit que le queda en su qubit.

Se tiene entonces que al final de la estrategia, se ha aplicado el operador

1 000 c 0 —s
0 0 0 . 0 ¢ 0 —s
Iol=14 46 1 o si (z,y) = (0,0) Up@I=1_ 4 si (z,y) = (1,0)
00 0 1| 0 s 0 c |
c S 0 0] ? s —cs —s? ]
TotUi=| 5 ¢ O 0 Gn=01) Uoli=| ¢ < 5 S| Gy =1
0= 0 0 c s Y= 0 0= cs  s2 c? cs Y
0 0 —s c | —s2 s —cs 02_

donde ¢ = cos(f) y s = sen (). El estado cudntico al final del proceso serd entonces

by = 7(1 0,0,1) si (z,y) = (0,0)
by = (6, —5,5,0) si (,) = (1,0)
by = (¢, —5,5,0) si (2,9) = (0,1)
by = %(02 —2¢s,2¢s,¢? —8%)  si(x,y) = (1,1)



En el caso particular en que § = %, se ha de tener ¢ = $1/24+ V2 y s = $1/2 — V2. En consecuencia, el
estado final ha de ser

b= (. 0, 0, %) si (a,y) = (0,0)
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 : _
b= (3,/1+%. -Li-% L1-% 1+ %) si(my) =01

_1

by = (% ) 3 l) si (z,y) = (1,1)

El equipo Alicia—Beto gana el juego si la medicion final hace que se llegue a cualquiera de los estados ey o
e11 (los extremos izquierdo y derecho en el listado anterior). Por tanto, la probabilidad de gane es

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1
P = 1-—42( =1+ —=| 42| f1+—=] -=+=-
* (gana) 1 (2 ﬂ) 1 (2 \/§> 472

N
[V

—
>~ =

2

S Y (Y SRR

4 2 V2 2

Iy, L

42 V2

RS ENPES

T 127

_ 1[3 240

42 2

1

- §(5+\/§) (12)

y va que 1 < /2, se tiene % < % (5 + \/i) La relacién dada por (12) fija una cota propia de una desigualdad

de Bell.

6 Argumento de Bell

Supongamos un fenémeno parametrizado por vectores en R™, que al ser medido respecto a una direccion,
o “detector”, en R™ produce un valor: vy : R® — {—=1,+1}, p — v1(p) y que para un par de instancias
(Po,P1) € R™ x R™ el valor medido conjuntamente del sistema formado por esa pareja posee una esperanza,
digamos estadistica:

Ee(po,p1) = —(pPolp1)- (13)
Asf por ejemplo, si se tratase de un par de fotones emitido en el experimento de Stern-Gerlach (el espin de
un fotén ha de ser opuesto al del otro), y pp = p1 = p es un vector unitario, entonces E.(p,p) = —1.

Supongamos, por otro lado, que A C R es un conjunto parametrizando evoluciones, para entrar en ideas
primarias de la Mecanica Cudntica, se le puede ver como uno correspondiente a una variable oculta, con
una propia funcién de densidad probabilista p : A — [0,1]. Supongamos también que el valor que asume
una instancia del fenémeno depende de un pardmetro en el conjunto A. Se tiene pues una propia funcién
a:R"x A — {-1,+1}, (p,\) — a(p,A). Dada una pareja de dichos fendmenos, se tiene correspondientes
funciones ag, o : R™ x A — {—1,+1}. La esperanza de correlacién de ambas particulas ha de ser entonces

¥(po,p1) ER™ x R™ :  E(po,p1) = /A 00(Po, A) e (P, A) p(A) dA. (14)

Se tiene:



e |E(po.p1)| S/A|040(P0,/\)\|041(p17>\)|ﬂ()\)d)\S1-

e E(po,p1) = -1 <= ap(po,A) = —a1(p1,A) A-c.t.p..

Supongamos, finalmente, que ag = —ay (como se da en el caso de Stern-Gerlach). Entonces (14) queda

¥(po.p1) € R xR : E(po,p1) = /A co(Po. A) (1, A) p(A) dA. (15)

Para pg, p1,p2 € R™ se ha de tener:

E(po,p1) — E(po,p2) =

- 2 (Po, Nao(p2, ) ], i
- {QO(PO,A)ao(pl,)\) 1} 0(Po, A)ag(p1, A) p(A) dA
- [Zggii; B 1] a9 (Po; A)ao(P1, A) p(A) dA

y por tanto
|E(po, P1) — E(po; p2)| < lao(P1, A)ao (P2, A) — 1] Jag(pPo, A)ao(P1, A)| p(A) dA

| (P1; Ao (P2, A) — 1] p(A) dX

IA
—

[1 = ao(p1, N)ao(p2, A)] p(A) dA

= / p(N) d\ — / ao(p1, A)ag(p2, A) p(A) dA
A A
1+ E(p1. p2) (16)

De hecho, al hacer A— = {X € A| ap(p1, ) = ao(p2, N},

|040(p1,/\)ozo(p2,/\)—1|:0 — NeA. — l—ao(pl,/\)ao(pg,)\):O,

|a0(p1,/\)ao(p2,)\) — 1| =2 < A € Al — 1- ao(pl,/\)ao(pg,)\) =2,
Luego

/ lao(P1, Ao (P2, A) — 1] p(A) dA = 2p(A — A=) = / [1 = ao(p1, N)ag(p2, A)] p(A) dA.
A A

Consideremos la desigualdad establecida por los extremos en (16): [E(po, P1) — E(po, P2)| < 1+ E(p1,Pp2)-
Comparemos un promedio Ee(po,Pp1) de Ee(po,p1) dada por (13), respecto a po y pP1, y un promedio
E(po,p1) de E(po, p1) dada por (14), respecto a pp y p1. Si acaso se tuviera

|E(Po,P1) — Ee(Po,P1)| <€ ¥y [Ee(Po,p1) + (Polp1)| <6 (17)

se tendria también

|E(po, p1) + (Polp1)| < (e +0). (18)

De manera similar a (16) se prueba que, para un tercer ps € R", se tendra:

|E(po, P1) — E(po,p2)| < 1+ E(p1,p2) +£+6. (19)



Naturalmente,

(Polp2) — (PolP1) = (E(Po, P2) + (PolP2)) — (E(Po,P2) — E(Po,P1)) — (E(Po,P1) + (Po|pP1))

de donde, por (18) y (19),

|(Polp2) — (Polp1)| < (e +8) + (1 + E(p1,p2) ++6) + (e +0) <1 — (po|p2) + 4(e + 9)

[(PolP2) — (PolP1)| + (P1lP2) — 1 < 4(e +9). (20)

En particular, si se toma pg y p2 perpendiculares y p; a “45° = 7 radianes” de ambos po y p2, se ha de tener
(polp2) =0y (po|p1) = % = (p1|p2), luego (20) dard v/2 — 1 < 4(e + §), lo cual marca un impedimento a
que ¢ y § sean arbitrariamente pequenas simultdneamente.

En resumen, bajo las condiciones (13)—(15), que implican (16), no se podria tener simultdneamente las
relaciones en (17) para € y ¢ arbitrariamente pequenas.

Sin embargo, si experimentalmente se comprobase que pueden lograrse simultdneamente las relaciones (17),
para € y ¢ arbitrariamente pequenas, entonces el “principio de localidad” (14) ha de ser excluido.

Vale mencionar que esta situacién excluyente estd apareciendo bajo la suposicién de que en la ex-
presién (15) las funciones de densidad g y p son las mismas para las tres caracterizaciones involucradas.
En diversos andlisis se busca suprimir esa suposiciéon con el propdsito de hacer compatibles la localidad y el
fenémeno de entrelazamiento.

Por otro lado, sobresimplifiquemos todo lo anterior, con las suposiciones siguientes:

e Ey E. definidas en (13) y (14) coinciden, y
e p; es un vector situado entre pg y p2, y estos tres son vectores unitarios.

Sea 6;; el dngulo tendido por los vectores p; y p;. Entonces 612 = 0p2 — 0p1. Entonces la desigualdad (16)
asume la forma

| COS(QOQ) — COS(&()1)| S 1+ COS(902 — 9()1). (21)
Consideremos pues la funcién
T w2
T: [_5’ 5} =R, (fo1, (602) = T'(bo1, (Bo2) = 1 4 cos(foz — o) — | cos(bo2) — cos(o1)]- (22)

Ya que la funcién coseno es par, T es una funcién conmutativa: T'(8o1, (6o2) = T (002, (6o1)-

En la Figura 1 presentamos la gifica de T. En (a) aparece en una imagen tridimensional y en (b)
aparece por contornos. Se aprecia que en los cuadrantes Primero y Tercero, la funciéon T es negativa, por
lo que la desigualdad (21) sélo es vdlida en los cuadrantes Segundo y Cuarto, es decir, sélo vale cuando
Sen(6o2) # Sgn(bo1).

En la Figura 2 presentamos las gréaficas de las funciones seccionales 6y — T (901, —g), en (a), y 0p1 —
T (9017 —i—%), en (b). Debido a la conmutatividad de T', las seccionales cuando 6p1 = —5 y o1 = +5 son
iguales.

Tenemos pues una incompatibilidad elemental entre las relaciones (13)—(15) con (16).
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Figure 2: Graficas de las funciones seccionales en los valores extremos.
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